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Corrigé 1

A) Théoreme du point fixe

1. Sixetysonttelsque f(x) =xet f(y) =yalorsona || f(x) — f(y)]| <k|x—yl
donc |l — y| < kx — ]

donc ||x —y|| (1 —k) <O

donc ||[x —y|| <Ocar1—k >0

donc ||[x —y|[ =0

doutx =y.
2. OnaVneN* ona
s — all = 1FGon) — FGon )| <K I — 1] < ook 131 — 0]

donc si x1 = xg alors (x,), est constante donc de Cauchy.
On suppose maintenant x; # xo,
etVn >m, € N*

Hxn - xm” = Hxn —Xp—1t+Xp—1—Xp2+ ...+ Xp_ms1— xm”
< o= ol [t — a2l 4 s — ]
<K | = xol| + K" [l = xol| + - K {21 — x|

n—1
< () k) [[x1 = xol|
p=m

Km _kn+1
= 1og Ikl

Soit e > 0, on a (k"), est une suite géométrique de raison k € [0,1] donc convergente dans
R donc c’est une suite de Cauchy d’ot1 il existe ny € IN tel que Vn,m > ngon a
(km - kn+l) < (1 — k)E

[l = ol
d’ou Vn,m = ng, ||xn — xm|| < e
3. On E est un Banach donc toute suite de Cauchy est une suite convergente vers ! € E.
4. Conclusion : [ est le point fixe de f.
En effet :
On a d'une part x, — l et A fermé donc! € A et f continue sur A car lipscitzienne donc

n-—oo
continue en [ donc f(x,) — (1)
n-—oo
et d’autre part x,,11 — letx,p1 = f(xn) —> f(I) et I'unicité de la limite permet de
n—+oo

n-+oo
conclure que f(I) = L.
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B) Invaraince par homotopie

5. fadmet un point fixe l et donc h(1,0) = f(I) = donc0 € T.
6. OnaVn € N,t, € T, donc Ix, € A,x, = h(xy,t,) donc la donnée de (t,), assure
'existence de (x) ;.
etVn,m € N,
|20 — xml| = |1 (xn, tn) — h(xm, tm)|]
= || (xn, tn) — h(xn, tm) + h(xn, tm) — H(Xm, twm) |
< h(xn, tn) = h(xn, b)) | + [[A(Xn, tm) — B (Xm, t) ||
<K' |ty — tm| + k ||xn — xm|| d’apres les hypotheses [a] et @

/

»‘

donc : ||xy, — x| < T % |tn — tm|

/

et comme T & > 0 et (f;), est une suite réelle convergente donc elle est de Cauchy (IR est
complet ) d’out (x,,), est de Cauchy.
Déduction :

On a (x,), est de Cauchy dans E qui est de Banach donc (x,), est convergente vers x € E et
comme (X, ), est une suite d’éléments convergente de A et A est fermé donc sa limite x € A.
Etona V(x,t), (x’, t’) € Ax|0,1],

|7 (x, t) || = [|h(x (X', 8) +h(x',t) — h(x', )|
< || (x (X, )] + ||h(x', 1) = h(x', 1)
<k |x— x" —|—k' t — '|| d’apres les hypotheses[a] et |b]
< (k+ k') max ( ‘I

donc h est (k + k') est lipshitzienne dans I'evn produit E x R muni de la norme produit

max (||.]|, |.|) par suite h est continue sur A x [0, 1].

etonax, — xett, — tdoncdans l'evn produit E x [0,1] on a (x4, t,) — (x,t) €
n+oo n+oco n+-00

A x [0,1], et puisque & est continue sur Ax [0, 1], h(xy, ty) 2 h(x,t)
n-+oo

et la relation Vi € IN,x, = h(x,.t,) donne quand on fait tendre n vers +o0, x = h(x,t) et
cette relation donne quet € T

Conclusion : toute suite (t,), de T qui est convergente admet sa limite dans T donc T est
fermé.

7. Ona3dt e [0,1],x = h(x,t) donc d’apres la négation de I'hypotheése [c] x & dA donc
d(x,0A) # 0 (car en général x € F < d(x,F) = 0) et comme on a d(x,0A) > O on a
d(x,0A) >0

8. Soity € B(x,r)N Aona,

1 = 1y, w)l| = [|h(x,t) = h(y, t) + h(y,t) = h(y, u)|| caronax = h(x, )
11 Cx,8) = h(y, ) + [[1(y, £) = By, u)l

N
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< kljx —y| + k" |t — u| d’apres les hypotheses [4] et @
<kr+Ke=kr+k(1—7r)=r

9. OnadA = A|A° = A|A° car A = A puisque A est fermé, on en tire que A° = A|dA.
donc : comme x € Aetx & dJAonax € A° et comme r < d(x,0A) ona B(x,r) C A
donc l'application y — h(y,u) est définie de A dans A et contractante d’apres [a] donc
d’apres le théoréme du Picard cette application admet un unique point fixe x' € A et comme
x" =h(x,u)onax’ ¢ 9Ad’oux’ € A°.

10. D’apres ce qu’on vient d’établir 3x’ € A, x" = h(x/,u) doncu € T

onconclutqueVt € T,Ve > 0,Vu € [0,1], [t —u| <e = ueT

donc:Vt € T,Ve > 0,]t —¢,t +¢[N[0,1] C T donc T est une partie de [0, 1] qui est voisinage
de tout ces points dans [0, 1] d’ou T est un ouvert relatif de [0, 1].

Conclusion :

OnaT C [0,1] et donc T est borné et T non vide donc T admet une borne supérieur qu’on
notera v = sup(T), comme T est fermé onav € T donc Ix” € A, h(x",v),

et pour conclure on va montrer que v = 1:

Par absurde supposons que v < 1 on pose alors ¢ = 1 — v on a alors

Jo —e,v+¢€[N[0,1] C T et comme v—i—g €lv —¢,v+¢[N]0,1] donc v—i—g € T absurde avec

v=supT,douv=1¢cT.
onaalors1 € TdoncJx” € A, x” = h(x”,1) = g(x”) donc x” est point fixe de g et 'unicité
vient de fait que g est contractante.
11. Une application
On définie la fonction
g:A— EparVxe A, g(x) =0

on a g est contractante et admet un point fixe car 0 € A et g(0) = 0, de plus on a g et f sont
homotopes en effets :

On définit la fonction i : A x [0,1] — E parV(x,t) € A x [0,1], h(x,t) = tf(x)

on a h vérifie :

[a]:Vx,y € AVt € 0,1],

T(x,£) = h(y, Dl = [t£(x) = tF )]l < ¢ 1£G0) = F) | <k flx— ]| car t < 1

on a bien k € [0, 1] du fait que f est contractante.

[b]:Vx e AVt €10,1],

|h(x, t) —h(x, t)|| = ||tf(x) =t f(x)|| = [t=t]]f(x)]| < K |t—+]| avec K un majorant
strictement positif de || f(A)|| qui existe car f(A) est bornée.

[c]:OnVx € 0A,Vt € [0,1],x # tf(x) = h(x,t)

et ceci d’apres I'hypotheése .

on remarque enfin que la condition 0 € A° est donné pour assurer la condition | f | car sinon

0 € 0A et pour x = 0 et t = 0 la condition x # tf(x) ne sera pas vérifiée.
On conclut : g et f sont homotopes et g admet un point fixe donc f admet un point fixe
unique intérieur a A et ceci d’apres I'étude faite dans les question 4) a 10).
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C) Etude de certains opérateurs a noyau

12. Vi€ [a,b],

b

FW)() — FE®| = | [ Kb 2)(F(xy(@) - f(x,2(x))) dx
< [ KO ey (0) — fr 2] dx
< [ K0l Ko ly(x)) 2] d

b
<Kolly—z| [ IK(tx)] dx
a
< ako |ly — 2]

et par passage au sup on a ||F(y) — F(z)|| < aKp ||y — z||
13. Onnotera E = C[a, b] et la restriction de F & A sera noté aussi F, on a alors
F : A — E contractante d’apres Q-12 et la condition aKj et A fermé. et vérifie les conditions

[d],[e]et|f|de Q-11 en effet :
Le vecteur nul est intérieur a A.

[e]Vp € AVt € [a,b],|F(e |—‘/ (t,x)f(x, @(x ))dt‘ (x, p(x)) dx

[a,b]?

?\2
donc Ve € A, |F(¢)|| < M on en tire que F(A) est bornée.
f|¥p €dA VA € [0,1], ¢ # AF(p),

donc : F admet un point fixe unique qui appartient a 'intérieur de A d’apres Q-11.
D) Une généralisation

14. Pourx=0€ Aett=0€[0,1],onax =tf(x),donc0 € X dou X # @.

Montrons que X est fermée : Soit (x,), une suite d’éléments de X qui converge vers x € E
montrons que x € X.

on a d’abord (x,), est une suite d’éléments de A car X C A et A fermée donc x € A.
OnaVn € N,x, € Xdonc 3t, € [0,1],x, = t,f(x,), la suite (t,), ainsi obtenue est une
suite de compact [0, 1] donc admet un sous-suite (t,))» convergente vers ¢ € [0,1]

on a alors :

—VHENX()_t(f( )(1)

— (xy(n)) est sous-suite de la sulte convergente (x,) donc converge vers x.

— f continue sur A donc en x et par suite f(x,,)) tend vers f(x).

et par passage a la limite dans (1) on a alors : x = tf(x) donc x € X d’ou X est fermée.
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Déduction :

OnaVx € A,

Six € X, alors x ¢ dA alors d(x, X) =0etd(x,0A) # 0alors d(x,0A) +d(x, X) > 0.

Six ¢ Xalorsd(x,X) # 0alorsd(x, X) +d(x,0A) > 0.

par suite p est bien définie sur A.

On sait le résultat classique suivant : si A est une partie d'un evn E alors 'application x —
d(x, A) est continue car 1-lipscitzienne.

donc y est continue sur A comme rapport de deux fonctions continues.

0 si x€dA
ona:VXEA,M(x):{l si xeX

15. Ongls = f et gl(cja) = 0 qui sont continues en plus glya = 0 = gf(c|a) donc g est
continue en les points frontieres de A et (C|A), dou g est continues sur C.

on considére K = {tf(x),t € [0,1],x € A}, on a K est un compact de E en effet :

Soit (u, ), une suite d’éléments de K, donc 3(t,), suite de [0,1] et (x,), suite de A

tqVn € N, u, = t,f (x,)

Or [0,1] et f(A) sont compactes donc Ja une extraction (on compose deux extractions ) tq
(ta(n))n converge vers t € [0,1] et (f(x,(y))n) converge vers ] € f(A)

donc (u,x(n))n admet une sous suite convergente et comme K est fermé par construction on
a cette limite appartient a K d’ot1 K est compact.

pour conclure on g(C) est fermé dans un compact donc g(C) est compacte.

16. On a clairement g vérifie le théoreme de Schauder donc 3x € C, x = g(x).

Supposons x € C|A,onax = g(x) =0alorsx =0 € C|Aor0 € A absurde donc x € A.
Supposons x € A|X,onax = g(x) = pu(x)f(x) alors x = tf(x) icit = p(x) donc x € X
absurde.

donc on conclut que x € X et dans ce cas x = g(x) = f(x).

et puisque A est ferméona A = A° UJdA et comme XNJdA =Qona X C A°

d’ot1 le point fixe x est intérieur a A.

E) Application aux intégrales de Fredholm

D’apres la fameuse inégalité de Cauchy Schwartz pour la norme ||.||, ona

/' Kit x)g(x, g(x)) dx \(/ [K(, )l ) (/0 8(x @(x))[* dx) = cg |IKill
aveccy = (I3t >>|)

OnaVtu € [0,1],

1
F)(0)] = [b0)+ [ K(t2)g(n,0(0) d
01+ [ Kt g pl) d
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< ()] +cq [|Kell
<

|hllg+cp sup [|Ks][,
s€0,1]

et
F()() = F(o) ()| = [1(0) = )+ [ (K, = K) (1) p() i

< () = )|+ | [ (K= K (s ()
< IH(0) — )|+ 1K — Kall

18. On a d’apres la deuxiéme inégalité de Q-17 et la continuité de I'application & et 1’ap-
plication t — K}, F(¢) est continue sur [0, 1], donc F est une application de E dans E.
19. Soit t € [0,1], on appliquant le théoreme de convergence dominée sur (f;), dont les

1 1
conditions sont simples a vérifier on aura/ K(t,x)g(x, pn(x)) dx — / K(t,x)g(x, ¢(x)) dx
0 ~~ -~ 0
fa(x)

et donc

Fgn)(t) = h(t) + [ Kl x)3( ga(x)) dx S5 n(e) + [ K(t0)g(x,9(x)) dx = Flg)(1)

20. D’apres Q-17onaVt,u € [0,1],
|F(@n)(t) = F(@n) (u)| < |h(t) — h(u)] + cq, [|Ke — kull

avec cy, = (/ |g(x, pn(x )

or ¢, € B(0, M), donc Vn € N,Vx € [0,1], |gu(x)| < M
donc
Vn € N,Vx € [0,1], |on(x)] < M d’aprésElptM € L%, g(x, pu(x) < ppr(x)

d’otVn € N, ¢y, = </ lg(x, pn(x ) < lpmllo

Et en utilisant la continuité de I'application & et 'application t — K; sur [0, 1] permet de
conclure.

21. Onva montrer que F(¢,) est une suite de Cauchy dans la Banach (E, ||.||,) :

Soite > 0,

On a il existe un réel § > 0 tel que pour tout n € N et tous £, u € [0,1],

|t —u| < ¢ implique |F(@n)(u) — F(om)(t)] <e..

on a pour tout n,m € N, on a F(¢,) — F(¢m) est continue sur le segment [0, 1],

done 3u € [0,1], [[F(¢n) = F(@m)lg = [F(n) (1) = F(@m) ()]
Et d’apres le rappel il existe une famille finie t1, t,, ..., tx de [0, 1] telle que le segment [0, 1]

soit inclus dans la réunion des intervalles |; — J,t; + 6[ pouri € {1,2,...,N}.
donc:3ie {1,2,...,N},u €t (5t+(5[cad|u—t|<<5
La convergence s1mple de F( qon) donne que Vk € {1,2,...,N}, la suite réelle convergente

(F(@n)(tx))n de Cauchy dans R donc il existe ng € IN telle que
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Vn,m = ng,Vk € {1,2,...,N}, |F(@n)(tx) — F(om)(t)| < e
et finalement,
Vn,m = ny,

|F(@n) (1) = F(@m)(u)| < [F(@n) (1) = F(@n)(ti)| + [F(@n) (t:) — F(@m) ()] +
|F(@m)(t:)) — F(@m)(u)]
< 3¢

d’ott: (F(¢n))n est une suite de Cauchy dans la Banach (E, ||.||,) donc convergente dans E.
Déduction : Utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité.

Vo € A, onasi (@), est une suite qui converge vers ¢ dans E, d’aprés Q-19 la conver-
gence simple de (F(¢y))n sur [0,1] vers F(¢) et d’aprés ce qu’on vient de démontrer on a la
convergence de (F(¢n))n qui n’est autre que la convergence uniforme vers F(¢).
Conclusion : F est continue sur A.

22. onaVn e€NN,g, € B(0,M),doncVn € N,Vx € [0,1], |pn(x)| < M

donc d’aprés , Jum € L2,g(X, Pn(x) < pm(x)

1
1 2
donc v € N,cq, = ([0 ()P < vl

donc : et d’apres la premiere inégalité de Q-17, Vt € [0,1], la suite réelle (F(¢,)(t))n est
bornée et d’apres le théoreme de Stone-Weirstrass, on peut en extraire une suite convergente
(F(@a(n))(t))n- et d’apres Q-20 on peut montrer que pour u assez proche de t (F(@y(,)) (1) )n
converge (on montre qu’il est de Cauchy).

Construction de I’extraction « :

On considére une partie dénombrable et dense du segment [0,1], c-a-d D = (t)ren avec

D =1[0,1] Jap, tq (F(@ay(n)) (to) )n converge, on fait une extraction de la suite bornée (F (@4, (n)) (t1))n
d’une sous-suite converente par une extraction aj et on a alors (F(@u0n, (1)) (£0) )n €t (F(@ugon, (n)) (1))
convergent et par recurrence une construit une extraction a# qui donnent la convergence
simple sur D de (F(¢u,))n et par densité le resultat s’etend aux points du segment [0, 1].

23. F vérifie les conditions de la partie D) et par suite admet une point fixe intérieur a

A = B(0, M) c-a-d dans la boule ouverte B(0, M).




