CORRIGE DE X-ENS D 2021, FILIERE MP

Produit de matrices aléatoires : le théoréeme de Furstenberg—Kesten.
0. Question préliminaire. On a tout d’abord, par propriété du logarithme (néperien ?) et pour tout entier n > 1,

log |ZW| + -+ +log|Z™)|
- .

1
- IOg ‘\Iln| =
n

De plus, d’aprés ’énoncé, les variables aléatoires X; := log |Z()| sont indépendantes, de méme loi et (4 support
fini donc) de carrés intégrables. Comme leur espérance commune est E[log |Z(1|], 1a loi faible des grands nombres
fournit bien :

1
Ve>0 P inogllln| —E[log|Z(1)|]’ > €> — 0;

ce qu’il fallait démontrer.

Partie |. Puissance d’une matrice et théoréme de Gelfand

1. Soit z € C? tel que |z|]| = 1. Si Bz = 0 alors on a évidemment ||ABz| = 0 < || A|| || B|ll- Sinon, on peut écrire
Bz = || Bzx||y avec y = Bz/||Bz|| normé et donc

[ABz|| = || Bz|[[[ Ayl < [IB[| [ Al < ANl B

Par définition de || AB||| (plus petit majorant des ||ABz|| pour z € C% normé), on a bien démontré ||AB|| <
AT B

2. Soit n € N* et A € Spec(A) de module maximal. Il existe donc z non nul, que 'on peut supposer normé (puisque
Ker(A — M) est un sous-espace vectoriel de C¢) tel que Az = \z.
D’aprés le cours, on a aussi A"z = A"z et donc

p(A)" = \" = [A\"z]| = [|A"z]| < [|A"]].

3.(a) e Indépendamment du caractére triangulaire de A, une récurrence sur n € N* améne tout d’abord la
formule suivante :

Vl,j S {1? ad} (An)hj = Z Qiy 51 " Qi iy -

i1,01° yin,Jdn €{1,...,d} tels que i=i1,j1=t2, ,jn—1=in et jn=j

L’hérédité s’obtient en effet aisément par définition du produit de deux matrices en écrivant A”t! =
A™ x A.

e Par ailleurs, puisque A est triangulaire supérieure, on a ay,; = 0 pour tous entiers k,! vérifiant 1 <1 <
k < d. Ainsi, d’apreés la formule précédente, on obtient si ¢ < j,

n —_— . . DR . .
(A )71] - : : 0'7117]1 a'7fn7.7n'
11,1 yin,Jn €{1,...,d} tels que i=iy1,j1=t2, ,jn—1=in,jn=7j €t ix<jx pour tout k

puisque les autres termes de la somme sont nuls.
e Enfin, comme i > 1 et j < d, on a aussi

d=12j—i=jn—Jjo=(n—Jn-1)+ 41 —Jo) = Un —in) +--+ (1 —i1)

pour n’importe quels éléments i1, j1,- -+ ,in,jn € {1, -+, d} vérifiant la conditions apparaissant en indice
dans la somme précédente (et en posant i1 = jp). Comme tous les ji — i sont des entiers positifs, il y
en au plus d — 1 non nuls (sinon leur somme vaudrait au moins d x 1).

En d’autres termes (et avec les notations de I’énoncé), on a bien démontré :

(A )7’7] - 0’7,1,]1 a’7fn7]n'

11,51, sin,0n €En (1,5)

(b) On observe tout d’abord que la derniére condition définissant ’ensemble &, (4, j) est automatiquement vérifiée
(puisque 1 < @ < j < d). Ainsi, £,(4,7) est en bijection avec I'ensemble F,(i,7) des suites (u;)ogi<n
strictement croissantes de n + 1 entiers telles que up = 0 et u,, = n + (i — ) via 'application

f : (ilvjla"' 7inajn) € gﬂ(l’]) = (]0 _ivjl _Z+17]2 _Z+21 7jn —Z+TL) € fn(lvj)7



dans laquelle on a toujours posé toujours jo = 1.

[En effet, f est bien a valeurs dans F,(¢,7) (si (41,41, yin,Jn) € En(i,j) alors jo —i = iy —i = 0,
jn—i+n=j—i+net, pour tout k, jr—i+k=tdxy1 —i+k < jJrt1—i+k < jrr1—i+(k+1)) et unique
antécédent de u = (ug, -+ ,un) € Fn(i,j) par f est (nécessairement) donné par (i1, j1,42,J2,** ,insJjn) =
(i4+up,t —14+u,i—1+wu,i—24ug, - ,i—(nm—1)+u,—1,7i —n+uy,), qui définit bien un élément de
En(i,7) (puisque, pour tout k, jr = ig41 et jr — ik = ur — ug—1 — 1 si k > 0).]

Puisque I'ensemble F,, (i, j) est aussi en bijection avec les parties de n—1 éléments parmi {1, -+ ,n+(j—i)—1}
(associer a une suite u 'ensemble de ses termes uy,- - ,u,_1), on a finalement montré :
. n—1+(—1)
Enli,g) = .
#En (3, ) ( n1

(¢) Soient n > d, i,j des entiers tels que 1 < < j < d.
Puisque A est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont égales a ses coefficients diagonaux (ce sont
les racines du polynome caractéristique). On a donc également |ay ;| < p(A) pour tous entiers 1 < k,1 < d

tels que k = 1.
AinSiv si ilajla T 7inajn € Sn(%])a
(@i gy - @i | < p(A)" T N (A)
(en notant Noo(A) = max |ag,;|) comme il y a au plus d — 1 valeurs de k telles que i, # ji. En posant

1<k7l<d
ka = (Noo(A)/p(A))4 1 si p(A) # 0 et ka = 0 sinon, on a (puisque n > d)
| @iy gy @i | < Rap(A)".
La question précédente fournit alors (par inégalité triangulaire)
[(A")igl < ka#t€nl(i j)p (A)"
n—1+(7—1 n
j—1
m(n S (= D) p(A)"
ka(n =1+ (j =) p(A)"
baln = 14d = 1))
ka(2n)™ ! p(A)"

n(n—1)-

INCIN NN

par symétrie des coeflicients binomaux, en écrivant (Z) = (" k1) < n¥ pour tous naturels k < n et
puisque d < n.
Ceci montre finalement que tous les coefficients de A™ (méme ceux, nuls, situés sous la diagonale) sont

bornés en valeur absolue par Can?=1p(A)" avec Cy = 2971k 4.

4. e Traitons tout d’abord le cas ou A est triangulaire supérieure.
Par équivalence des normes sur M4(C) (espace vectoriel de dimension finie d?), il existe ensuite C' > 0 une
constante numérique (ne dépendant que d) telle que ||-|| < CNs
D’aprés la question précédente, on a donc

Vn>d [JA"] < ONw(A™) < CCan®~"p(A)"

de sorte que, avec la question 2,

log(CC4)
n

1 I
Vn>d logp(d) < - log[|A"]| < (a1 4 1og p(a).

Le théoréme d’encadrement et la croissance comparée fournissent donc bien le résultat voulu.
e Dans le cas général, il existe une matrice P € GLg4 (C) telle que P~1AP =: T est triangulaire supérieure.

Par ailleurs, puisque les normes A — |||[P~*AP||| et ||-|| sont équivalentes sur My(C), on a immédiatement
1 " 1an 1 1 ” 1
—log A"l = 108; [|IP=* AP+ O (=)= —logl|T"l+ O (-~ ) ——logp(T),
n n—oo \ N n n—oo \ N n— o0

ce qui conclut puisque p(A) = p(T) (A et T sont semblables et possédent donc les mémes valeurs propres).

5. Ceci se traite comme ci-dessus : puisque N et ||-|| sont équivalentes sur M4(C), il existe deux constantes
numeériques (ne dépendant que de d) ¢,C > 0 telles que ¢[||-|| < N < C|||-||| et donc

1 1 1 log(C'
vme N Sioglar+ 28D < Loy nian) < L iogany + 28,

le théoréme d’encadrement permet donc de conclure (d’aprés la question précédente).



6. (a)

Notons A1, -, Ag les valeurs propres complexes de A (répétées avec multiplicités) ainsi que o1,--- , 04 les
fonctions symétriques de ces valeurs propres :

Vke{l,---,d} o= )P YD
10y < <ip<d
Par définition de p(A), 'inégalité triangulaire améne donc immédiatement :

dhellod) o< Y o= () )t

1< < <ip<d
D’autre part, le théoréme de Cayley-Hamilton montre que le polynéme caractéristique
(X=XA) (X =X) =X — o X o 4 (=1) 0y
annule A. On a donc :
A = g A g A2 (71)d710d1~d

et ainsi, d’aprés I'inégalité triangulaire et les inégalités précédentes,

d d
_ d _
4l < ol a4 < 35 () ot
k=1 1

k=

D’autre part, d’aprés la question 2, p(A)* = p(A)p(A)F~1 < p(A)H|Ak_1|H pour tout entier £ > 1, on a
également :

d
< oS (Y las s
k=1
d
< oY ()

=1

puisque, selon la question 1 (et une récurrence immeédiate), ||AP|| < [|Af|” pour tout naturel p.

d d
d d
Comme = 1¥197F —1 = (14 1) — 1 (formule du binéme de Newton), on a bien prouvé le
> () > () (111 ) b
second résultat demandé.

Soit n > 1 un entier. En appliquant le résultat précédent a A™, on obtient
lam]]| < 2% = Dp(am) A

De plus, comme A est trigonalisable, A™ est semblable & une matrice triangulaire dont les coefficients

diagonaux sont les puissances n-iémes des valeurs propres de A. Ainsi, les valeurs propres de A™ sont aussi

ces puissances n-iémes et par suite p(A™) = p(A)™.

D’aprés la question 2 et si A™ est non nul, on a donc bien
A"
d—1
(27 = DA

< p(A)" < 1A

Supposons (contrairement i 1’énoncé qui suppose uniquement A non nulle, ce qui est claire-
ment insuffisant) A non nilpotente. Alors p(A) # 0 (car si p(A) = 0 toutes les valeurs propres de A
sont nulles donc A, trigonalisable, est nilpotente d’apreés le cours).

De plus, d’aprés le théoréme de Gelfand (question 4) et par continuité de la fonction exponentielle, on a

1/n

1
H‘A"dm = exp (dnd log H‘A"dm) — exp(dlog p(A)) = p(A)?

et (de méme) || A"|Y/" —— p(A). Ainsi (puisque (27 — 1)1/ —— 1),

n— oo

Jlam " oA
((261—1)|||A"|I”l1 n—oo p(A)4-1 =rl4)

par opérations sur les limites.




(¢) Montrons la continuité de l’application p en tout point A de M4(C).
11 suffit pour cela de montrer que, étant donnée (A,) une suite de limite A (donc bornée), la seule valeur
d’adhérence de la suite (bornée par sup, [|A4,[[) (p(Ap)) est égale & p(A). Notons donc 7 une valeur

d’adhérence de la suite (p(A,)); quitte & extraire, on peut écrire p(A,) Pl et A, —— A.
p—r00

e Supposons d’abord A nilpotente. D’aprés le cours, cela signifie exactement que A% = 0 ('indice de
nilpotence est inférieur a d).
Alors Ad —— A% =0 et donc
p—00

p(Ap)* = p(A%) < ||| Adf] ——= 0

pP—o0

ce qui montre que 7% = 0 par unicité de la limite. Donc r = 0 = p(A).
e Si A n’est pas nilpotente alors A% # 0 et donc, puisque {0} est un fermé de My(C), il existe un rang
po tel que Ag # 0 pour tout p > pg. D’aprés la question précédente, on a donc

45
‘=1l

Vp 2> po

T <p()" <[ 43l

et ainsi, par passage a la limite lorsque p tend vers l'infini,

4™l
(24 - pfj A

Vn € N*

— << 14"

Prenant la racine n-iéme et d’aprés la seconde partie de la question précédente, un passage a la limite
lorsque n tend vers l'infini fournit alors r = p(A4).

Partie Il. Exposants de Lyapunov via la sous-additivité
1. (a) Remarquons tout d’abord qu’une récurrence immédiate sur k € N* fournit, puisque (u,) est sous-additive,
\V/’I’Ll,"' > Nk € N* Upy +--+np gunl ++unk

Soit n > 1 un entier. Posons n = gko+r la division euclidienne de n par kg (avec ¢ € Net r € {0,--- ,ko—1}).
D’aprés la remarque précédente (et en distinguant le cas ¢ = 0), on a alors

Uy < QUi + Up,

en convenant que ug = 0. On obtient donc :

max (173 max (173
U, q 0<i<ko—1 gko Uk,  0<i<ko—1
D Ty e = TR R SRR
n n n n ko n

Remarque. La version de I’énoncé est doublement fausse. En effet, si tous les (u;)1<i<k,—1 sont strictement

. . . _ N . Up uko 1 uko
négatifs (par exemple si kg = 2 et u; < 0) alors elle entrainerait i Tt 1<£Ii%ﬁ(_ up < gk, ce
qui est évidemment absurde pour n = kg. Par ailleurs, sauf si uy, est positif, on n’a pas toujours == <

% %(Kni%)( u; (en prenant par exemple kg = 2, n = ko + 1 avec ug, < 0, u1 = 0 et upy+1 = up, + u1,
3 Q—
) i1a Ukg UL _ Up Ukg 1
on obtiendrait 'absurdité = e g s+ 5, max Uz).
0<i<ko—1
(b) Distinguons les cas selon que l'infimum soit fini ou non.
e Supposons éI;f 4k = —oo et considérons a un réel. Alors, il existe kg € N* tel que % < a — 1. Notons
1
=

également C' = Jmax ainsi que n € N*. D’aprés la question précédente (corrigée), on a :
0<i<ko—1

we _ akouw, | C

X

n n kg n’
Puisque 1 — % < % = "= < 1, le théoréme d’encadrement montre que %uko —|— = tend vers
% < a—1 < alorsque n tend vers I'infini. Il existe donc un rang ng tel que
kou C
Vn = ng 9% Bko +—=<a
n ko n
et donc u
Yn>=ng — <a.
n
, . . Unp . Uk
Par définition, on a donc bien — —— —oo = inf —.
n n—oo k>1 k



2. (a)

3. (a)

e Supposons maintenant i := Iir>1f1 =& fini et considérons € un réel strictement positif. Alors, il existe ko € N*

tel que %‘3 < i+e. Soit maintenant n € N*. D’aprés la question précédente (corrigée) et C' défini comme
ci-dessus, on a également :

U ko u C
_n < qio ko + =,
n n ko n
Puisque 1 — % < % = % < 1, le théoréme d’encadrement montre que %% + % tend vers
% < i+ ¢ lorsque n tend vers l'infini. Il existe donc un rang ng tel que

ko uk, , C

+ =< (i+e)+e

Vn = ng
n ko n

et donc
Unp

Vn>nyg 1< < i+ 2e.

n
P . U . . Uk
Par définition, on a donc bien — — § = inf —.
n n—oo k>1

Soit w € . Alors, d’aprés la question 1.1,

(n) (€] ,
@)l < [[a @] -+ e (w)H‘<<112?§k|||51|||>

puisque M® (w) appartient a 'ensemble fini S pour tout i.
Remarquons également que (toujours d’aprés I.1), pour toutes matrices A, B € GLq (C), || B|| = |||[A~*AB||| <
| A=/l AB]| et donc

lAB| = [~

BN = A=~ 1B~

en appliquant la premiére inégalité au cas particulier B = I;.
On en déduit donc (par décroissance de la fonction inverse sur R*)

-1 1 -1\ "
Iwa@)ll > [[r@@nt|| [ en | = ((mx |||s;1|||) )
puisque M) (w)~! appartient & 'ensemble fini {s;', -, s '} pour tout i.

La question 1.1 nous montre encore (en écrivant une inégalité entre variables aléatoires)
Vi,m € N [ @l < |0 A w )

et donc, en posant ®,,, = M+ ... M+ (variable aléatoire de méme loi que ¥,,, indépendante de ¥,,),
on a d’une part
Vn,m € N*  log [|[Vnml] < log [[®@ml] + log ||| ¥y

et d’autre part (par croissance de espérance et en utilisant 'indépendance précédente)
Vn,m € N E[[%1ml] < E[@nITENC ] = E[CmlTE ]

Le passage a lespérance (croissante) dans la premiére inégalité et celui au logarithme (morphisme de groupes
bien connus) dans la seconde concluent quant aux sous-additivités demandées.

Le lemme de Fekete (question 1) s’applique directement. De plus, d’aprés la question (a), on obtient égale-
ment

Vne N R[] € log(a), los(A)] et log B[, ] € [loa(a), log(5)].

ce qui montre que les limites respectives de ces suites ¢(u) et (i) appartiennent encore au fermé [log(a), log(8)]-

e La premiére partie découlera du
Lemme 1 (Inégalité de Jensen). Soit X une variable aléatoire finie & valeurs dans [0, +00].
Alors, en convenant que log(0) = —oo (convention déja implicitement utilisée par ’énoncé),

Ellog(X)] < log E[X].

Démonstration. Notons x1,--- ,x) les valeurs prises par X avec probabilités strictement positives ainsi
que p1,- - ,pi les probabilités associées.
L’inégalité de convexité appliquée a la fonction convexe — log fournit alors immédiatement

Eflog(X)] = p1log(w1) + -+ - + px log(wx) < log(piwy + - -+ + prx) = log E[X]

puisque le terme de gauche vaut —oo si l'un des z; vaut 0. O



En effet, d’aprés le Lemme 1 appliqué a la variable aléatoire finie [|¥,]||, on a
L1 1
vneN* —Ellog||[¥all] < — log E[||¥n]l]

et donc, par passage a la limite dans les inégalités larges, () < £(u).
e Considérons ensuite le cas ou p est la loi uniforme sur ’ensemble S constitué de I; et de s = 21,.
Alors, pour tout entier n > 1, ¥,, est égal & sX» o X,, suit une loi binomiale de paramétres n et 1/2.

D’une part, on a ainsi (pulsque |||skH| =2k pour tout entier k)
(1o n 3\
Efl ) = 3" <k>2 o _g-n(a 4 1) <2>
k=0

d’aprés la formule du binéme. En conséquence, la suite (+E[log || ¥,[[]), vaut constamment log(3/2) et
donc £(u) = log(3/2).
D’autre part, on a log ||V, || = X, log(2) et donc, d’apreés le cours,

n
Ellog || ¥x]l] = 3 log(2).

On obtient donc directement &(p) = 10g2( ) < log (3> = {(ut) (comme 2 < (3/2)% = 9/4).

2
(b) Soit n > 1 un entier. Alors, puisque V¥, (w) est trigonalisable pour tout w € €, la question 1.1 fournit
immeédiatement :
11l = p(,) > [det(W,)[* = [det(M))[ /" [det(M) [/
(car [det(W,)| = T [\l < p(¥n)9).
AE€Spec(¥,,)

On en déduit donc, par indépendance mutuelle des M () (et croissance de l'espérance),

|l/d ‘1/d

Vne N* E[|W,[]] > Efdet(M™)["?] - E[det(M")] /] = Ef|det(ar))| )"

puisque les M@ sont identiquement distribuées. Un passage au logarithme puis & la limite fournit donc bien

]

() = lim T1og B[] > Elldet('))]"

En reprenant 'inégalité précédente, on a également
Ve N log || > log (ldet(M™)[ /) + - + log (|det(m1))[ ")

de sorte qu'un passage a I’espérance puis 4 la limite fournit (puisque les M) sont identiquement distribuées)

!

(¢) 1i. Cette question se traite de maniére absolument identique & la question 1.5, en utilisant I’équivalence des
normes (qui donne aisément 2E[log N(¥,,)] = LE[log [|,[[][+ O () et L logE[N(¥,)] = L logE[||¥,[[]+
n—oo

1
ii. En généralisant la formule donnant les coefficients de A™ obtenue a la question 1.3.(a), on a tout d’abord

(puisque tous les coeflicients sont positifs)

_ (n) (1)
N(¥,) = Z Mg G, M,

1<,01,01,0 5in,dn,J<d tels que i=iy,j1 =iz, jn—1=in €t jn=j

o1 1/d
) = Jim Eflog W] > Eflog |det(21"))]

Ainsi, par linéarité de 'espérance et indépendance des M@,
_ n 1
EIN(¥,)] = > EM™];, 5, ---EMY],, 5,
1<4,81,51, yin,Jn,J<d tels que i=i1,j1=i2,"" ,jn—1=0in et jo=j

= > @M EMO),

1<i,j<d
— N (BMM")

puisque les M sont identiquement distribuées (et d’apreés la formule déja citée de 1.3.(a)).
La question i fournit alors directement :

&(p) = lim 11og1E[N(\Ifn)] = lim l1ogN(]E[Jw(l)]”) = log p(E[M™M)])

n—o00 N, n—o00 N,

d’apreés le théoréme de Gelfand (question 1.5) appliqué a la matrice déterministe E[M (1)].



iii. Dans le cas général, l'inégalité triangulaire fournit (en utilisant la formule donnant le coefficient (i, j)
d’un produit de n matrices)

N = Y (Wil < > |27,

1<i,j<d 1<i,01,01,0 0 yin,Jn,JSd tels que i=iy,j1=i2, ,jn—1=in €t jn=j

‘ i

in,Jn

pour tout entier n > 1. La méme méthode qu’a la question précédente fournit alors
Vn>1 E[N(¥,)] <N (E[\M“)\]")
puis, aprés passage au logarithme puis a la limite,
€(x) = lim TlogEN(%,)] < Tim Clog N (EM®[]") = log p(E[| M)

toujours d’apres le théoréme de Gelfand (question 1.5).

Partie I1l. Calcul de /(1) et £(u) dans des cas particuliers
1. (a) Soit k € {1,---,d}. Tout d’abord, la question I.1 montre :

izl > (W) > | M)

1)
‘Mk,k
puisque V¥, est également diagonale, de coefficients diagonaux (M,Enk) oM ,il,z) k-
Par passage au logarithme (fonction croissante) puis a I'espérance, on obtient donc

1
Wn>1 ~Ellog||Z.] > Ellog M}

comme les M) sont également identiquement distribuées. Un passage a la limite fournit ainsi :
() > Ellog | M}
p) =z Llog | My 1]

En utilisant I'indépendance mutuelle des M (") puis un passage au logarithme, on obtient, de maniére simi-
laire,

Vi1 logE[|Wl] > log B M
puis, par passage a la limite,
£(1) > 1og E| M)
Ces inégalités étant vraies pour tout k € {1,--- ,d}, le résultat suit.

(b) La question II.3.c.iii fournit
E(p) < log p(E[[M D)),

Cependant, ici E[|M(M]] est la matrice diagonale de coefficients E[| M, /912” et donc le module maximal de ses
valeurs propres est
p(E[IMM[)) = max E[| M.

1<k<d
La croissance du logarithme fournit donc :
log p(E[[MV]]) = max log B[ M)
et 'on peut conclure a ’égalité voulue d’aprés la question précédente.

. , e : - — (1)
(c¢) Raisonnons par ’absurde en supposant (d’aprés la question précédente) £(u) > M avec M := 1Iéll?%(dE[10g | M o]l

Alors, d’aprés la question préliminaire et puisque = := M%Z(”) > E[log |M,51,2H pour tout k € {1,--- ,d},
1 n
P (Lioglal 1> ) 0
n ) ) n— oo

(les événements apparaissant ci-dessus sont inclus dans les (‘ 1 (log |M, ,gl,z| +---+log|M ,57;3 |) — E[log |M ,51,2 |]‘ > 5)

avec ¢ = z — E[log |Ml£1,2\] > 0). En écrivant, pour tout n > 1,

(1 n 1 1 n
Dn ::P(1@?§d< log|Mk,2 Mék ) ) Z]P’(nlog|M,§,zMék)| >a:>,



le théoréme d’encadrement montre que p, —— 0. Posant X, := %log 1%, |ll, on peut maintemant écrire,
n— oo

pour tout naturel non nul n,

E[Xn] = E[Xn]lxngz] +E[Xn]lxn>z]
< z+1log(B)P (X, >z) (puisque X,, < log(5) selon la question I1.2.(a))
= 1z +log(B)pn
par croissance de lespérance et puisque, en tant que matrice diagonale, ||¥, || = max |M,§1,2 . M,g”k)|

1<k<d
Enfin, puisque (selon la définition de la question I1.2.(c)) (E[X,,]) tend vers £(u), un passage a la limite dans
linégalité large précédente fournit la contradiction ¢(u) < x.

2. (a) On peut identifier (comme ’énoncé le fait implicitement) les matrices Si,- -, S de S & leurs applications
linéaires canoniquement associées sq,---,s, € L£L(C?). Il s’agit en fait de montrer (on va le faire par ré-
currence forte sur entier d > 1) le résultat suivant : si Sy, -+, Sk € Mg(C) commutent alors les S; sont
simultanément semblables & des matrices triangulaires supérieures.

e Si d =1, toutes les matrices sont déja triangulaires supérieures.

e Supposons le résultat acquis pour toute famille de matrices commutantes de taille strictement inférieure
a d > 2. Montrons le résultat pour Si,--- , S, € M4(C), toujours sous hypothése de commutation.
Le résultat est évident si toutes les S; sont des matrices d’homothéties. Sinon ’on peut supposer que S;
n’est pas une homothétie (quitte & renuméroter).
Soit également Ag une valeur propre de S;. Le sous-espace vectoriel V := Ker(S; — g Id) est stable par
tous les S; (puisque S; — A\glg commute avec tous les S;). Notons également s; € £(C?) les applications
linéaires canoniquement associées aux S;.
Comme dim(V) < d (on a V # C? puisque S; n’est pas une homothétie), I'’hypothése de récurrence
appliquée aux matrices des induits §; des s; sur V, dans n’importe quelle base de V', montre que les 3;
admettent une base commune de trigonalisation By.
Ainsi, en complétant By en une base B de C?, les matrices des s; dans la base B prennent les formes par

blocs suivantes :
_ Ti *
w5 4)

avec T; des matrices triangulaires supérieures et A; des matrices carrées de taille d’ := d — dim(V) < d.
Par suite, les S; sont simultanément semblables aux M;.
D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe de plus une matrice de passage P € GLg (C) telle que

I 0 .
0 P)’ on obtient :

T! := P71 A, P soit triangulaire supérieure pour tout i. Ainsi, en posant @ = (

. _ Ti * n *
VZ€{17"7k} Q 1M’LQ:<O P1A1P>:(O T’)

. . . T;
ce qui conclut puisque les .S; sont alors simultanément semblables aux ( ! ;, )
79
(b) Soit n > 1 un entier. Puisque les ¥,, sont (dans la base B) triangulaires de coefficients diagonaux (im;c",z e DJTSL) ks
on a immeédiatement

v,) = )
p(¥n) lgllfgd Kk

m(l)
Le méme raisonnemen( qu’i\i la queS(ion 1(&) fOurni‘ dOnC

)
>
Up) = fél;?éd]E[log Rus]

et
(1)
E(u) = [pax, log Eﬂmk,k IE

SUAS

De plus, d’apreés la question I1.3.(c).iii, on a également :

My _ (1)
§(p) < log p(E[M|) = lgggdlogE[lmk,kI]

par croissance du log et puisque E[|971()|] est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux ]E[|§)JT§€1,)€ ]. La
preuve est compléte.

3.(a) e Dans le cas de la loi g, I'expérience est presque strement déterministe (¥,, vaut presque stirement R"
pour tout n). D’aprés le théoréme de Gelfand (question 1.4), on a donc

£(po) = &(po) =log p(R) =0

puisque Spec(R) = {i, —i} (le polynéme caractéristique de R vaut aisément X2 + 1).



Dans le second cas, ¥,, vaut presque siirement D" pour tout n et le théoréme de Gelfand (question 1.4)
fournit donc aisément

() = (1) = log p(D) = log(2)
puisque Spec(D) = {2,1/2} (D est diagonale).
Montrons, par récurrence sur le naturel n, qu’il existe deux signes e1,e5 € {—1, 1} tels que

> xi -2 Xi
V,e1 = eg12i=1 ei+n, et WU,e9 = 92 i=1 €24 N,,

en notant les indices des e; modulo 2 et avec N,, = #{i € {1,--- ,n} : M) = R}.

Le résulat est d’abord évident si n = 0. Supposons maintenant le résultat acquis & un certain rang n € N
et montrons-le au rang n + 1.

* Supposons d’abord que M ("1 = R. Alors N,,;; = 1+ N,, et 'on a (puisque Re; = e; et Rey = —e;)

i Xi - i Xi
/o =
\I’n+161 = 612"—1 €14+ Npiq et \Pn+1€2 = 522 i=1 €24+ Ny i1
n+1 n
pour certains signes ,e5. Comme y,+1 = 0on a > x; = > x1 et le résultat est démontré au rang
i=1 i=1
n+ 1.
* Supposons maintenant que M (1) = D. Alors I'on a (puisque De; = 2e; et Deg = 27 tey)
i xit+1 —( i xi+1)
V161 = €12i=2 ei4+n, et Woiiep =92 =1 €24+N,,
si N, est pair, et
> xi-1 ~(3 xi-1)
U,p1e1 = €12i=1 er4n, et Whijes =22 =1 €24 N,

sinon. Comme N, 11 = N, ici, la définition de x,+1 fournit finalement (dans tous les cas) :

nil nil
Xi - Xi
Vopier =€12=1 eiqn,,, et Wpi1ea =622 =1 eayn,,,,

ce qui conclut notre preuve par récurrence.

On en déduit immédiatement, pour tout naturel n,

n
Xi

=1

i Xi -
[Tper|| =2i=t et [|[Vyeq]| =2 ¢
De plus, si x = (21, 72) € C? est un vecteur normé (tel que |z1|? + |z2|> = 1) alors, pour tout naturel n,

n n
23 xi -2 3 xi 2
||\Iln:vH2 = ||z1¥nhe; + x2\11n62||2 = |m1|22 =1 4 |x2|22 =1 L2

n
> Xi
1=1

puisque U e; et ¥, es sont orthogonaux (d’aprés 'expression préliminaire de ces deux vecteurs). On a

n

donc (par définition) |||, || < 2 = puis comme ||| U, || > max(||T,e1]], || Tnezl]),

i Xi
o =25

Notons d’abord, pour ¢ un naturel, m; la probabilité que N; (défini ci-dessus comme le nombre de
je{l,---,i} tels que M) = R) soit pair.
Alors, en conditionnant avec le systéme complet d’événements [M () = R],[M*) = D], on obtient :

T = P(N; est pair et M@ = R) +P(N; est pair et M) = D)
= P(N;_; est impair et M) = R) +P(N;_; est pair et M = D)
= (A=p)A=mi1)+pmia

pour tout ¢ > 1 (par indépendance de N;_; et de M(i)). On en déduit encore :
Vizl 2m—1=2p—1)2pi—1 —1)

puis (suite géométrique) .
VieN 2m—1=(2p—1)L.



(d)

e On a ainsi :

Elx;] = 1-P(MY =D et N; pair) —1-P(M® = D et N; impair)
= P(MY =D et N;_; pair) — P(M® = D et N;_; impair)
= pmi-1 —p(l —mi1)
= p(2p-1)""

par indépendance de M® et de N;_; (et d’aprés le calcul préliminaire).
e De méme, pour tous entiers tels que 1 < i < j < n,

Elxix;] = 1-P(MY =D, MY = D et N;, N; de méme parité)
- 1.-PM® = D, MY =D et N;, N; de parités opposées)

= P(M® =D ,MY) = D et N/, pair) —P(M) = D, MY = D et N/ impair)

en notant Ny ; = #{k € {i+1,---,j -1} : M (k) — R}. Puisque cette variable est

indépendante de

M@ M) et de méme loi que N;_1-; (puisque les M%) sont identiquement distribuées), on a alors :

Elxix;] = p*mj—ic1 — p*(1 — mj—im1) = p*(2mj—ic1 — 1) = p*(2p — 1)7 717

toujours d’aprés le calcul préliminaire.
On a tout d’abord :

(ix) leﬁ > oxix

1<i<j<n

et donc, par linéarité de ’espérance,

n 2 n
(23] (et 3 i
=1

1<i<jsn
n n
= n 2| np+2p° Z Z (2p — 1)3_’_1
i=1 \j=i+1

puisque chaque x? est une loi de Bernoulli de paramétre d’échec P[y; = 0] = 1 —p et d
précédente. Le changement d’indice k = j —i — 1 dans la somme interne précédente fournit

n 2 n n—i—1
1 _ —1 2 —2 k __ —1 2 =2
<n Eﬂ xl> =pn 20" 0 Y (2p— 1) =pnt +2p%n O _(n)

i=1 k=0

puisque, comme p €0, 1[ (et donc [2p — 1| < 1), la série " (2p — 1)* converge.
k>0

e (+((15)

selon I'inégalité de Cauchy-Schwarz. D’aprés la question précédente, on a donc :

D’aprés la question (b), on a d’abord
1/2

1
2 Bllog 12,1 = g2

1
Upp) = lim —Ellog |[¥all] =

Comme a la question I1.3.(c), on a d’abord

N = Y > Ml

14,52 141,51, in,Jn K2 tels que i=i1,j1=t2,  ,jn—1=in et jn=j

1
)

’aprés la question

donc finalement :

— 0,

n— oo

MO

1n Jn |

Néanmoins, puisque M®) € {R, D} pour tout i, alors, pour tout k € {1,2}, il existe au plus un I € {1,2}

tel que M ,Ell) est non nul (cette propriété est vérifée pour R et D). Ainsi, pour tous entiers tels que 1 <

1,7 < 2, il existe au plus un élément (i1, j1, - ,in,Jn) tel que & = 1,51 = G2, ,jn-1 = in, jn = Jj €t
Mi(:fg-l -~~Mi(j7)jn # 0. La somme interne de la somme précédente se réduit donc au plus a un élément et
donc : )

Nw)= > > ( e M,

1<4,J<2 1<41, 1,0 48n,Jn <2 tels que 1=i1,J1=12,"+ ,jn—1=in €t jn=7

On peut alors conclure comme aux questions I1.3.(c).ii et iii que, pour tout entier n > 1,

EIN(W,)] = N (E[|MD[]") .

10



(g) En raisonnant comme a la question II1.3.(c).ii, la question précédente nous fournit tout d’abord

E(pp) = log p(E[IM D).

Ensuite, un calcul direct fournit

]EHM(UH =plR+(1—-p)|D|= (12—}9]) 1p72p> .

Puisque le polyndéme caractéristique de cete matrice vaut

5 5
X2 = opX+ (0" = (1-p)") = X* = 5pX +(2p— 1)

5p & \/25p2 — 32p + 16

4
Comme visiblement max(0,A\_) < A4 et que Ay — (—A_) = 3p > 0, on a finalement p(E[[MW|] = A, et

donc
<5p+ /2502 —32p + 16)
og 1 .

(de discriminant 272(25p?—32p+16) > 272(5p—4)?), ses valeurs propres sont de plus A =

E(pp) =log p(E[[MD])) =1

Partie IV. Le théoréme de Furstenberg—Kesten
1. On a tout d’abord
W, = (M ... pplakotDy(pplako) . pp(a=Dkot1)y (ko) ... pr(1)y

de sorte que, en posant QSO) = Mko) ... pp(G=Dkot1) pour tout i € {1,---,¢} et Q, = M ... M(ako+1) on

obtient : ’
d’aprés la question I.1.
Par ailleurs, puisque les M) sont mutuellement indépendantes, le lemme des coalitions montre que les variables

Il = |-l

<@l - ||t

ek

(Qé?)lgigq et @, sont mutuellement indépendantes. De plus, les ijo) sont identiquement distribuées (puisque

les M) le sont), de méme loi que Q,(i)) = Uy, et Q. = MM ... MakotD) 3 mame loi que M) ... M) =@,
2. Soient z et £ deux réels strictement positifs.

D’une part, puisque (u) est la limite des $E[log [|W|[] lorsque k tend vers I'infini (d’aprés la question I1.2.(c)),

il existe kg > 1 tel que

*E[log Wk ll] < () + .

D’autre part, la loi faible des grands nombres appliquée & une suite (log ’HQ ) de variables indépendantes
i>1

(comme celle que permet de construire la question précédente) et de méme loi que log || ¥, || (variable finie
donc de carré intégrable) fournit

) =%
P (qko (10g @] + -+ + 10g |3 ~Ellog || ¥, [} +2 ) =0
et donc a fortiori (puisque cet événement est inclus dans le précédent) il existe gop > 1 tel que pour tout entier

42 4o
? (g o ) tae) <

Soit maintenant n > 1 un entier. En posant C' > 0 un majorant des variables aléatoires finies (||Qx||)o<r<ko—1;
la question précédente (dont on conserve les notations) fournit

vt

1 log(C) 1 (1) (@) (@)
plosliwnll < <52+ = (g Qfy ||+ +o@i2 ) <+ 11 -+ tog i)
pourvu que n soit supérieur & un certain entier déterministe N (qui existe puisque g(C) —0).
n—oo

On peut également supposer N > goko. D’apreés la définition de g, on a alors, pour tout n > N (ce qui implique
q 2 QO>7

1
p (n log [[[W, ]| > €(x) + 3x> <P <qk (108 H‘Q(”H’ 4ot log H‘Q,@?’H) > 0(p) + 2x> <e
0

Ainsi, pour tout @ > 0, P (X log [|W,[| = ¢(x) + 3x) —— 0; ce qu'il fallait démontrer.
n—oo
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3. Sans nuire a la généralité (quitte a étudier la suite (X)) := (X,, —¥)), on peut tout d’abord supposer que £ = 0.
Soient maintenant x et € deux réels strictement positifs. Posons encore zy un réel strictement positif a choisir
ultérieurement.

On a tout d’abord, pour tout n > 1,
E[Xn] = E[Xn]an<0} + E[Xn]ane[O,aco]] + E[Xn]an>Zg]

de sorte que, par croissance de ’espérance,

2P(X, < —z) < E[-X,lx, <_z
< E[-X,1x, <o
= 7E[Xn] + E[Xn]ane[O,wo]] + E[Xn]an>zo}
< —E[X,] + 20+ VP(X,, > x0)

puisque 0 = £ € [a,b] et X, € [a,b].
Fixons maintenant xg €]0, z]. D’aprés les hypotheéses, il existe un rang N tel que bP(X,, > o) = b(1 —P(X,, <
{+20)) < ex et —E[X,,] < ez pour tout n > N. L’inégalité précédente fournit ainsi, sous les mémes conditions,

2P(X,, < —z) <3ex donc |P(X, < —z)—0| < 3¢,

aprés division par > 0. On a donc démontré que P(X,, < —z) —— 0 et ainsi, d’aprés la deuxiéme hypotheése,
n—oo

P(|X,| > 2) = P(X, < —2) + P(X,, > 2) —— 0

n— oo

pour tout x > 0. La preuve est compléte.

4. 11 suffit d’appliquer la question précédente a la suite de variables aléatoires (+ log [|¥y]|) C’est possible

n>1"
d’aprés la question 2, puisque (selon la question I1.2.(a)) cette suite est a valeurs dans [log(a),log(3)] et que
(selon la définition de la question I1.2.(c)) £(p) = lim E (L log|[W,]]).

n—oo

5. (a) Tout découlera du :
Lemme 2. Soient (X,), (Yy), (Zy) des suites de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé ainsi que x,y,¢ des réels tels que ¢ > max(z,y). Si max(X,,Y,,Z,) converge en
probabilité vers € et que X, (respectivement Y, ) converge en probabilité vers x (respectivement y)
alors Z,, converge en probabilité vers £.

Démonstration. Soit € un réel tel que 0 < € < ¢ — max(z,y). Puisque 'on a d’abord, pour tout n,
P(|max(X,, Yn, Zn) — | <¢) < P(max(X,,Y,,Z,) <{+¢e) < P(Z, <Ll+¢),

le théoréme d’encadrement (et I’hypothése de convergence en probabilité de max (X, Y,, Z,) vers ) montre
que P(Z, < £+¢) —— 1. On a ensuite, pour tout n,
n—oo

P(|max(Xp, Yn, Zn) —£] < &) < P(max(X,,, Yo, Zn) 2 l—¢) < P(X, 2 L—e)+P(Y, 2 l—e)+P(Z, > L—¢),

et donc, puisque

>0 >0
— —
0SP(X,2l—e)<P(|X,—2|>l—ax—¢) et OKPY,2l—¢)<P(|Y,—y|l>l—y—e¢),
le théoréme d’encadrement (et I’hypothése de convergence en probabilité de X,,,Y,, vers z,y) montre que
P(Z,>2l—¢e) —— 1.
n—r oo
Par suite,

P(|Zn—€‘>€):P(Zn<€—5)+P(Zn>£+€)T>O,

ce qui conclut (le résultat reste immeédiatement vrai pour des valeurs de e supérieures, par croissance de
P). [

Voyons maintenant comment appliquer ce résultat. Tout d’abord, puisque N (4) = max la;,;| définit
VA

s

une norme sur My(C), le théoréme de Furstenberg—Kesten (démontré a la question précédente) et un
raisonnement similaire & la question I1.3.(c).i montrent que

1
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|[En notant ¢, C' des réels strictement positifs tels que ¢|||-|| < Noo < C||-|, V'inégalité triangulaire fournit en
effet, pour tout € > 0, P (] log (Noo (¥,)) /. — £(1)| > 2¢) < P (|log (| T,]l) /n — £()| > €) pour tout naturel
n supérieur ou égal & max(|log(C)|,|log(c)|)/e]

Avec les notations de ’énoncé (et par croissance du logarithme), on a donc :

max( 10g|X |710g|X2 |710g|X ")|) ®, ().

Par ailleurs, la question préliminaire montre que (puisque toutes les matrices de S sont triangulaires supé-
rieures)

1 n 1 1 (P) 1
~log | X{7}| = —log M) - M}| = Ellog 2t

)

pour tout k € {1,2}. Les hypothéses du lemme précédent sont remplies et I’on obtient bien :

1 n), (P)
— log X1y =2 ).

Remarquons tout d’abord qu’une identité du type de ’énoncé (il semble qu’il y ait un probleme d’ordre,
peu important pour la suite) vient juste de la traduction par blocs de la relation ¥y, = ¥, ¥,, ou ¥,, =
M@ . MO+ est indépendante de ¥,, = M™ ... M) (par indépendance mutuelle des M*)) et de
méme loi.

Posons désormais M = 1@?§2E[log |£)JT,(€1,)c ]. Soit aussi £ un réel strictement positif a fixer ultérieurement.

D’aprés les convergences en probabilité de la question précédente, on a ensuite :

P (|X{j§>| > exp(nM')) ——0 et P (\X§g>| > exp(nM')) — 0. (1)

n— oo

pour tout M’ > M, ainsi que :

(|X | > exp(n(€(un) + 5))) —0 P (|)~({n2)| > exp(n(f(p) + 5))) ——0
et P (|X(2”)| exp(2n(£(p) — 5))) — L 2)

Cependant, puisque X(Zn) = Xl(nl)X(n) + X{T;)X(n) pour tout n, on a également :

P (1X{5"| > exp(2n(t(n) — <)) < P(IX{VX(Y|>

~(n 1
< P(IXI1> L espin(etr) 3e>>) P (1] > exp(n(t(u) + <)
1
s (X1 > oot - 32) ) + P (X131 > expln(e() + =)
On a ici utilisé le fait que, si a,b et = sont des réels tels que |a + b| > x alors (par inégalité triangulaire)

la| > x/2 ou |b] > x/2.
En remarquant maintenant qu’il existe un entier N tel que 3 exp(n(£(p) — 3¢)) > exp(n({(p) — 4¢)) pour
tout n > N, on obtient (sous les mémes conditions) :

P (1% > et - 32) ) < P (IX(7]> expln(e(u) - 1)

et

P (1X{21 > Jexplntelr) - 39)) < P (IX{3] > explnlelu) - 1))

Finalement, en choisissant 4e < ¢(u) — M, les convergences (1)—(2) fournissent la contradiction 1 < 0 par
passage a la limite dans I'inégalité (3)!
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(c¢) Il semble naturel de vouloir procéder par récurrence sur U'entier d > 1. Détaillons cela.

Le résultat étant acquis aux rangs d = 1 (d’aprés la question II1.1.(c)) et d = 2 (d’aprés la question
précédente), il suffit de traiter 'hérédité. Supposons donc le résultat acquis en dimension d et montrons-le
en dimension d + 1.

e Dans la base B, toutes les matrices s; du support & peuvent étre écrites sous les formes blocs suivantes :

475§*
im0 «

les s étant des matrices inversibles de taille d. Notons également ' la loi de probabilité (de support
sh,---, s }) induite par p sur les matrices extraites (%) = k) 1<i,j<d ainsi que, pour tout n,
1 k M 1,9 WIS

v C,
= (05

avec, pour tout w € €2, ¥/ (w) est une matrice inversible de taille d, C),(w) une matrice de format d x 1
et X, (w) un complexe non nul.

e Raisonnons maintenant par ’absurde en supposant que £(y) > M avec M =  Jnax Ellog |im§¢1,)¢|]
XV + o

Par hypothése de récurrence appliquée a la suite (¥/)), on a tout d’abord
o'y = Eflog | ] < ¢
(') max, [log [9t;, .[] < £()
et donc, d’apreés le lemme 2 précédent (et avec des notations évidentes),

®,
logHC loo =3 £(1)

puisque, d’aprés le théoréme de Furstenberg—Kesten (question 4),

n—0o0

1 1 1 1
max (10g|Xn, =108 [[Chal o logNoow;)) = ~log Nao(¥,,) 5 t(p),
n n n n

n— oo

tog X b Ellog [, ] et log Nuo(Wh) s )
Pour n un entier, on peut désormais écrire (avec des notations analogues a celles de I’énoncé)
Con =V C,, + X,,Cp.
D’aprés l'inégalité triangulaire et les propriétés de la norme infinie, on obtient alors
1C2nlloo < [XnllICrlloo + ¥ lloo | Crllos

de sorte que le méme raisonnement qu’a la question précédente s’adapte et fournit (toujours pour £ un
réel strictement positif tel que 4e < ¢(pu) — M) :

P (1Canlle > expla(t() ~ ) < P(IX,lICale > Jexpizn(e) - =)
+ P (Il Cull > gy expl2nleln - o) )
< 2 (131> espln(ttu) - 320) ) + P (G0l > explafelp) + o)
# P (18 > ggexpla(tn) = 32) ) + P(IC, e > exp(n(e(u) + <))

< P(Xa] > exp(n(t() — 1)) + F ([Calloe > exp(n(((n) +¢)))
+ P (1%l > exp(n(() — 42)) ) + P (|Culloo > exp(n(é(n) + <))
& partir d’un certain rang déterministe V.

Le passage a la limite dans I'inégalité précédente fournit encore 'absurdité 1 < 0 (puisque £(p)—4e > M);
ceci clot la récurrence.
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