
LCOLL C W P A L I  D I #  ARTS 11 MhIiQT-S 
ICOLI CUT~ULL DL iron 

.COU 8OP CRILOIIL 0 ' I L I C T R I C I T I  
LCOLL #UPLIIILOIIL D'OPTIQOL 

Concours d'fldmission 1989 

MATHEMflTlQUES I I  

Dans tout Ic problkmc. E dksignc un  espace affinc rdcl euclidien (de 
dimension 2 dans la prcmiPre partie, dc dimcrision 3 dans les autrcs 

partics), E dfsignc l'cspacc vcctoricl cuclidicn associf h E. On note u . Y I c 

produit scalaire dc  tout couple dc vcctcurs (;,;) dc E e t  1;1 la normc 

euclidienne dc  tout vcctcur v de E . Pour tout cndomorphismc f dc E, par 
"valcur propre dc  f"  on cntend une racine r e e l l e  d c  I'dquation 
caractfristiquc dc f ; I'cndomorphismc adjoint dc f cst note f*. 

La premiCre partie introduit. dans le cadre plus simple du plan, 
certaines idCes qui sont developpkes dans les parties suivantes, mais ces 
dernieres peuvent Plre traitees independamment d'elle. 

l p re rn i e re  P a r t i e )  

Dans toute cette partie E est suppose de dimension 2 ; c'est donc un plap 
ajfine euclidien. 

On donnc dcux constanlcs distinctcs non nullcs p C L  q. On fixc dans 

E un rcpErc R = (O ; i ,  j ) quelconque  ; on dfsigric par D la droite passant 

par O et dirigfc par i ,  par A la droitc passant par O c t  dirigic par j. Lcs 
coordonnfcs du point gCnCriquc M du phin E dans Ic rcpkre R scront 
dfsignfcs par x c i  y. 

Pour tout automorphismc g dc E et pour tout point M dc E autrc quc O. on 

note dg(M) la droitc affinc passant par M ct dirigfc par g (G). 
1.1. Un point M distinct dc O ftant donnf. on cherchc une droite d issue de 
M ayant la propriftb suivanlc : il existc un point A commun 5 A ct d ct un 

point B commun 
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D ct d tels que : - A M  - - - BM . 

P q  
a) L'existcncc d'une telle droite Ctant supposfc, calculcr en fonction dcs 

coordonndcs x ct y dc M dans R Ics coordonnfcs dans cc rcpkrc dc A ct B ct  

ccllcs du vcctcur v =- = - . 
- -  -. Ahl  Bhl 
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b)  En dfduirc quc. si I est I'automorphisme dc  E qui transforme gComftriqucs seront apprlcitcs. 
1.4. Cornmcnt choisir p. q ct 0 pour quc S soit un ccrclc ? Lcs cxplications 

- 
4 .  * .  

1.5. On sc lirnitc, dans ccltc sculc question, au cas OÙ p = - q ct  q > O. D c i  A 
n'Ctant pas orthogonales. 

i e n  1 e t  j e n  1 , la scule droitc rtpondant A la qucstion cst d+M). 

- P q 

a) Quc dirc alors dc la position dc M par rapport i A ci B ? 
b) DCtcrrnincr Ics axcs dc S c i  Ics dcmi-longucurs a ci b dc scs axcs. 

c) Fairc unc figure dans Ic cas 0 = ?, en prcnant 3 cm pour q. 
3 

1.7. Soit g un automorphismc dc E . 
a) Carxtfriscr Ics points A l  dc E tcls quc d (M) passc par O. Quc dirc dc 6 

g si, pour tout M distinct de O, d,(M) passc par O ? 

- *  
1.3. On supposc dans ccttc qucstion ct les trois suivantes que i ct j sont 

J 
b)  On supposc quc g possldc dcux valcurs proprcs distinctcs. A I'aidc 

dc la question 1.1, caractkiscr dg(M) parmi Ics droitcs issucs dc M. rATTENTION : dans la suite les  parties e n t r e  C 1 
ne c o n c e r n e n t  q u e  l es  candldats M et l ez  p a r t . 1 ~ 3  
entre C 1 n e  concernent q u e  les  caniidats P '  

b )  Etablir qu'unc Cquation dc  S dans le rcpkre 
2 2  

X +& + 2 c 0 s e 9  - 1 = O  

P 9  - - P 9  2 L  

c) Montrcr quc l'application qui 2 un vecteur v queiconquc dc E 
2 

- 4  
I f  est une forme quadratique dffinie positive. 

En dfduire qu'il existe un rcpèrc orthonormal (O ; 1. J ) 
- . - a  

rCels 1. p tcls que pour tout vccteur v = X 1 + Y J on ait : 

: Faire une figure rcprfscntant D, A, les cercles dfcrits par L et N. les points 
d'intersection dc S avec D ct A et les points de S OÙ la tangente est parallèle 
B D ou A, ainsi quc Ics traits ayant pcrmis d'obtcnir ces derniers. A I'aidc 

de CCS Clfments et de  la construction de quelques autres points, obtenir un 
trac6 approximatif dc S. 3 

Dans toute la suite du problhe ,  E et E sont desormais 
suppos4s de dimension 3. 

associe - 
et deux 
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d) Montrcr quc S est unc cllipsc. Montrer quc /pq)cs t  fgal au produit 
des demi-longueurs des axcs dc S. 



I~)cuxi i .me Partie J 

On donne trois constantes p. q. r non nulles et deux 2 dcux distinctcs. On 

fixc dans E un rcptrc ( O ;  i , j ,  k ) q u e l c o n q u e .  On dfsigne par f 

l'automorphismc dc E qui transforme i . Pour tout 

point M dc E autrc quc O, la droitc passant par M ct dirigfc par f (G) cst 
cncorc notfc df(M).  

. . * A  

.O * - 
k !- , j Cn L ,  k e n  - 

P 9 r 

- - . *  . -  

JI.1. Un point M distinct de O fiant donnf. on chcrchc unc droite d issuc de 
M ayant Ics propriftfs suivantcs : i l  cxistc un point A commun à d ct  au 

plan (O ; T, k) , un point B commun i d c i  au plan (O ; i , k) ct un point c 
- -  

- -  - 
. AM - BM ovl commun à d ct au plan ( O ;  i , j )  t c ~ s  que . - - - = - 

- . *  

D a r 
Etablir quc, si unc droitc d rfpond à la question, on a alors : - - 1 -  1 -  - A M =  - BM = L(M = f (OM) 

P 9 r 
En dfduirc qu'il cxistc unc droitc et une sculc possfdant les propriftfs 
rcquiscs c i  quc C'CSI d f ( M ) .  
Quc dirc de df(M) lorsquc M cst dans un plan de coordonnfes c i  lorsquc M 
est sur un axc dc  coordonnfcs ? 

- 
b) Montrer que l'ensemble des points m de E tels que 18 (0m)l = 1 

est un ellipsoïde S g .  Donner les dcmi-longueurs dcs axes de Sg cn fonction 

de a. fi, y. Quel rôle joucnt pour Sg les dircctions proprcs dc g*g ? 

IJ.4. On revient à I'itudc de I'cnsemblc o Ctudif en 11.2. 
a )  Montrer quc o est un ellipsoïde. 
b) Calculcr cn fonction d c  p. q. r le produit des demi-longueurs dcs 

axes de o. 

11.5. On poursuit dans. cettc question I'ftude du probleme POSE. en 11.2, cn 

supposant de plus quc le rcpkre R = (O ; i . j . ;) cst o r t h o n o r  m a l .  
-.. 

a )  Dftcrmincr une fquation de (T dans Ic rcptre R. 
b)  (x, y. z) dbsignant les c o o r d o n n h  d'un point M dc a. donncr les 

coordonn6es dcs points A, B, C correspondants. 
c) En dfduirc l'ensemble des positions priscs respectivement par A, B, 

C lorsquc M dbcrit u : ccs ensembles seront designfs par U A .  Ug. Uc. 

On se placc dans Ic cas p = - 1. q = 1. r = 2 ct l'on prcnd comme unit6 

2 cm. Le point Mo de coordonnfcs (' s ' 9 ') est alors sur u. Reprfscnter la 
3 3 3  

projection orthogonale sur le plan (O ; T, i) de O ,  UA. UB. Uc, Mo, A,. Bo, 
Co oh A,, Bo, Co sont les points A. B. C correspondants à Mo. 

11.2. On considère une tige rcctiligne mobilc T. sur laqucllc on a choisi une c 11.6. On ttudic dans celte SCUlC question le deplacement d'une tige 
or ien ta t ion  ct  marquf  4 A, B, c, M t e l s  matérielle T sur laquelle on a choisi une orientation et marquf 3 points A. 

AM = p , BM = , . (M = r ; CCttC tige prend toutes iCs positions C, M tels quc AM = P , CM = r , oi! P et r S O I I ~  des constantes distinctcs 

compatibles avcc les conditions suivantes : A rcste dans le plan (O; j , k) , non nulles ; cctlc tigc prcnd toutcs Ics positions compatibles avec les 
B rcstc dans le plan ( O ;  i , k) , C rcstc dans Ic plan ( O ;  i , j) . On se conditions suivantcs : A rcstc sur la droitc ( O :  c) , C rcstc dans IC plan 
proposc d'ttudicr I'cnscmblc u dcs positions priscs par M. (O ; ;, J) . Etablir qu'alors M dfcrit cncorc un ellipsoïdc. Dans qucl cas 

obticnt-on 

- - - - - 
+ -  

4 -  * -  

7 a)  Soit m un point dc E. Montrer qu'il apparticnt o si et scu~cmcnt si '? 

If ( o m l l = l .  - - , . ,. 
b) Montrer qu'une fquation de u est aussi 

a) Etablir que g*g est autoadjoint et a trois valcurs propres (distinctes 

Om . f*f (Om ) = 1 - 
11.3. Soit g un automorphisme de E .  

ou non)' strictement positives. qu'on notcra a. P, y. 
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,[ c) Dans le cas OÙ Z est une sphtre. peut-on trouver f ayant trois valeurs 
propres distinctes et  telle que Sf = Z ? Quels sont les f diagonalisables - 

Pour tout automorphisnlc g 

tcls quc l g ( G ) l  = 1 . Sg cst un cllipsoïdc (Cf. 11.3). 

E , on note S I'cnscmblc dcs points M de E ayant une valcur Proprc double et une valeur propre simple et tels que 
Sf = I:? Quel modc dc gtnfration en rfsultc-t-i'l pour ?: ? 3 g 

+ 
111.1. Soit g CI h dcux automorphismes dc E. Etablir I'Cquivalcncc des 
proprittfs suivantcs : 

a j  S = S h  
6 

b)  II cxistc O, automorphisme orthogonal dc E, tcl quc h = Og. 

III .2 .On donnc un rcpErc o r t h o n o r m a l  d'originc O, il =(O:  
un cllipsoïdc ?: d'fquation dans Q: 

- - O -  
a b c  

On appelle s I'automorphidmc qui aux vectcurs 1 ,  J , K associe 
4 - -  

111.4. Les hypothtscs CI notations sont toujours ccllcs du 111.2. 

/ O 0  -L\ 

a) On supposc que f a. dans la basc (i, y ,  z) , la matricc 1, 0 1 
Montrer quc Sr = Z. L'automorphismc f cst-il diagonalisablc ? Peut-on 
associcr ?i f une gCnCration du type dtudid en II .2 .E" cn II. 6 ? 

On prend f transformant 1 , J , K 

1 b) On supposc ici que l'on a : a = b = 1 , c = 4. 
+ - -  - - O -  

rcspcclivcment cn 1 , K, 4 . Etablir que 
4 rcspcctivcmcnt 1, J-, K . Montrcr I'Cquivalcncc dcs proprittfs a), 

a b c  
b), C) : Sf  = Z. DCtcrmincr les valcurs proprcs et Ics dircctions proprcs dc f. En 

dCduirc une gfnfration de Z du typc Ctudid au 11.2. On priciscra. avcc les 
notations de la partic II, les distances mutucllcs des points M, A, B, C ; on 

fera une figure cn projcction sur ~c plan (O ; J , K). 
c )  On SC placc maintenant dans Ic cas où z a pour Cquation 

Y Y' z 

a)  Sf = 2, -. 
b) I I  cxisic un automorphisrnc orthogonal LI dc E tcl quc f = US. 

c j  (a 1' (T) ,  b f (;), c f (K)) est unc basc orthonormalc. 

- 0 -  

C 2 

111.3. Les h y p o t h h s  et  notations sont celles de la qucstion prfcfdcnte. F + - + - - 1 = O  

- - O  

- 2 4 8  - Soit f un automorphismc de E tel que sf = x. 

distinctCs. Dtduirc Ce la partic 11 un mode de génkration, associd a f, de I: 

* - -  
a )  On s ~ p p o s c  f diagonalisable, les trois valeurs propres Ctant 

par dfplaccrncnt d'une tige rectiligne soumise h des conditions que l'on 
p r f c i se ra .  

On prend ici f transformant 1 ,  J , K en K , ?- , 2 
Trouver les ValCurS prOprCS C I  vectcurs proprcs de f et en dfduir-2 une 
gfntration dc Z. On fera un croquis pcrspcctif. 

respcctivcmcnt. 
fi 2 2 6  
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[: b) On suppose f diagonalisable. ayant une valeur propre double et une 
valeur propre simple. Donner un mode de gfnfration dc I: analogue à cclui 
cnvisagd au (11.6). 3 

b) Dans Ic c25 où L CSI une sphtre, pcut-on trouvcr f ayanr uois valeurs { proprcs disdnctcs c: tcllc quc Sf = L ? F 

* 8 FIN* 8 


