ZCOLE CENTRALE DES ARTS ET MANUFACTURLS ECOLE SUPELRIXURE D'ELECTRICITE

LCOLE CRNTRALE DE LYOM ECOLE SUPEIRITURL D'OPTIQUE
Concours d'ARdmission 1989 M . P,'
e
MATHEMATIQUES (1

Dans tout lc probleme, E désigne un espace affinc réel euclidien (de
dimension 2 dans la premiére partie, dc dimension 3 dans les autres

- -

partics), E désigne l'espacc vectoriel cuclidien associé 3 E. On note u.vle

— -

produit scalaire dc tout couple de vecteurs u,v) de E et Ivl la norme

euclidienne dec tout vecteur v de E . Pour tout cndomorphisme f de E, par
"valcur propre de [" on cntend une racine réelle de I1'équation
caractéristique de f ; I'endomorphisme adjoint dc  est noté f*,

_ La premiére partie introduit, dans le cadre plus simple du plan,
certaines idées qui sont développées dans les parties suivanies, mais ces
derniéres peuvent élre traitées indépendamment d’elle.

U’remiére Parﬁl

Dans toute cette partie E est supposé de dimension 2 ; c’est donc un plap
affine euclidien.

On donne dcux constantes distinctes non nulles p ct q. On fixe dans

- s

E un repere R = (0 ; i, j ) quelconque ; on désignc par D la droite passant

par O et dirigéc par i, par A la droitec passant par O ct dirigéec par j Les

coordonnées du point génfrique M du plan E dans le repére R scront
désignées par x ct y.

e

Pour tout automorphisme g de E ¢t pour tout point M de E autre que O, on

—_—

note dg(M) la droitc affine passant par M ct dirigée par g (OM).

I.1. Un point M distinct de O éamt donné, on cherche une droite d issue de
M ayant la propriété suivante : il existc un point A commun 2 A ct d et un

" P

a) L'existence d'une telle droite étant supposée, calculer en fonction des
coordonnées x ¢t y dc M duns R les coordonnées dans cc repdre de A ¢t B et
AM _ BM
P q

point B commun A D ct d tels que :

-
cclles du vecteur v =
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b) En déduire que, si [ est l'automorphisme dc E qui transforme

ien L et jen 1 , 1a scule droite répondant & la question est dg(M).
P g

I.2. Soit g un automorphisme de E .

a) Caractériscr les points M de E tels que dg(M) passe par O. Que dire de
g si, pour tout M distinct de O, dg(M) passe par O ?

b) On supposc quc g posstéde dcux valeurs propres distinctes. A laide
de la question I.1, caraciériser dg(M) parmi lcs droites issucs dec M.

- -

[.3. On supposc dans ccite question ct les trois suivantes que ict j  sont

unitaires ct l'on désigne par 6 l'angle orienté (i R

Une tige rcctiligne T, sur laquelle on a choisi une orientation- et
marqué trois points A, B, M tcls que AM=p et BM=q , sc déplace dans E
ct prend toutes lcs positions compatibles avec les conditions suivantes : A
restc sur A ¢t B restc sur D. On sc¢ propose d'étudier la courbe S décritec par

M.
a) f désignant comme cn (I.1.b) l'automorphisme de E qui transforme

ien - ctjen L | montrer qu'un point m de E est une position prise par le
P q

point M dc la tige si ct sculement si If (E)—n:)l =1

b) Etablir qu'une équation de S dans le repére R est
2 2

L+-LA+ 2cos8iy - 1=0
2 qL Pq

¢) Montrer que l'application qui 2 un vecteur v quelconquec de E  associe

oG ©

réels A, u tcls que pour tout vecteur v =XI1+YJ on ait :

-y 2
G " cax2eny?

d) Montrer que S est unc cllipse. Montrer que Ipqlcsl égal au produit
des demi-longucurs des axes de S.

=]

est unc forme quadratique définie positive.

En déduire qu'il existc un repére orthonormal (O ; I, J ) et deux

I.4. Comment choisir p, q ct 8 pour que S soit un ccrele ? Les explications
géoméltrigues scront appréciées. '

I.5. On sc limite, dans ccite scule question, au cas ol p = -gectq>0,Det A
n'étant pas orthogonales.

a) Que dire alors de la position dc M par rapport & A ¢t B ?

b) Déterminer les axes de S ct les demi-longucurs a ¢t b de ses axcs.

. . 3
¢) Fairc unc figure dans lc cas @ = 5—. en prenant 3 cm pour q.

ATTENTION dans la suite les parties entre [ ]
ne concernent gue les candidats M et las parties
entre { } ne concernent que les candidats P’

1.6.a) On rcvicnt au cas général étudié en 1.3. M étant un point de S, on

définit les points L ¢t N par OL = BM ¢t ON = AM . Montrer que L ¢t M
appartiennent 4 decux cercles quc l'on préciscra. Quc peut-on dire des
directions des droites (L M) ¢t (N M) ?

En déduirc unc construction géométriquc de M ; on décrira cette
construction avcc précision ct on montrera qu'clic fournit les points de S ct

ccux-1a sculement .
b) Donner unc construction des points de S ou la tangente a S est

paralltle a D ou A.
n
¢) On suppose ici q = 2p, p > 0, & =Z et I'on prend 3 cm pour valeur de p.

Faire une figurc rcprésentant D, A, les cercles décrits par L et N, les points
d'intersection de S avec D ct A et les points de S ou la tangente est paralile
A D ou A, ainsi que les traits ayant permis d'obtenir ces derniers. A l'aide

de ccs éiéments et de la construction de quelques autres points, obtenir un
tracé approximatif de S.

Dans toute la suite du probléme, E et E sont désormais

supposés de dimension 3.
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On domne trois constantes p, q, r non nulles et deux i deux distinctes. On

>

fixe dans E un repére (0; i, J,

. oo R R
I'automorphisme de E qui transforme 1 en — , j cn J—, k en k

p q r

point M de E autrc que O, la droitc passant par M ct dirigée par f (OM) est
cncore notée df(M).

. Pour tout

J1.1. Un point M distinct dc O étant donné, on cherche unc droite d issue de
M ayant lecs propriétés suivantes : il cxistc un point A commun a d ¢t au

- —

plan (O. IR _.), un point B commun 2 d ct au _au plan (O; i'l‘_)_
_

AM _BM M
q r
Etablir que, si une droitc d répond 2 la question, on a alors :
Lam= Lem = Lov = rlom)
p q r
En déduire qu'il existe une droite et une sculc possédant les propriéiés
requises ¢t que c'est dp(M). »

Que dirc de dg(M) lorsque M est dans un plan de coordonnées et lorsque M
est sur un axc de coordonnées ?

¢t un point C

commun a d et au plan (O; i, j) tels que :

I1.2. On considére une tige rectiligne mobile T, sur laquelle on a choisi une
orientation et marqué 4 points A, B, C, M tels que

AM = p, BM = g, - M tige prend toutes

compatibles avcc les conditions suivantes :

-

B restec dans le plan (O i, ) C reste dans l¢ plan (O; i, ]
proposec d'¢iudier l'ensemblc o des positions priscs par M.

=r ; cclie les positions
A reste dans le plan (O, i. k )

. On se

a) Soit m un point de E. Montrer qu'il apparticnt 3 ¢ si et seulement si

|5 (om|

b) Montrer qu'une équation de o est aussi

om. f*f (Om) = 1

I1.3. Soit g un automorphisme de E.
a) Etablir que g*pg est autoadjoint et a trois valeurs propres (distinctes
ou nom) strictement positives, qu'on notera a, B, ¥.

k)quelconque. On désigne par f

b) Montrer que l'ensemble des points m de E tels que Ig(Om)I =1
est un ellipsoide Sg' Donner les demi-longueurs des axes de Sg en fonctlion

de a, B, v. Quel rdle joucnt pour Sg les dircctions propres de g¥pg ?

11.4. On revient a {'‘¢tudc de l'ensemble o étudié en II.2,
a) Montrer que ¢ est un cllipsoide.

b) Calculer en fonction de p, q, r le produit des demi-longueurs des
axes de o.

IL5. On poursuit dans cettc question I'étude du problkme posé en IL.2, cn

- >

supposant de plus quec le repére R = (0', i, ), k) cst orthonermal.

a) Déterminer une équation de o dans lc repére R.

b) (x, y, z) désignant les coordonnées d'un point M de o, donner les
coordonnées des points A, B, C correspondants.

¢) En déduire l'ensemble des positions priscs respectivement par A, B,
C lorsque M décrit o ; ces ensembles seront désignés par Uy, Ug, Uc.

On se place dans le cas p = - 1, q =1, r =2 ct l'on prend comme unité

2 cm. Le point M, de coordonnées 3’ 3 , ;) est alors sur ¢. Représenter la

projection orthogonale sur le plan (0; i, j) de o, Uy, Ug, Ue, My, A, By,
C, ot Ay, B, C, sont les points A, B, C correspondants & M.

[11.6. On ¢étudie dans cette scule question le déplacement d'une tige
matérielle T sur laquelle on a choisi une orientation et marqué 3 points A,

C,Mitelsque AM =p , M =1, olt p ct r sont des constantes distinctes

non nulles ; cetic tige prend toutes les positions compatibles avec les
conditions suivantes : A reste sur la droite (O k) , C reste dans le plan

(O; i, j) . Ewablir qu'alors M décrit encore un ellipsoide.

. Dans quel cas
obtient-on unc sphére ? ]
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Pour tout automorphisme g de E , on note S‘g I'cnsemble des points M de E

tels que Ig((-)—h:i)l =1.S, est un cllipsoide (Cf. 11.3).

g

IT1.1. Soit g et h dcux automorphismes de E. Etablir ['équivalence des
propriétés suivantes

a) Sg = Sh

b) Il existc @, automorphisme orthogonal de E, tcl que h = wg.

II1.2.0n donne un repére orthonormal dorigine O, @ =\0; 1,7, K) et
un cllipsotde I d'équation dans Q:
2 2

2
X_2+ 12_+ 27 .1 =0(a>0,b>0,¢>0)

a b c
On appelle s Vautomorphisme qui aux vecteurs 1,J,K associe
respectivement 1 1 K Montrer I'équivalence des propriiés a), b), ) :
a c
3) Sf = E,

b) I existe un automorphisme orthogonal u de E tel que f = us.

<) (a f (I), b f(;). c f(;(')) est unc base orthonurmale.

[11.3. Les hypothdses et notations sont celles de la question précédente.
Soit [ un automorphisme de E tel gue S¢=Z.
a) On suppose { diagonalisable, les trois valeurs propres ¢étant

distinctes. Déduire de la partic 11 un mode de génération, associé & f, de I

par déplacement d'unc tige rectiligne soumise 4 des conditions que l'on
précisera.

b) On suppose f diagonalisable, ayant une valeur propre double et une
valeur propre simple. Donner un mode de génération de I analogue a cclui

cnvisagé au (I1.6). J

b) Dans lc cas ol = est une sphere, pew-on trouver { ayant trois valeurs
propres distinctes ct telle que S5p=Z ? }

[ ¢) Dans le cas ol I est une sphire, peut-on trouver f ayant trois valeurs

propres distinctes et telle gque Sg=L ? Quels sont les [ diagonalisables

ayant une valcur proprc double et une valeur propre simple ct tels que
Sg=Z 7 Qucl mode de génération en résulic-t-il pour T ? ]

II1.4. Les hypothdses ct notations sont toujours celles du IXI.2,

oo L
c
a) On suppose que [ a, dans la base (I v 3. K} , la matrice l— 00
" a
olo
b

Montrer que Sp =X. L'automorphisme f ecst-il diagonalisable ? Peut-on

associcr & f unc génération du type éwudié en II.Z.Em enll. 6 ?]
b) On supposc icique l'ona:a=b=1, c=4.

On prend f transformant 1,J,K respectivement cn ;, K . Etablir que

Al Al

S¢ = L. Déterminer les valeurs propres ct les directions propres de f. En

déduirc unc génération de I du type étudié au II.2. On préciscra, avee les
notations de la partic II, les distances mutuelles des poinis M, A, B, C : on

fera unc figure cn projection sur le plan (O i), K/

c \ c)zOn s¢ placc maintcnant dans lc cas ou I a pour équation
2
E_ + Y_ + Z_ -1 =0
2 4 8
On prend ici f transformant 1,J,K en X 1 I respectivement.

2 2 212
Trouver les valeurs propres ct vecteurs propres de f et en déduire une
génération de I. On fera un croquis perspectif. j
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