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e Partie 1

1. a) €™ = (cosf +ising)” = > <Z) (cos0)" ¥ (isin@)* donc, en prenant la partie réelle :
k=0

1n/2] /1 e R g . )
cosnf = > <2j> (cos0)" =% (isin ) = Z (1) <2j> (cos0)"~%7 (1 — cos” 6).
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Posons T'(z) = > (—1)! (n) "2 (1 —22)7. T est un polynome & coefficients réels tel que cosnf = T'(cosf)

— 2
7=0 J
pour tout 6 € R. De plus, dans la somme qui définit T, le terme d’indice j est un polynome de degré n et de
ln/2]
n n
coefficient dominant (2 ) ; comme Y <2 > > 0, le degré de T est exactement n.
J j=0 J

b) Si T et U sont deux polynoémes vérifiant (x), (T'—U)(cos#) = 0 pour tout § € R, donc T — U possede une infinité
de racines, donc T'— U = 0.
2. a) cos(n + 2)0 + cosnf = 2cosfcos(n + 1)0, donc T,y2(cosd) = 2cosfT,1(cosf) — T, (cos@), donc pour tout

€ [-1, 1], Tata(2) = 20 Thya(z) — Tn().
Remarque : cette égalité est en fait valable pour tout réel x car deux polynémes qui coincident en une infinité
de points sont égaux.

b) To(z) = 1, Ty(z) = x puis, avec le a), To(z) =222 — 1 et T3(x) = 423 — 3x.
¢) Le a) et une récurrence évidente montrent que le coefficient dominant de T}, est 1 si n =0 et 2" 1 sin > 1.

3. a) On suppose ici n > 1. T, (cosby) = cos(nby) = cos(km + m/2) = 0. Comme les 6, appartiennent a [0, 7] et sont
tous distincts, les cos @y sont aussi tous distincts ; T, étant de degré n, les cos @y sont les seules racines de T,
et sont des racines simples ; compte tenu du 2.¢), on en déduit la factorisation demandée de T;,.

b) |Tulloo = sup |Tn(z)| =sup|Ty,(cosf| = sup|cosnf| = 1.
z€[—1,1] 0eR 0eR

D’autre part, T, (cx) = Ty (cos k—ﬂ') = coskm = (—1)¥, d’ou les deux autres propriétés demandées.

e Partie 11

. 1 . .
4. La fonction ¢t — ——=— est intégrable sur | —1, 1] car elle est positive et / = Arcsinb— Arcsina < 7w
V1—1t2 ] [ 1= ¢2
pour tout [a,b] C]—1, 1]. < 1 l]oe » donc t — _h(t) est aussi intégrable sur | — 1, 1].
\/1—t2 V1—t2 1—¢2

5. a) Par positivité stricte de l'intégrale pour les fonctions continues, h est nulle sur | — 1, 1] ; par continuité en —1 et
en 1, h est nulle sur [—1, 1.

b) L’application (, ) est bien définie sur E x FE d’apres 4., elle est bilinéaire par linéarité de I'intégrale et évidemment

symétrique et positive ; plus précisément, elle est définie positive d’apres a), ¢’est donc un produit scalaire sur E.

6. La définition de (, > et le Changement de variable ¢t = cosf donnent :

(T, T dt / T, (cos8) T,,(cos ) db = / cosnf cosmb df.
0 0

/ \/1—752
T si m=n=20

Dot (T, T) = %/ (cos(n 4+ m)6 + cos(n —m)6) df = {71'/2 si m=nx1

0 0 si m#n.
(Tk)o<ksn est donc une famille orthogonale de n + 1 vecteurs non nuls de le.v. E,,, qui est de dimension n + 1 ;
c’est par conséquent une base orthogonale de F,,.

7. a) F, est un sous-e.v. de dimension finie de I'espace préhilbertien (E, {, )) donc, par théoreme, la distance de f

a FE, est atteinte en un unique élément de FE,,, a savoir le projeté orthogonal de f sur F,.

b) La famille <||TTk|) est une base orthonormale de F,, donc, d’aprés le cours et les questions 6. et 7.a) :
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8. f=tn(f)+ (F—ta(t)) et tu(f) Lf —ta(f) donc |flIF = [[tn(FIF + If — talHF = [ta(HZ + da(f, Bn)*.

Mais d’apres 7.b) et Pexpression de la norme en base orthonormale, ||t,(f)|$ Z < > » d’olt le résultat.

est une série & termes positifs dont les sommes partielles sont, selon 8., majorées par | f||Z ; elle est

N’w
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donc convergente.

b) [Tull3 = 5 pour n > 1, donc la série Y(f, T,)* est aussi convergente, et en particulier son terme général tend

f() T (t)
dt 0.
/1 _ t2 n—-+oo

vers 0 ; autrement dit, /

10. a) ||h||2 = dt = ||n||2 [Arcsint]i1 = ||h||2, d’ott le résultat.

1
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b) Soit £ € RY. D’apreés le théoreme de Weierstrass, il existe un polynome p tel que ||f — plloo < &/y/7, d'ou il
résulte, d’apres a), que ||f —pll2 < ¢
Fixons un tel p et notons N son degre Pour n > N, p appartient a E,,, donc ||f —t.(f)ll2 < ||f —pl2 <e
Cela démontre, par retour a la définition, que la suite (Hf —tn(f)l2 ) converge vers 0, ou encore que la suite

(tn(f)) converge vers f pour la norme || - 2.

11. a) 11 suffit de faire tendre n vers Uinfini dans 1’égalité du 8., puisque do(f, E,) = ||f — tu(f)||2-

b) Pour une telle fonction h, le a) donne ||hljz =0, c’est-a-dire h = 0.

e Partie IIT
12. a) - Le polynoéme nul appartient & K, donc K n’est pas vide.

- K est I'image réciproque du fermé |—oo, ||f||o] de R par I'application continue @ — ||f — Q[l de E,
dans R, donc K est fermée.
- Pour tout Q € K, ||Qllco < 2||f|lcc par inégalité triangulaire, donc K est bornée.
b) E,, est de dimension finie, donc par théoréme toute partie de F,, fermée et bornée est compacte.
13.a) - K C E,, donc doo(f, En) < doo(f, K).
-Pour Q € B, \ K, |If —Qlloo > [|flloc = doo(f, K). On a donc ||f — Qllec = doo(f, K) pour tout Q € E,,
et par suite doo(f, K) < doo(f, Ep).

b) L’application @ — ||f — Q|lcc de K dans R est continue ; comme K est compact et non vide, elle admet un
minimum global. Soit P un élément de K en lequel ce minimum est atteint, on a :

”f - PHOO = glellrénf_ QHOO = C;Ielfl‘(”f - Q”oo = doo(va) = doo(fa En)

14. b) On a établi cette propriété en 1.3.b) ; les points recherchés sont les zj = cos (n-i-—llﬁ’ avec k € [0, n+ 1].

15. a) Q(z;) — P(x;) = Q(z:) — f(xi) + f(2:) — Px:) = Qi) — f(@:) + [|f = Plle Z [If = Plls = If = Qllse > 0.
b) Les inégalités du a) et le théoreme des valeurs intermédiaires montrent que le polynéme @ — P posséde au moins
n + 1 racines ; comme son degré est au plus n, c’est le polynéme nul, donc @ = P. Cela contredit I’hypothese
initiale sur Q.
On adonc ||f — Qllee = ||f — Pllec pour tout Q € E,, ; autrement dit P est un PMA d’ordre n de f.
16. - D’abord, g, appartient a E,, puisque T}, 11 est de degré n 4+ 1 et de coeflicient dominant 2™.
- Ensuite, f(z) — ¢u(x) = 27" T,,41(2) donc, selon 14.b), f — g, équioscille sur n 4 2 points.
- D’apres 15., g, est un PMA d’ordre n de la fonction f : z +—— 2"t
17. Soit P un tel polynome ; gardons les notations du 16. et posons r,(x) = 2" — P(x).
rn € B, donc d’apres 16., || f — gnlloe < ||f — Tnlloo, s ce qui se rééerit 27" || Thp1 oo < || Plloo-
18. a) Notons « le coefficient dominant de f et posons P = f — 27 "aT, ;. Par construction, P appartient a F, ;

de plus, f— P =2""aT,41, qui équioscille sur n + 2 points, donc P est un PMA d’ordre n de f.
b) L’application & f de la formule du a) fournit le PMA d’ordre 2 z —— 52° + 22 — 3 — % (423 — 3x) = % x— 3.




