RenaudPaliss, corrigé abrégé de I’ épreuve de Mathématiques 1 MP, e3a 2001

Exercicel

1°.(a) Lamatrice derchée at donrée ¢-desous; elle est trianguaire supérieure.
Par chance (?), les éléments diagoraux sont bien en ordre déaoissant...

EP -np 2q 0 0 0 0 E
M -2n -2p(n-1) . 0 C
E 0 -22n-1) .  gk(k-1) E
O 0 . —kp(n+1-k) . 0 C
= -k(n+1-K) . gnn-) 0
B 0 . -np qn(n+1)E
0 -n(n+1) 0 C
B o 0 0  -nn+)f

(b) Pour 0<k <n-1,I'espacepropre ascié aA, =—-k(2n+1-Kk) est une droite vedorielle;
I’espacepropre sscié aA, = A,,, = —n(n+1) est lui de dimension deux...Les dimensions des espaces
propres ont bien égales alamulti plicité des valeurs propres correspondantes.

(c) Le systéme asocié alarederche des coefficientsde P, serésout en cascade apartir deladonrée
du coefficient dominant pour 0<k <n. Il yadoncunicitéde P, pou 0<k <n.
Par contre, le wefficient de X" dans P,,, peut ére dhoisi arbitrairement.

(d) L’ ensemble des lutions aur R del’équation (E,) est de dimension deux puisque A(X) ne

sannue pas ar R. Or I’ensemble des lutions paynomiales est également de dimension deux (d' aprés
(b) plutét que (c) selonmoi...), par conséquent, toutes les olutions nt des fonctions polyndmes.

n

2°. On abouit a A(X)P,(X)Z'= (nA'(X)P,(X) —2A(X)P,'(x))Z, qui donre z'= (3 'sz .

n

n

- e P
3°. On peut en particulier poser P,,, = zP, ; dorc ladérivéede %*1 vaut f—

n n

pou uncertain SOR...

L’ examen des coefficients dominants montre que 8 =1.



Exercice2

1°.(a) Le mursasaurel’ existenced’ une unique solution au probléme de Cauchy...
(b) F(t) =y, (t) +ach(t) + Bsh(t)
2°.(a) On vat fadlement que t — y,(-t) est solution, grace daparitéde f ...En oure, cette solution
vérifie les mémes condtionsinitialesque y, ; cestdorc y,. Aing, y,(t) = y,(-t) COtOR.
(b) Il vient B =0 danslaformuledu 2°.(b)...
Yo' (M)
sh(m)
(d) On vait fadlement que G(t) = F(t —2m1) est solution, grace dapériodicité de f...
F éant paire, ona: G(rm) =F(-nm) =F(m) e G'(nm) =F'(-m) =-F'(m) =0=F'(m) ;
par conséquent, G(t) = F(t) OtOR, d’ apres|’unicité de lasolution du pobléme de Cauchy en =

Il n’y a pas d’autre solution 2n-périodique ca I’ équation hanogene n’ admet pas de solution
2n-périodique autre que lasolution nule.

(©) Il vient B =0 (car y,'(0) =0 pusgue Yy, est paire) puis a = -

3°.(a) Laformule donréepeut s obtenir par laméthode dite de la « variation des constantes » ;
mais puisqu elle est donréeg on peut se cntenter de vérifier que camarche...
(b) D’ apres laformule précalente € laquestion 2.(c) ona:

F(x) = f sh(x 1) f (1)t - 1) I" ch(r—t) f ()t ...Lalinéaité de I' opérateur T est alors évidente.
0 Sh(r[) 0

De plus, comme F est paire @ 2m-périodique, on peut se contenter de majorer |F(x)| sur [O, n]
ch(2m)
sh(rm)

On ottient fadlement |F(x)| < 7 N_(f) ; cequi assurela ontinuitéde T pou N .

4° (a) f et F sont continues, 2r-périodiques, paires et de dasse C' par morceaux, dorc dl es admettent
chaaune un développement pair en série de Fourier convergeant normalement sur R...

(b) Comme F est en fait de dase C? onmontre dassquement que (n’by)n[Ix est sommable ;

par conséquent, on peut dériver deux fois terme aterme la série de Fourier de F pusidentifier les
coefficients (il y aunicité du ddveloppement en série trigonamétrique lorsgue les coefficients sont

an
1+n?

sommeables)...On oltient ainsi :b, = -

5°.(a) Pour x0[0,71], ona: F(x) = Lxsh(x—t)sin(t)dt —% anh(n—t)sin(t)dt
sh(x) _sin(x) _ 1

Ma cdculatrice (Tl 89) donre, aprés smplificaions: F(x) = Ecoth(g)ch(x) .

2 2
-4 4

—————— dorc b,, =—————...tandisque les coefficientsimpairs ont nuls.
m(4n° -1 m(len® -1

(b) Ontrouwe a,, =

(c) Laformule de Parseval pou F(0) donre dors: Zwil = % —gcothg) = (0.07182¢.



Exercice3

1°.(a) Un peu perplexedevant I’ énomncé, je me suis replongg dars le programne officidl ...
et me suisains renducompte que le ncept de représentation pdaire y éait peu explicite...

Je suppase dorc qu il S agit de mnsidérer le repére (O - T,T)...
Ona: OM (6,0) = a(L- cosd)|(sind) T - (cosd) || ; oot p =a(l-cosh) ...
Les candidats étaient-il s sensés reconreitre une cadioide ?...

(b) QM (@,1) = al-cosd)[sin@—1t) I —cos@ -t) ]
Le changement de paramétre ¢ =6 —t donre p(¢) = a(l-cosg +t)) ; lesuppat de y, est dorc obtenu
apartir de cdui de y, par latransation de vedeur O—Q{ suivie de larotation dangle (-t).

_—

2°.(a) Comme E(ar) = %M (a a)+aa—M(a a) , Iarelationsoumitéerevienté\:%—'\t/l(a,a) =0;or

—_—

F(¢9,t) =[h'(t) - a(l- cosd) cosB - 1)]i —a(l-cosh)sin@ —t) ], on oktient alors: h'(t) = a(l-cost);
dorc h(t) = a(t —sint) +b, avec b =0 pusque h(0) =0.

Géométriquement, cdasignifie qu au pant de mntad P(a) = M (a,a) latangente al” est auss
latangente ay, ...(comme on dat le vérifier sur lafigure en 4°.(c)...)

(b) —(a t)y=a(l- cos@)[cose —-t) i +sin@ —t) j]+a(sm9)[5|n(9 —t)i —cos@ -t) j]

—»

par conséquent, a(or) = a[1- (cosa)]7 - a(sina) | ...

Par aill eurs, g—g(a) =af1- (cosa)][(cosa) i +(sina) T]— a(sina)[(—sina) i +(cosa) T] ..

Ce vedeur étant I'image du précéent par larotationd angle a , les deux points sont simultanément
réguliers et latangente al” en P(u) se déduit de latangente ay,en Q(a) par la translation de vecteur

Q(a)P(a) suiviedelarotation dangle (—a) .

ds _do _ :
3°.(a) @_@_ 2(1-cos9) —Za‘smélg%...

(b) Lalongueur de cesarcsest dorc : ZaL2

smé'%%d@ = 4a-[) sin(t) dt =8a

ds
dP ds= dT ~dP ds~ dsf dT . 046 [
—=—T,—= —= B—g— '"OUR=——"——=2a,/2(1-coY
()de do ' ds YN ' 462 d92 [do 0 ds p a2p0 ( )
0
6’ do’ g

Maisil estici plusjudicieux de suivre le programme officiel alalettre:



~ _ [1-cos - sin@ i
T= > i m é’;@“ % =(cosa) i +(sina) |

aveca = % —g pou6 1]0,2n] ; cequi donre N = —(sina) i +(cosa) j = CO%ET +sin%§? et,

da _d6b ds .
immédiatement, y =—— =—— d'ou R=2— =4asin ou 6 0]0,2m] .
Y =ds ~ 2ds do %E P lo2r

(d) S I'onserestreint encore a 6 1]0,27], on oktient :
T, . - - . 0 . —.>|:| . - -
OCO)=a(@ -sin)i —a(l-cosH +4asmBg%03§ET+smE€H =a(@ +sinf) i +a(l-cosf
0) =a( ) ( )] 5 ol DZDJH ( ) ( )]

d'oli C(0) =P(@-m)+ami +2a] ;lesuppatde I, lorsque 6 déait ]0,2 s obtient dorc apartir de
cdui de I lorsque 6 déait |-, 71| par trangation devedeur arri +2a j .
La guestion suivante permet de leve la restriction sur le domaine de \ariation e 6. ...

4°. (a) Cette g/cloide est invariante par trandation ce vedeur 27 ,
et par symetrle par rapth aux droites verticdes d’ équations: y =k, k 0Z.

ﬂdP

=i ; par conséquent P(0) est un pant singuier,

plus prédsément un rebrousment de deuxieme espece ou latangente est verticde.

(c) Lafigure demandéene sera pas reproduiteici. ..
Elle daoit confirmer les résultats obtenus en 1°.(b) ; 2°.(a) ; 3°.(e) ; 4°. (a) et (b)...
Tout cda se visualise plutdt bien sur ma cdculatrice...
(on«voit » la cadioide rouler (sans glissr) sur la g/cloide)
Mais combien de anddats aurornt traité cesfinasseries de géométrie différentielle ?



