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1. Probleme de logique

1- Il suffit de remplacer la porte “ET” du circuit réalisant la synthese de la constante 0 par une porte “OU”
pour synthétiser la constante 1.

2,3 - On peut par exemple choisir r = (so A d1) V (So A dp), qui donne directement le circuit :
—~ NON
ET
do
ou —
dy
ET
S0
4,5 - La table de vérité s’obtient facilement et donne r = (z AG) V (T A y).
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6 - En choisissant s = z et s; = y, la table de vérité de la fonction V permet de choisir correctement les valeurs
des d; :
so=x | s1=y || k|zVy
0 0 0 0 do=x
1 0 1 1 di==x
0 1 2| 1 |do=y
1 1 31 1 |di=y




Le circuit suivant réalise donc la fonction V;
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Nous avons x Vy = (y Ay) V (y A x) donc le circuit suivant réalise x V y avec uniquement un concentrateur

M1 :
X do
d1 —> xV Yy
Y %0 M
7 - Il suffit de choisir sg = x, s1 = y, s2 = z, puis les 8 lignes de la tables de vérité permettent de bien choisir
les d; :
‘x—so‘y—sl‘z—SQ‘k‘(x\/y)/\z‘ ‘
0 0 0 0 0 dy=x
1 0 0 1 0 di=y
0 1 0 2 0 do = x
1 1 0 3 0 ds =z
0 0 1 4 0 dy =x
1 0 1 5 1 ds = x
0 1 1 6 1 de =y
1 1 1 7 1 d7 =x
8 - Cette question est fausse. Quand n = 1, le seul circuit n’utilisant que le concentrateur M; est celui obtenu

en reliant 'unique entrée x aux trois entrées dy, dy et so de M7 : on ne peut donc réaliser qu’une fonction a
une variable, alors qu’il en existe quatre différentes: z — x, x — T, x +— 0 et z +— 1. Pour que 1’énoncé soit

correct, il faut permettre d’utiliser une porte NON.
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Soit donc une fonction booléenne f a n variables xg, ..., z,—1. L’idée est, comme précédemment, de choisir
s; = x; pour tout ¢ compris entre 0 et n — 1. Pour un entier k£ compris entre 0 et 2 — 1, que ’on peut écrire
en base 2 sous la forme ‘

k= > 2,

0<j<n—1

on choisit (si c’est possible) un indice j tel que f(bo,b1,...,bn—1) = b;: la borne d; de M, sera alors reliée &
Pentrée x; du circuit. Il y a deux valeurs de k pour lesquelles un tel j peut ne pas exister: k =0 et k = on—1
(pour lesquels tous les b; sont égaux). Cela donne trois cas & étudier:

e si j existe pour toute valeur de k, on construit un circuit réalisant f sans utiliser de porte NON ;

e si j n’existe pas pour les deux valeurs k = 0 et kK = 2™ — 1, on construit zo grace & une porte NON,

puis on duplique cette valeur pour imposer dy = z¢g = don_1 ;

e si j n’existe pas pour une unique valeur k¢ (qui vaut donc soit 0, soit 2™ — 1), on utilise une nouvelle
fois une porte NON pour poser dy, = .

Posons N = 277! et considérons le circuit, dont les entrées sont notées do,d1,...,danN—1,50,51s--,Sn—1,
construit & partir de MY, M} | et M2_, de la fagon suivante :

e pour 0 <i < N — 1, d; est reliée a I'entrée d} de M}L_l ;
e pour 0 << N —1, dj+n est reliée a 'entrée d? de Mfl_l ;

pour 0 < i < n — 1, l'entrée s; est dupliquée et reliée aux entrées s} et s? de M, | et M2_;

e la sortie 1 de M} _; est reliée a I'entrée dj de MY ;

la sortie 75 de M2_, est reliée a l'entrée df de MY ;

I'entrée s,,_1 est reliée a 'entrée s de MY ;

la sortie r du circuit est la sortie du concentrateur M?.

Quand sg, S1,...,8n—1 prennent les valeurs xo,Z1,...,%n—1, r1 €t T2 vallent respectivement di, et dp,+n
n—2

avec kg = E 27x;. Nous avons alors:

=0
k() si ITpn—1 = 0
ko + N sinon

n—1
k= Z2j$j = {
7=0

On en déduit que r vaut di, si sp—1 = 0 et dr,4+n i sp,—1 = 1, soit r = di. Ce circuit réalise donc un
concentrateur M,,.

Nous avons directement «,, = 2a,,—1 + 4. Nous obtenons une suite arithmético-géométrique:

ap=2""Yag +4)—4=4(2"-1).
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2. Probleme d’algorithmique

Une procédure récursive s’écrit sans probleme: si k = 1, elle renvoie 0 ; sinon, elle calcule I'indice i du noeud
dont le poids p; est minimal parmi les k — 1 premiers nceuds: si le k-eme nceud est de poids strictement
inférieur a p;, elle renvoie k — 1; sinon, elle renvoie i. Remarquons au passage qu’en cas d’égalité, cette
fonction renvoie le plus petit indice donnant un nceud de poids minimal.

let rec indice_du_min F k = match k with
1 ->0
| _ => let i=indice_du_min F (k-1) in
if F.table.(k-1).poids < F.table.(i).poids then
k-1
else

ij;

L’analyse est une nouvelle fois élémentaire:

e on note k le nombre d’arbres de la forét;

e on calcule I'indice ¢ de la racine de poids minimal : = indice_du_min T k;

e sii # k — 1, on échange les nceuds d’indices i et k — 1;

e on calcule I'indice j de la racine “d’avant dernier” plus petit poids: j = indice_du_min T (k —1);

e si j # k — 2, on échange les noeuds d’indices j et k — 2.
S’il y a des égalités entre les poids, la fonction indice_du_min choisit bien les racines de plus petits indices.
L’échange de deux nceuds se fait par le biais de la fonction auxiliaire:

let echange T i j = let N = T.(i) in
T.(1) <= T.(j);
T.(j) <= N;;

ce qui donne:

let deux_plus_petits F = let k = F.nb_arbres in let i = indice_du_min F k in
if i <> k-1 then echange F.table i (k-1);
let j = indice_du_min F (k-1) in
if j <> k-2 then echange F.table j (k-2) ;;

L’assemblage se fait sans probleme:
e on note k et n les nombres d’arbres et de noeuds de la forét ;
e on place les deux plus petits arbres en dernieres positions, i.e. aux positions k — 2 et k — 1;
e on modifie les champs nb_arbres et nb_noeuds (on ajoute un nceud et on regroupe deux arbres) ;

e on copie dans la case F.table. (n) le contenu de la case F.table. (k-2): ce nceud ne sera plus une
racine dans le nouvel arbre;

e on définit le nouveau noeud, que 'on stocke dans la case F.table. (k-2) : ses fils gauche et droit sont
respectivement les nceuds d’indices k — 1 et n et son poids est la somme des poids de ses fils.



let assemblage F = let k = F.nb_arbres and n = F.nb_noeuds in
deux_plus_petits F;
F.nb_arbres <- k-1;
F.nb_noeuds <- n+1;
F.table.(n) <- F.table.(k-2);
F.table.(k-2) <- { lettre = ‘\000°;
poids = F.table.(k-1).poids+F.table. (n).poids;

fg = k-1;
fd =n };;
14 - Supposons qu’un neeud interne N n’ait qu'un fils N'. En “remontant” N’ & la place de N, on obtient un

nouvel arbre A’ tel que e(A’) < e(A). En effet, notons F ’ensemble des feuilles de .4 appartenant & ’arbre
enraciné en N. Une feuille f de A étant également une feuille de A’, notons h4(f) et ha:(f) les hauteurs de
f respectivement dans A et A’. Nous avons alors:
ha(f)—1 sifeF
v fa hoa (f) = {
ha(f) sinon

ce qui donne:
e(A') =e(A) = > poids(f) < e(A)
fer
puisque F est non vide: nous avons prouvé par contraposée que les noeuds internes d’un arbre optimal ont
tous deux fils. Nous dirons d’un tel arbre qu’il est complet.

Dans ’exemple proposé, un seul nceud interne a un fils unique: le gain est égal a 8 + 15 = 23.

L’arbre B_ex
15 - En échangeant les feuilles f1 et fs, nous obtenons un arbre A4’ pour lequel :
e(A') = e(A) = (ha(fr) — ha(f2)) (poids(f1) — poids(f2))
>0

Comme A est optimal, e(A’) > e(A) et donc poids(fi1) < poids(fa).

On obtient directement, dans ’exemple proposé, un gain égal a (2 — 1) x (10 — 8) = 2:
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L’arbre C_ex

Nous pouvons répondre en méme temps aux question 16 et 17: I’ensemble des arbres complets de méme
feuilles que A est un ensemble fini. Choisissons donc un arbre A’ minimal parmi ceux-ci. Il est alors clair que
A’ est un arbre minimal : si B est un arbre possédant les mémes feuilles que A’, en “remontant” les nceuds qui
sont fils uniques, on peut construire un arbre complet B’ de mémes feuilles que A’ et e(A) < e(B') < e(B).
Soit alors fi une feuille de A de hauteur maximale. Si f; # fi, on échange ces deux feuilles: I'arbre est
toujours optimal et complet (car poids(f1) < poids(fi)) et f1 est une feuille de hauteur maximale. Comme
I’arbre est complet, le pere de f; possede alors deux fils: par maximalité de la hauteur de fi, le second fils
est également une feuille f. En échangeant cette feuille et fo, on obtient un nouvel arbre complet qui reste
optimal, puisque poids(f2) < poids(f}). Nous avons ainsi montré I'existence d’un arbre optimal (complet)
de mémes feuilles que A dans lequel f; et fo sont sceurs et de hauteur maximale.

Notons n le pere de fi et fo et F I'ensemble des feuilles de A distinctes de f; et fo. Nous avons directement :

e(A) = Y h(f)poids(f) + (h(n) + 1)(poids(f1) + poids(f2)) = e(B) + p1 + pa.
feF

Supposons que A est optimal et soit B’ de mémes feuilles que B. Notons A’ I’arbre obtenu en ajoutant f; et
f2 pour filles a la feuille n de B’. A’ posseéde alors les mémes feuilles que A et la question précédente donne :

e(B') = e(A") —p1 —p2 > e(A) — p1 — pa = e(B)
ce qui prouve que B est optimal.
Supposons maintenant que B est optimal et soit A’ un arbre optimal de mémes feuilles que A, tel que f1 et

f2 soient sceurs (un tel arbre existe d’apres la question 17). Notons B’ 'arbre obtenu en simplifiant A" par
coupe de f; et fo. Nous avons une nouvelle fois:

e(A") =e(B') +p1+p2>e(B)+p1+p2 =e(A)

et A est optimal, puisque son évaluation est inférieure ou égale a celle d'un arbre optimal de mémes feuilles.
La seule facon de décoder le texte est: 1000011011 = (100)(00)(11)(011) donc T = face.

On vérifie facilement que le codage donné en exemple est préfixe. Si C' est un codage préfixe, ’application
C : T+ C(T) est injective : ¢’est le moins que 1'on puisse demander a un codage! En effet, si C(T) = C(T")
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avec T' # T’, en prenant le premier caractere qui différencie T' de T”, on obtient deux lettres distinctes dont
I'un des code est préfixe de I'autre.

L’autre intérét est qu’il est possible, au moyen de I'arbre défini dans la suite du probleme, de décoder le
message C(T') “sans retard” : on part de la racine de l’arbre et on descend a gauche ou a droite selon que le
caractere courant de C(T') est un 0 ou un 1. Dés que l'on arrive & une feuille, la lettre contenue dans cette
feuille est le premier caractere de T'. On remonte & la racine et on répete 'opération jusqu’a lecture complete

de C(T).

h(f) est exactement le nombre de caractéres du code de la lettre associée & f, donc 1’évaluation du H_arbre
associé & un code préfixe C' est la longueur du texte codé C(T).

Montrons la propriété par récurrence sur la taille de I’alphabet.
Si ¥ est de cardinal 2, 'algorithme de Huffman donne clairement un arbre optimal.

Soit n > 3 et supposons que 'algorithme de Huffman conduise a un arbre optimal pour tout alphabet
pondéré de cardinal n — 1. Soit ¥ un alphabet pondéré de cardinal n et notons A l'arbre construit par
l’algorithme de Huffman quand on l'applique a . Cet algorithme commence par “regrouper” deux lettres
de plus petits poids, que nous noterons a; et as, en un nouveau caractere, que nous noterons «. La suite
de Talgorithme revient alors a travailler sur le nouvel alphabet ¥’ = (X \ {a1,a2}) U {a}, en associant le
poids poids(ai) + poids(az) & la nouvelle lettre a. Si nous notons fi et fa les feuilles de A associées aux
caracteéres a; et as (ces deux feuilles sont sceurs), Parbre B obtenu en simplifiant A par coupe de f1 et fo
est exactement ’arbre construit par 'algorithme de Huffman appliqué & 'alphabet Y/. Par hypothese de
récurrence, cet arbre est optimal: on en déduit que A est également optimal d’apres la question 19.

Nous obtenons successivement les foréts suivantes (les deux arbres de plus petits poids sont repérés par une

fleche) :

Q‘QQ‘R‘
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et ainsi de suite, jusqu’a obtenir I'arbre final :

Le codage de Huffman pour cet alphabet pondéré est donc:

caractere | code
‘a‘ 01
‘b 101
‘ct 00
‘q¢ 1001
‘e 11
‘f¢ 1000




