EPREUVE e3a PSI 2011, MATH A en 3 h
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Calculatrice interdite
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‘ Questions de cours ‘

1. Deux matrices M et N de M, (R) sont dites | semblables | §’il existe une matrice inversible P telle

que M = PNP~!. En ce placant dans R", cela signifie que M et N sont les matrices d’un méme
endomorphisme dans deux bases différentes.

2. 2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Vrai
Deux matrices semblables ont le méme rang : elles reprensentent un méme endomorphisme de

R™ dans deux bases différentes et le rang est la dimension de I'image d’un endomorphisme.

Faux

Soit M = <(1) i) et N = (é (1)) Ces deux matrices sont inversibles donc de rang 2.

Or si elles sont semblables, il existe une matrice inversible P telle que M = PNP~! = PP~ =
I, ce qui est faux.

Vrai

Deux matrices semblables ont le méme déterminant car elles reprensentent un méme endomor-

phisme de R" dans deux bases différentes.

Faux

Reprenons l'exemple précédent : soit M = ((1) 1) et N = ((1) (1))

Ces deux matrices ne sont pas semblables ( voir ci dessus) mais ont le méme déterminant.
Vrai

Si A vérifie A2 +5A—61, = 0,, alors P(X) = X?+5X —6 = (X —1)(X +6) est un polynome
annulateur scindé & racines simples de A : A est donc diagonalisable, les valeurs propres sont
parmi 1 et -6. R™ est la somme directe des espaces propres de A.

R"™ = Ker(A — I,) ® Ker(A + 61,,), espaces éventuellement réduit & {0g}.

Faux

Cette proposition est fausse car on vient de voir que si A vérifie A2 +5A4 —61,, = 0,,, les valeurs
propres sont parmis 1 et -6 donc Ker(A + I,,) = {0} et Ker(A — 61,) = {0} : leur somme ne
peut donc pas étre égale a R".

Vrai

Deux matrices semblables ont le méme polyndéme caractéristique : si M et N sont semblables,
M — M, et N — \I,, le sont aussi et ces deux derniéres matrices ont méme déterminant donc
M et N ont le méme polynoéme caractéristique.

Faux

Reprenons encore 'exemple précédent : soit M = (é 1) et N = <é (1)) Ces deux matrices

ne sont pas semblables mais ont le méme polynome caractéristique : P(X) = (X — 1)2.



[PARTIE 1]

4 0 4
1. On calcule la matice : B=t AA=|0 2 0
4 0 4

1.1. La matrice B est symétrique réelle donc | diagonalisable.

1.2. On sait aussi que ces valeurs propres sont réelles.
Montrons qu’elles sont positives.
Soit A une valeurs propres de B et X un vecteur propre associé : X £ 0.
De plus, ' XBX = MXX = )\|X||*? =8 X'AAX ="' (AX)(AX) = ||[AX]]® donc comme
IX]| 0, 2> 0.

‘Les valeurs propres de B sont réelles et positives. ‘

1.3. Calculons le polynéme caractéristique de B :

4-X 0 4
xsA)=| 0 2—-x 0
4 0 4-2A

En developpant par rapport a la seconde colonne,

w0 = -0 |1 NN = N A ) = AN

On en déduit que les valeurs propres de B sont 0, 2 et 8. Elles sont bien réelles et positives.
2. Soit C 'ensemble des points de R? vérifiant 222 4 4xz + 3° + 222 = 1.

2.1. C est une . Son équation s’écrit aussi 4z + 8xz + 2y + 422 = 2.

4 0 4
La matrice canoniquement associée & cette quadrique est alors [0 2 0
4 0 4
0 0 0
On reconnait la matrice B. On a vu que B est diagonalisable et semblablea [0 2 0
0 0 8

Notons (X,Y,Z) les coordonnées dans le nouveau repére obtenu par le changement de base de
la diagonalisation.

La quadrique C a alors pour équation 2Y2 + 822 = 2. Ceci est 1’équation d’un
Il est invariant par toute translation suivant 'axe (OX).

2.2. Trouvons les intersections avec les trois plans coordonnées.

Pour C}, on obtient 'équation y? + 222 = 1. Ceci est , d’axe focal (Oy), avec

1 1
a=1,b=—,c=—c¢ete
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1. Cela conduit

Pour Cs, on obtient I'équation 2z% 4 4xz + 222 = 2(z + 2)?

, ce qui est I’équation de ‘ deux droites paralléles ‘ du plan (xOz).

1
V2

ouz=—Tr—

une ellipse |, d’axe focal (Oy), avec

1. Ceci est

Pour Cs, on obtient I’équation 2z + 32

T
. C’est la méme courbe que Cy obtenue par un rotation de centre 0 et d’angle 5
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2.3. Voici enfin le cylindre obtenu a ’aide de Maple.
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3. 3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

Le polynome X3 —10X?2 4 16X se factorise en X (X — 2)(X — 8) et est de degré 3.
La division enclidienne de X? par X® — 10X2 + 16X s’écrit donc

XP =Q(X)X(X —2)(X —8) +aX?*+bX +ec

En évaluant en 0, on obtient immédiatement que ¢ = 0.
En évaluant en 2, on obtient que 2P = 4a + 2b.
En évaluant en 8, on obtient que 8° = 64a + 8b.

4a + 2b = 2P
On doit alors résoudre le systéme
64a 4 8b = 8P
8.2P — 2.8P
-96

a =

A Taide des formule de Cramer, on obtient que
b 4.8P — 64.2P

—96

soit aprés simplification, le reste s’écrit donc | R(X) = aX 2 1 bX | avec

g v
‘T2
2.0 g
po 220 &
3

Le polyndéme caractéristique de B est xp(A) = =A(2 = A\)(8 = A) = —(\* — 10A? + 16)).

Par le théoréeme de Cayley-Hamilton, ¢’est un polynéme annulateur de B. On en déduit donc

que| BY — 10B° +16B =0, |

La matrice B n’est pas inversible car 0 est valeur propre donc det B=0.

La division euclidienne de la question 3.1 s’écrit X? = Q(X)X (X — 2)(X —8) +aX? +bX .

Substituons B dans cette relation : B = aB? + bB car B®> — 10B% + 16B = 0,,.
gy 2P _2.2p 8P

11 existe donc deux réels a, = T IERT) et b, = = o1 tels que B? = apB2 +b,8 .

p

1

Notons T}, = E EBk'
k=0

p p
1 1
On peut écrire T), = I, + g EBk =1I,+ E EakBQ + bx B a I’aide de la question précédente.
k=1 k=1

!ak)BQ +0

Le résultat est donc ‘ une combinaison linéaire de I,,, B et B2 ‘

| —
| —

bi)B.

=
o

p
Dou T, = I, + (Z
k=1

Il reste a passer & la limite quand p tend vers +oc.

De L z”:1 P18k 2k 1217: gk 1i12"’
ecomposons chaque somme : —'ak = —'— _— = — — - — _'
k! £ k148 12 484 =

On reconnait ’exponentiel : on obtient donc



. : _ L s L, o 2 12 2 L s
Au final, on obtient, pEIJPOOTp—InwL[ (e —=1)— —(e*—1)|B +[3(e *1)*24(6 - 1)]B.

48 12
4 0 4 32 0 32
O,B=|0 2 0letB® =[0 4 o0
4 0 4 32 0 32
14+u 0 u
donc lim 7T, = 0 1+ 0
ptee u 0 1+u
1 1 2 1 1
avec u = 32[@(68 —-1)— 5(62 —-1)]+ 4[5(62 —-1)— ﬂ(e8 -1 = 5(68 -1
ol s L5 2, 4 L s _ 2
et v74[48(6 1) 12(6 1)]+2[3(e 1) 24(6 N]=e"—1.
On obtient donc la matrice suivante :
1 1
§(€8+1) 0 5(68 —1)
lim T, = 0 e? 0
p—+oo 1 1
5(68 -1 0 5(e8+1)
PARTIE 2
01 00O
. S 13 0 2 0
1. La matrice A s’écrit alors A = 02 0 3
0 01 0

Ecrivons les vecteurs obtenus : u; = e; a pour coordonnées (1,0, 0, 0) puis us = f(e1) soit (0, 3,0,0),
uz = f*(e1) = f(uz) soit (3,0,6,0) et uy = f3(e1) = f(us3) soit (0,21,0,6).
Calculons alors le déterminant de la famille de vecteurs (uq,us,us, us) dans la base canonique.

1 0 3 0

. , . 10 3 0 21

On obtient le déterminant D = 00 6 0
0 0 0 6

Ce déterminant est triangulaire donc D = 3.6.6 # 0.

On en déduit que la famille de vecteurs ‘ (u1,u2,us,uy) est une base de E. ‘

2. Comme up = f(e1), us = f2(e1) = f(ua), us = f3(e1) = f(us) , il suffit de calculer f(uy).
On trouve que f(u4) a pour coordonnées (21,0, 60,0) donc f(us) = 10us — Yu;.

On en déduit que f a pour matrice dans la base (uy, ua, us,uq) ,

0 0 0 —9
1 0 0 O
A= 0 1 0 10
0 01 0
-2 0 0 -9
R e 1 =X 0 0
3. Calculons le polynome caractéristique de M : xpr(\) = 0 1 —x 10l
0 0 1 =X
Developpons le par rapport & sa derniére colonne :
1 =X 0 -A 0 0 -2 0 0
xuA) =90 1 A =101 =X 0[=X[ 1 =X 0 ]donc|xmu(A) =" —10A%+9.
0 O 1 0 0 1 0 1 =X

4. Les valeurs propres de A sont aussi celle de f et de M.
11 faut donc résoudre xpr(A) = A - 1002 +9=0.
C’est une équation bicarrée. L’équation z? — 10z + 9 = 0 a pour racine 1 et 3.



On en déduit que le polyndme caractéristique a pour racine 1, -1, 3 et -3, qui sont donc les valeurs
porpres de A.

On en déduit aussi que | A est diagonalisable | car A posséde 4 valeurs propres simples.

Il reste a trouver les vecteurs propres en prenant 1 comme premiére composante non nulle.

Il faut donc résoudre 4 systémes linéaires.

x
Pour la valeur propre 1, on résout le systéme AX = X : notons X = Z
t
y=x y=x
3x+ 2z = z=—
+ Y soit Y : on trouve comme vecteur propre (1,1,-1,-1). Notons le g;.
2043t ==z t==z
z2=1 z=1

Pour la valeur propre -1, on trouve de méme comme vecteur propre (1,-1,-1,1). Notons le gs.
Pour la valeur propre 3, on trouve comme vecteur propre (1,3,3,1). Notons le gs.
Pour la valeur propre -3, on trouve comme vecteur propre (1,-3,3,-1). Notons le gq4.

. Cousidérons alors la base (g3, g2, g1, 94) de vecteurs propres.

1 1 1 1
3 -1 1 =3
3 -1 -1 3
1 1 -1 -1

La formule de changement de base sur I'endomorphisme f s’écrit alors D = P~*AP

La matrice de passage de la base canonique & cette base est P =

3 0 0 O
0O -1 0 O
avec D = 0 0 1 0
0O 0o 0 -3
Vérifions alors que K = P~!. Calculons alors K P. On trouve bien I.
1 1 1 1
i 3 3 -1 1 =3
On a donc le résultat demandé avec P = 3 .1 -1 3
1 1 -1 -1
x(t)
_ [ v(@®)
. Notons X(t) = ()
r(t)

On doit donc résoudre le systéeme X'(t) = AX(t).
Utilisons la diagonalisation de A : D = P~1AP.
On effectue le changement de fonction inconnue défini par X (¢) = PY (¢). On a

Y'(t) = P7'X'(t) = P7'AX(t) = P"'APY (t) = DY (t)

u(t) u'(t) = 3u(t)
"t) = —v(t
Notons alors Y'(t) = v(?) Y /( ) olt)
w(t) w'(t) = w(t)
1) (1) = -3a(t)
On résout chaque équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants.
u(t) = ae®
t) =be "
11 existe alors 4 réels, a,b,c et d tels que v(®) © .
w(t) = ce
q(t) = de™3t



ae® + be 7t + cet 4+ de™ 3
3ae® — be~t 4 cet — 3de™%
3ae3! — be ™t — cel + 3de™ 3t

ae3! + bet — cet — de 3

On en déduit ensuite X (t) = PY (¢) = , avec a, b, ¢, d réels.



1. On montre aisément que g est une application linéaire, grace a la linéarité de la dérivation.
Trouvons I'image de la base canonique de E par g :
g1)=nX€E, gX)=(n—-1DX?>+1€E,..gX") =n-kX tkX*1cFE,.
g(X™) =nX""' € E.
L’image par g de la base de E est un famille de F : g est donc un endomorphisme de E.
Comme on a 'image d’une base, on en déduit la matrice de g dans la base canonique de F :

0 1 0 - --- 0
n 0 2 0 0

e O n—1 O 3
2 0 n
0 0 1 0

On reconnait la matrice A

2. 2.1. On se place sur | —1, 1[. On a une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogeéne qui s’écrit

alors
A—nx
/ —
A— 1 X— A—
Trouvons alors une primitive de h(z) = . ff = 5( . 771130 - Jrnlx) d’apres l'indication
donnée.
. A —nx A—n A —nx Lo
En ecriavant =-n+ , X a pour primitive

x—1 x—1 x—1

z—=-—nz+A-n)ln|z—1|=-nz+A-n)ln(l—=x)

) A —nx A+n A —nx -
De méme, =-n+ A a pour primitive
z+1 r+1 x—1

z—=-—nz+A+n)ln|z+1|=-nz+A+n)ln(l+x)

1
On en déduit que h a pour primitive z — 5(()\ —n)In(l —z) — (A +n)In(1 + x)).

On sait alors que ’ensemble des solutions de ’équation différentielle £y est un espace vectoriel
de dimension 1 enegendré par

A A+n
2

YT exp(—%(()\ —n)ln(l—2z)— A+n)ln(l+z) =1 —-2)"= (1+2)72

donc | les solutions de &y sont les z — A(1 — z) = (1+ ac)%, avec A réel.

2.2. Comme toute solution de &£y est proprotionnelle & ¢, il existe des solutions polynémiales non
n—X Atn

nulles SSI ¢ est un polynome. Or, p(z) = (1 —2) 2 (14+2)°2 , de la forme (1 —z)%(1 + z)°.
Or (1 —z)%(1 4 z)® est un polynome SSI a et b sont deux naturels.

n—A A+n
et 5

On en déduit que ¢ est un polynéme SSI sont deux entiers naturels, soit encore

‘ A = 2p —n avec p un entier compris entre 0 et n. ‘

3. Pour I'endomorphisme g, A est valeur propre associée au vecteur propre P de E SSI g(P) = AP
soit encore

nXP(X)— (X?-1)P'(X) = \P(X)

Identifions alors polynéme et fonction polynoémiale et plagons nous sur ]1,1[ : P est solution de &,.

Comme P est un polynéme non nul, on en déduit que A = 2p — n avec p un entier compris entre 0
et n et que P(X) est proportionnel a (1 — X)"7P(1 4+ X)P.



Réciproquement, on vérifie qu'un tel P est un polynéme non nul de F et que g(P) = (2p — n)P.

On en déduit que |les valeurs propres de g sont les A =2p —n ‘ avec p un entier compris entre 0 et

n et que les espaces propres associés sont des droites engendrés par (1 — X)"7P(1 4+ X)P.

. A l'aide des questions précédentes, on en déduit que ‘ A est diagonalisable ‘ car g 'est : g a (n+1)

valeurs propres distinctes et comme E est de dimension n + 1, elles sont toutes simples.

. Comme A est diagonalisable, son déterminant est égale au produit de ses valeurs propres avec leur

multiplicité : | detA = H(Qp —n)
p=0

. L’équation différentielle F est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.

Son équation caractéristique est 7> = 1, de racines 1 et —1.

On en déduit que I'ensemble des solutions est Vect(x — €%, — e~ *)=Vect(ch, sh).
41 et yo sont alors combinaison linéaire de ch et sh.

Ajoutons alors les conditions initiales : on trouve que y; = ch et yo = sh.
. Comme G=Vect(G), (G) engendre G.

Il reste & montrer que (G) est une famille libre.

Soit (A;)o<i<n une famille de réels tels que Z Aigi =0 :
i=0
Pour tout réel z, Z)\ich(ac)"_ish(ac)i = 0, noté (*).
i=0
En particulier, en = 0, il ne reste que le Ay qui est donc nul. On peut alors mettre sh(z) est
facteur dans la relation (*) puis simplifier par sh(z) : si A0, Z Aich(z)" “sh(z)"" = 0.

i=1
On fait tendre x vers 0, on trouve Ay = 0... et on continue le raisonnement.

Les coefficients (\;)o<i<n sont donc tous nuls et la famille est donc | une base de G. |

. 3.1. A est la dérivation des fonction et est bien sur linéaire.

Trouvons I'image de la base (G) par A : pour tout réel z,

A(go)(x) = n(chz)* ! (shz) : Algo) € G.

Sil<k<n-1,

A(gr)(x) = (ng)(chz)"*1 (sha)* 1 + k(cha)"~* 1 (shz)* ! = (n—k)grs1(z) +Ekgrp_1(z) donc
A(gk) € G.

Enfin, A(g,)(x) = n(shz)"~ ! (chz) : A(g,) € G.

L’image par A de la base de G est un famille de G :

‘ d = A|g est donc un endomorphisme de G. ‘

3.2. X est une valeur propres de A et h est un vecteur propre associé SSI A(h) = Ah SSI b/ = Ah.
C’est une équation différetielle linéaire d’ordre 1.

On sait que l'ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 1 engendré par
Az
T — e,

On en déduit que : | tout réel A est valeur propre de A et que le sev propre asocié est Vect(x — e’\””).




3.3. Montrons que tout élément de (G) est combinaison linéaire d’éléments de (F) :
et +e " _p et —e "

e
(e2z + 1)n—k(€2$ _ 1)k

x

Pour tout z réel, g (z) = (chz)" ¥ (sha)* = (

1 e—’fL$
gu(@) = 5o (e + e (e — e =

Si on développe (2 4 1)""*(e2* — 1)* a I'aide du binéme de Newton, on obtient une combi-

naison linéaire de €*™* pour m allant de 0 & n.

On en déduit que g, s’écrit comme combinaison linaire des z — e~ "%e?™®_ soit des ¢, pour

m allant de 0 a n : (F) engendre G.
De plus, (F) est de cardinal au maximun (n+1) et G est de dimension (n+1) : ‘ (F) est donc une base de G.

3.4. On remarque que §(pm) = (2m — n)pm,.
Les (¢m) ( applications non nulles) sont donc des vecteurs propres de ¢ pour les valeurs propres
2m — n pour m variant de 0 a n.

0 a donc (n+1) valeurs propres disctintes et comme dim G=n+1, elles sont toutes simples et
il n’y en a pas d’autres.

‘Les valeurs propres de § sont les 2m — n pour m variant de 0 & n‘

et 'espace propre associé & 2m — n est donc la droite Vect(oy,).

3.5. Onavuque 6(go) =ngr et si 1 <k <n-—1,38gx)(z) = (n—k)gr+1 + kgr—1
Enfin, §(g9,) = ngn—1
On obtient la matrice de § dans la base (G) :

0 1 0 --- 0
n 0 2 0 0
e 0 n—1 0 3
2 0 n
0 0 1 0

On reconnait la matrice A

3.6. On retouve alors que

A est diagonalisable et que les valeurs propres de A sont les 2m — n pour m variant de 0 & n.
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