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CONCOURS INTERNE
et SESSION DE 19838
CONCOURS D'ACCES A L'CHELLE DE REMUNERATION DES PROFESSEURS CERTIFIES

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

DuReE : 5 heures

——

ronique de poche — évenwelle-

. .- . iculier d'une calculatrice élect  de |
L'usage d’instruments de calcul, en particuli non imprimante, st awtorisé

ri i 1 1ome,
ment programmable et alphanumerique = d. fonc(u;;:memem antono
conformément d la circulaire n* 86-228 du 28 juillet 1956.

Maiériel afournir : feuilles de pupter quadrillé 5 X J.

L'objet du probleme est I'étude de polynomes qui approchent la fonction cosinus sur un intervalle
d’amplitude un quart de période. La périodicité de la fonction cosinus conduit naturellement 2 introduire
des fonctions périodiques construites a partir de polynomes. Le probléme présente un triple aspect
approximation de la fonction cosinus, suite de polynomes, fonctions périodiques. Il est divisé en cing
séquences ; les objectils en sont préciseés en téte de chacune delles. La séquence 2 n'intervient pas dans les
séquences suivantes.

On note Z I'ensemble des entiers relatifs et R ensemble des réels ; | x| designe la valeur absolue du
reel x . Pour une fonction h, les symboles &', h”, h~ désignent les dérivées premiére, seconde, troisieme de
h. Une fonction w est dite 2-périodique si elle est définie sur R ¢t si clle vérifie w(x + 2) = w(.x) pour tout
réel ¢ ; en particulier la fonction x = cos steest 2-périodique.

I. Un encadrement de la fonction cosinus

Dans cette séquence, directement liée a des activités possibles en classe, un sujet détude est proposé
et des démarches sont décrites. Il est demandé :

L. une solution, c’est-a-dire une justification claire (raisonnements, calculs, figures) de tous les points

intermédiaires et des résultats indiqués ;

1.2. ensuite un bref commentaire A caractére didactique, comparant les méthodes décrites quant 2 leur inte-
rét et leur portée dans un travail en classe (consolidation de connaissances, acquisition de savoir-fuire,
mise en jeu de notions nouvelles).

L'objectif mathématique est détablir I'encadrement

N
1 -

1 -6x +dx <cosmy <1 -4y pour 0<x

et d'évaluer la qualité de cet encadrement.
Pour établir I'encadrement on propose les deux méthodes suivantes :

; . PREMIERE METHODE

NPT . 1X o N
La résolution graphique dans l'intervalle [0, 1] de l'inéquation sin > 2 J2 x conduit i la majoration de cos = x.

1
-x,3 sinaX >3X-4X' pour 0SX<3.

La minoration de cos x X équivaut, en posantd'abord X = 2

-

. . . PR n
On pose ensuite X = sin ¢, ou ¢ décrit I'intervalle [0. g] ; on observe que, pour ces valeurs de ¢, on a

nsing 2> 3t et sin (tsin £) > sin 3¢.
On conclut en utilisant la relation sin 3¢ = 3 sin 1 — 4 sin® ¢,

DEuUXiEME METHODE
On pose y(x) = | ~ 4 - cosmx et 2(x) =1 - 6x*+ 42 —cos nx. On étudie sur I'intervalle
3
'S

[0, —] les variations de y” puis de y’ ainsi que les variations de =% puis de ¥ puis de z’; on en déduit

le signe de vet le signe de z. Tournez la page S.V.P.
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Pour évaluer la qualité de I'encadrement on étudie la fonction y— z et on représente sur un méme
graphique, 3 une échclle appropriée, les fonctions y—c, y et z. en plagant notamment les tangentes

. . 1 1
aux points d'abscisse 0. 3 ct 3

_ Pour la suite on note Q le polyndme Q(x) = 4x’ = 67 + 1 qui intervient explicitement dans les
séquences 2 et 3.

2. Etude et caractérisation d'une fonction 2-périodique

Les .propriét(:s de la fonction cosinus et les résultats de la séquence 1 suggérent de construire 3 partir
de polyndmes des fonctions paires et 2-périodiques.

On considére dans cette séquence la fonction g, associée 4 Q, définie par les conditions :

8 est paire, 2-périodique etona g(x) = Q(x) pour0 € x < 1.

2.1. a. Etablir successivementquona,pour0 € x < 1, 8{(x) + g(1-x) =0, glx) + g(x+1) =0,

et glx+j)=(-1Yg(x) pour jélémentdeZ.

Montrer que le point (%, 0) est centre de symétrie de la représentation graphique de g.

Indiquer comment on obtient la représentation graphique de g a partir de la courbe donnant la
représentation graphique de Q sur l'intervalle (0. 1}.

b. Montrer que ga une dérivée seconde continue sur R.

Les deux questions suivantes conduisent a deux caractérisations de la fonction g.
2.2. a. On note #V'ensemble des fonctions s données par :
s(x)=ax’+Ax*+px+v pour  -1<x<0
et s(x)=BXL + A +px+v pour 0<x<1,
olt a, B, A i et v sontdes coefficients réels.
Montrer que toute fonction de & a une dérivée seconde continue sur lintervalle {— 1, 1}.
Trouver I'expression générale des fonctions s satisfaisant en outre a
s(y=s(=1), s =s(-1), s (1)=s(-1)
On vérifiera que I'ensemble de ces fonctions est un espace vectoriel de dimension 2.

b. Décrire explicitement I'ensemble des fonctions réelles 2-périodiques ayant une dérivée seconde

continue sur R et dont la restriction & chaque intervalle | /, j + 1 (f élément de Z) est un polynome

¢ de degré inférieur ou égal a 3. Montrer que g est I'unique telle fonction prenant la méme valeur que
cos it x pour tout x dans Z.

2.3. On note ¥ I'ensemble des fonctions réelles 2-périodiques ayant une dérivée scconde continue sur R
et prenant la méme valeur que cos 5tx pour tout xdans Z.

ixtf (x)dx =4

irquona: v, ' tout élém
a. Etablirquona: J £ (x)dx = 0 ot [ pour tout élément f de F.
]
]
b. On pose H (f) =~ J [f (x)] dx, pour félément de 7. Calculer H (f) lorsque f(x) = cos t x.
-1
La fonction gappartient aussi 3 F. Calculer H ().

c. Soit fun élément de F A l'aide de I'dgalité g' (x) = 241x!l = 12 pour —1 € x € 1, zalculer:

J 'Y () (x) - g (v)]dx, en déduirequona H(f) = H(g) + H(f-g).

d. Montrer que g est I'unique élément de 7 rendant minimum la quantité H (f) lorsque f décnit 7

Tournez la page S.V.P.
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3. Une suite de polynémes

3.1. Au polynéme Q défini a la séquence 1, on associe les trois polynémes Py, P,, P, définis par :

Pl =5-Q' (0, P()=5Q, P - l4 Q(x).

Pour n=1, 2, 3, montrer qu'on a P,(x) + (=1)'P,(— x) = 2-;:-; et exprimer P, (1—x) en fonction de P, (x)-

3.2. Onenvisage pius généralement une suite (P,) ,, de polynémes vérifiant pour tout 2,

n

P,(x) + (=1)"P,(-x) = 25-' et P¥)=(-1)"P,(l1-x).

a. Que vaut, pour une telle suite, P, {x) + P,(x+1)?

b. Montrer que, pour chaque #, il existe au plus un polyndome P, vérifiant les conditions ci-dessus.

c. On admet prov:smrement (cf. 4.3.b.) I'existence de la suite (P,).

Exprimer P, en fonction de P,_, (n > 2) et calculer la dérivée mitme de P,. Utilisant la relation
liant P, (x + l) et P, (x) et la formule de Taylor, montrer qu'ona:

P,,(x)-i: l[ﬁ»;(_"_)+,+l’n-k(x)+“ 1

T2 k! atl

Montrer la cohérence de ce résultat avec les expressions de P, pour n = 1, 2, 3. Calculer P, et Ps.

4. Une suite de fonctions peériodiques

La questlon 4.1. de cette sequence prepare la construction d'une suite de fonctions périodiques qui est
€tudiée a la question 4.2. et qui est liée 4 la suite (P,).

4.1. On note .7 I'ensemble des fonctions réelles a, continues sur R, vérifiant
a{x)=a(-x) et a(x)= —a(l-x)
pour tout x réel et on note.# 'ensemble des fonctions réelles b, continues sur R, vérifiant

b(x) = —b(—-x) et b(x)=b(1-x)
pour tout x réel.

a. Montrer que toute fonction a de., ainsi que toute fonction b de. @, est 2-périodique.

b. A tout élément ade.¥, on associe la fonction [ (a) définie sur R par:

,
X

[(a)(x) =J a(s)de,

et a tout éiément b de.#, on associe la fonction J (b) définie sur R par:
[ x
J(b)(x) = |, b(r)dt.

3

Montrer que | est une application de . dans .# et J une application de .# dans.¥.

¢. On suppose gue la restriction a lintervalle [0, 1] d’'une fonction a de. est strictement croissante.
Indiquer les variations de la restriction a cc méme intervalle [(). 1] de chacune des fonctions

1(a), Jol{a), lojol{a) et JoloJol(a).

Tournez la page S.V.P.
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4.2.a. A partir de la fonction u, , paire et 2-périodique, définie par :
1
(x) = x - 3 pour 0<xs<l,

on construit la suite de fonctions (u,)_,, par les formules:

Uy (X) = I Uym-y (0)dt et lomey (X) = J;"z-.(f) de,
b3

pour mentier, m 2| et xréel.

Montrer que pour n = 2, u, est une fonction 2-périodique ayant une dérivée (n—1)-ieme continue
sur R et dont la restriction 4 chaque intcrvalle |/, j + 1] (j élément de Z) est un polynome de degré
n. ’

Indiquer Talture de la représentation graphique de u,, selon les valeurs de n; montrer qu'on a, pour

mentier, m2 1, (=1)"u,, (-zl-) >0 et (= 1) iy () > 0. -

b. On note R, le polynome vérifiant R, (x) = u,, (x) pour 0 € x € 1.

)

Montrer que, pour m entier, m > 1, R, (x) - ( ‘;m)' définit un polynome impair et
2m-1
Rapn-1(x) = m définit un polynéme pair.

Montrer que la suite (R,) n'est autre que la suite (P,) introduite a la séquence 3. (Cela établit I'exis-
tence de la suite (P,).)
5. Une suite de fonctions périodiques convergeant vers la fonction cosinus

5.1. A partir de la suite (u,) décrite 3 la séquence 4. on définit la suite de fonctions (v,),, par les
formules :

19—

Ham (x * v Urp-) (x)
et v (k)= ————

(1) Usm-1 (0)
llz,,, :

Vam (X) -

pour mentier, m 2 1 et xréel.
. 1
Calculer explicitement v, (x) et v (x)pour 0 € x & 3.

Indiquer l'allure de la représentation graphique de v, pour n 2 2.

1
5.2. Calculer, pour kentier, k 2 O.I 1w, {x) cos (k tx)dx.

-1

Montrer quona:

4 S cos(2k+ 1x
T
=0 (2k+ 1)
pour tout x réel.
En déduire un développement en série (rigonomét'riquc de u,, et de w,,,,, (mentier,m 2 1).

Montrer que la suite (v,) converge uniformément sur & vers la foaction x = cos t.x.



