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et 

CONCOURS D A C C ~ S  A L'~CHELLE DE R€MUN~RATION DES PROFESSEURS CERTIFI~S 

SESSION DE 1988 

- 
PREMIeRE COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

Durie : 5 heures 

Xlortriel hfoiiniir : feirilles de piipicr qliodrilli 5 X 3. 

L'objet du problème est I'Ctude de polynômes qui approchent la fonction cosinus sur un intervalle 
d'amplitude un quart de pkriode. La piriodicité de la fonction cosinus conduit naturellement h introduire 
des fonctions p&iodiques construites h partir de polynbmes. Le problème présente un triple aspect : 
approximation de la fonction cosinus, suite de polyndines. fonctions ptiriodiques. II est divis6 en cinq 
siquences ; les objectifs en sont précises en tete de chacune d'elles. La siquence 2 n'intervient pas daas IL'S 
siquences suivantes. 

On note 12 l'ensemble des entiers relatifs et W l'ensemble des riels ; 1x1 d&igne la valeur absolue du 
réel .Y . Pour une fonction h, les symboles h', II', Ir' disignent les dirivies premikre, seconde. troisikmc de 
Ir .  Une fonction IV est dite 2-pCriodiquc: si elle est definie sur  R CI si  clle virifie w ( s  + 2) - w ( . q  Imur i o u l  
riel .I ; en particulier la fonction x - cos n.rest 2-pdriodiquc. 

1. Un ericadrcnlent Jc Ir fonction cosinus 

Dans cette siquence. directement liee a des activitis possibles en classe, UII sujet d'itude est p r o p s i  
et des dimarches sont décrites. II est Jemandi : 

1.1. une solitrion, c'tst-à-dire une justification claire (raisonnements, c~lculs, figures) de tous les points 
intermtdiaires et des résultats indiques ; 

1.2. ensuite i m  bref corntnenrtrire i caractkre didactique. comparant les rnithodes dicrites quant i letir inte- 
ret et leur portCe dans un travail en classe (consolidation de connaissances, acquisition de savoir-bire. 
mise en jeu de notions nouvelles). 
L'objectif maihimatique est d'dablir l'encadrement 

1 
2 

I - 6 x' + J .va :< cos I C X  Q 1 - -IX' pour O < .r Q .- , 

et d'ivaluer la qualité Je cet encadrement. 

Pour établir l'encadrement on propose les deux méthodes'suivantes : 

PREMIER€ MÉTHODE 

J l X  La résolution graphique dans I'intervdle [O, 11 de l'inéquation sin - b f i  x conduit h la majoration 

Li1 minoration de cos x xéquivaut, en posant d'abord X = - - x , i  

de COS n .K. 
2 

1 1 
- 2  2 

sin x X  3 3 X - JX-' pour O X Q - - 

On pose ensuite X - sin f, où I décrit l'intervalle O. - ; on observe que. p u r  ces valeurs de t, on a [ :1 
x sin I 2 3r et sin ( x  sin r) 2 sin 3 r .  

On conclut en utilisant la relation sin 3r - 3 sin I - 1 sin-' r. 

D E U X I È M E  M~THODE 

On pose y(r )  = 1 - Jx' - cos nx et z (x) = 1 - 6%' + 4.2 - cos n x .  On étudie sur l'intervalle 

[O, i] les variations de y", puis de y' ainsi que les variations de zW. puis de c y  puis de z'; on en déduit 

le signe de !et le signe de c'. 
Tounicz In pi~g' S.v.1'. 



page 55 
%OO.) 

Pour dviduer la qii:iIitc de I'encadrcmcnt on <tudie la fonction y -  z et on représente sur un même 
grapliiclue, h une échclle appropribe. les fonctions y - z ,  y et z. en pinçant notamment les tangentes 

aux points J'alrscisse O. - et - . 1 1  
3 2  

Pour In suite on note Q le polyndme Q(x) - 4 2  - 6xz + 1 qui intervient expliciterncnt dans les 
si.qucrlces 2 ct 3. 

2. fitude et caractérisation d'une fonction 2-périodique 

Les proprietks de la fonction cosinus et les résultats de la séquence 1 suggèrent de construire h partir 

On considère dans cette séquence la fonction g. associée h 0. définie par les conditions : 

dc pol yndines dcs fonctions paires et 2-périodiques. 

g est paire, 2-périodique et on a g(x) - Q ( x )  pour O G x 4 1 . 
2.1. a. Etablirsuccessivementqu'ona.pourO s x < 1. g(x) + g(1 - X)  = O ,  g ( x )  + g(.r+ 1 )  * O ,  

et g ( x + j )  - ( -  l)'g(x) pour jélémentdeZ. 

Montrer que le point - O 

Indiquer comment on obtient la représentation graphique de g à partir de la courbe donnant la 
représentation graphique de Q sur l'intervalle [O, 11. 

est centre de symétrie de la représentation graphique de g. (:, 1 
b. Montrer que g a une dérivée seconde continue sur R. 

Les deux questions suivantes conduisent h deux caractérisations de la fonction g. 

2.2. a. On noteYI'ensemble des fonctions s donnies par : 
s ( x ) = c ( x ' + L x ~ + ~ x + v  pour . - I < X < O  

et s ( x ) = ~ x ' + ~ x ' + p x + v  pour O G X G I ,  

OÙ a, 0, A. $ et v sont des coefficients réels. 
Montrer que toute fonction de Y a une dirivée seconde continue sur l'intervalle [- 1, 1 J. 
Trouver l'expression générale des fonctions s satisfaisant en outre a 

s(1)  = s(- l), s'(1) * s'(- l),  d ( l )  = s"(- 1). 

On vérifiera que l'ensemble de ces fonctions est un espace vectoriel de dimension 2. 
b. Décrire explicitement l'ensemble des fonctions rielles 2-périodiques ayant une derivie seconde 

continue sur W et dont la restriction h chaque intervalle 1 j ,  j + 11 ilCment Je Z) est un polyn3me 
de degré inférieur ou egnl a 3. Montrer que g est l'unique telle fonction prenant la mzme valeur que 
cos x x pour tout x dans h. 

2.3. On note Fl'cnsemble des fonctions réelles ?-périodiques ayant une dérivCe scconde continue sur R 
et prenant In mime valeur que cos n x  pour tout xdans Z. 

La fonction gappartknt aussi h 5T CaIcuIcr H (g). 

c. Soitfun dinient de ;% A l'aide de l'igalite ga (x) = 24 1x1 - 12 pour - 1 < x < 1, -,alculer: 

{ ; , 3  (X I  If (4 - g" (41 Jx * en diduire qu'on a H (f) - H (y) + H (f- y). 

d. Montrer que gesr l'unique iltirnent de Frendant minimum la quantité H (1) lorsquefdécrit .Z 

Tournez la page S.V.P. 
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3. Une suite de polyncimcs 

3.1. Au polynôme 0 défini a la séquence 1, on associe les trois polynômes P,, P1, P, dkfinis par : 

X" 

n! 
Pour n -  1, 2, 3, montrer qu'on a P, ( X I  + ( - I )"P.( - x) - 3 - et exprimer P, (1-x) en fonaion de P. (X)* 

3.2. On envisage plus généralement une suite (P,,),,, de polynômes vérifrant pour tout n, 

n x 
PJx) + ( -  I)"P"( - x )  = 2 - 

n! et P"(.r) = ( - l )"P, , ( l - . r ) .  

a. Que vaut, pour une telle suite. P,, (x) + P,, (x + 1 ) ? 

b. Montrer que. pour chaque II, il existe au plus un polyndme P,, vérifiant les conditions ci-dessus. 

c. On admet provisoirement (cf. 4.3.6.) l'existence de la suite (P,,). 
Exprimer Pl en fonction de P,- (n 3 2) et calculer la dérivée mitme de P,. Utilisant la relation 
liant P,, (x + 1 ) et P, (x) et la formule de Taylor, montrer qu'on a : 

R !  7 x" 1 P"-, (x) p,- k (4 P"(X) * - - - - + - + - + - + - .  
n! 2 [ L! k!  

Montrer la cohérence de ce résultat avec les expressions de P,, pour n - 1,2,3.  Calculer P, et P, . 

4. Une suite de fonctions périodiques 

La question 4.1. de cette séquence prépare la construction d'une suite de fonctions périodiques qui est 
itudiée à la question 4.2. et qui est liée à la suite (P,,). 

4.1. On note af l'ensemble des fonctions réelles a, continues sur R, vérifiant 

a(x)  = - a(1  - x )  a ( x )  = a (  - x) et 
pour tout .r reel et on note:$ l'ensemble des fonctions réelles b, continues sur R. virifiant 

pour tout x réel. 

fi. Montrer que toute fonction R dc.M. ainsi que toutc fonction b d e 9 ,  est 2-périodique. 

6. A tout étément u de-v. on associe In fonction 1 (u)  définie sur R par : 

6(.r) = - 6 ( - x )  et b(x) = b ( l  - x )  

I(u)(-r) = u(i)dr.  I: 
I 

et i tout iliment 6de.9, on,associe la fonction J (6) difinie sur R par : 

J(b)(x) = j:b(i)cJt.  I 

Montrer que 1 est une application de ..M dans .a et 1 une application de .S? dans.M 

Indiquer les variations de la restriction h ce même intervalle [O. II de chacune des fonctions 
c. On suppose qiie la restriction à l'intervalle 10. II d'une fonction u de .d est strictement croissante. 

1 (II), 101 ( u ) ,  IoJoI (n )  et JoIoJoI ( a ) .  

Tournez la page S.V.P. 



C.A.P,E.S - de -- MATHEMQTIQUES -----.I_- 

i nterne-'"aI- I-, 1 
page 57 

%mmm 

.~.?.t i .  A partir dc la fonction il1. paire ct 2-plriodique. difinie par 

pour O G .II < 1 .  
I 

111 ( x )  - x - - 
2 

on construit la suite de fonctions (un).,, par les formules : 

( ( ? m ( X )  = Uzrn-i (f)df et 1 1 2 ~ + ~  (x) = I: 
pour IPI entier. ln 2 ' I et x rkel. 
Montrer que pour I I  Z 2. I I ,  est une fonction 2-péricdique ayant une dérivée (n-l)-ième continue 
sur R ct dont 1;i restriction b chaque intervalle lj. j + I I  ( j  Clément de Z) est un polynbne de degrC 
n. 

Indiqiier I'allurc de la reprcscntation graphique de 14, scion les ViiiCUrS de n ; montrer qu'on a, pour 

5.1. 

5.2. 

b. On note R, le polyncime virifiiint R, (1) - II, (x) pour 0 4 x 4 1. 

Montrer que, pour m entier, m b 1 ,  R?, (x) - - définit un polynôme impair et . (2m)! 
-*h- I 

définit un polyncime pair. 
(Zm - l ) !  R?,-l(X) - 

Montrer que la suite (R,) n'est autre que la suite (P.) introduite B la séquence 3. (Cela etablit I'exis- 
tence de la suite (P,).) 

5.  Une suite de fonctions périodiques converpemt vers lu fonction cosinus 

A partir de la suite (11,) décrite à la séquence 4. on définit la suite de fonctions (v,).,, par les 
forniules : 

pour 111 entier. n i  2 I et .r riel. 
Calculer explicitement v2 (x) et i t J  (s) pour O Q .K 4 5 .  
Indiquer I'allurc de la représentation graphique de Y,, pour II 3 2. 

I 
- 

Calculer. pour k entier, k 3 O. I I ,  (x)  cos (k xx) Jx . 
Montrer qu'on a : 

4 -  cos(2k + I).r 
111 ( s )  = - - * d  y 

pour tout .K réel. 
En diduire un développement en sirie trigonomitrique de I I: ,  et de u~,, ,+~ (tr i  entier. t r i  2 1). 

1Montrrr que la suite (v,,) converge uniformlmeiit sur R vers la fonction .r - cos xx. 

O 0 
O 


