Corrigé du sujet Centrale MP 1 2018

1. On a par bilinéarité et symétrie du produit scalaire
la+bl* = (a+ bla+ b) = (ala) +(alb) + (bla) +(blb) = llal* +2(alb) + | b|*
et la—b|? = ||all* —2(alb) + | b|*> de méme, d’oi1
la+ bl +lla— bl =2(lal® + b1
par addition. Si ABCD est un parallélogramme du plan, et qu’on note AB=aet AD = b, I'égalité ci dessus donne
AC? + BD? = 2(AB* + AD?)

ce qui signifie que la somme des carrés des longueurs des diagonales d'un parallélogramme est égale a la somme des carrés des
longueurs de ses cOtés.

D C

2.En considéranta=u—vetb=u- v, il vient
I2u—v—v'I?+ 10" = vI* = 20lu—-vI* + lu-v'1*) = 4lu-v|?
et compte tenu de ||v' — v||? > 0 puisque v # v/, par croissance de la racine carrée et positivité de tous les termes
I2u—v—v'll<2llu-v|

d’ot1 finalement en divisant par 2
!

v+Uv
u-— <llu-v|.

3. F étant non vide, la distance r = 1nf ll— x|l de u a F est bien définie. Par définition de r, F rencontre la boule fermée B de centre

uetderayonr+1. K=BnFest donc non vide, fermé comme intersection de fermés, borné car inclus dans B, donc compact car E
est de dimension finie. L'application
x—=lx—ul

est alors continue sur K, donc atteint un minimum en un point v € K. Comme v € K, on a particulier v€ F,et v e Bdonc |u—v| < r
Soit weF.

* Si we K, alors ||u— w| = |u— v| par définition de w.

*SiweF\K,alorsw¢gBdonc |lu—wl| >r+1>r=|u-v|.

On a donc bien ||u — w| = |u— v| pour tout w € F, comme voulu.

4. Lexistence de v est assurée par la question précédente. Supposons que v’ € F vérifie également | u—v'|| < || u— w|| pour tout w € F

et v’ # v. On a alors avec la question 2

+v

<l|lu-v|

v+

et € F par convexité de F. Ceci est contradictoire avec la définition de v, et on a prouvé par 'absurde que v’ = v et donc

I'unicité de v.
5. Si a ou b est nul, I'inégalité requise est évidente, et I'on suppose donc a et b strictement positifs. La fonction In est concave sur

1 1 1
R* car dérivable et de dérivée x — — manifestement décroissante. Il vient, compte tenu de (p, q) € (R¥)? et — + — =1
x p q

1 1 1 1
ln(—a” + —b") = —In(a?) + —In(b?%) =1n(ab)
p q p q

d’ou par croissance de I'’exponentielle

comme attendu.



IX|P|Y|9
—+

6. Supposons d’abord comme suggéré que E(|X|P) = E(|Y|9) = 1: on a alors avec la question précédente | XY| < T et par

croissance et linéarité de 'espérance
E(XI”) EQYIY) 1 1
+ =—+—=1.
q p q
Dans le cas général, on distingue d’abord le cas ot E(| X|P) = 0: | X|P étant positive, elle est presque stirement nulle, donc | X Y| aussi

est le résultat s’ensuit. Il en va de méme si E(|Y|9) =0, et on suppose donc ces deux espérances strictement positives : on peut alors
X Y

|X] =Y = Y -, qui vérifient par linéarité

E(X|P)r E(Y|9)4

E(XY]) <

poser X' =

p p
E(lX’I”):E( XI )—E”X' ) _

E(X|P))  E(XIP)

et E(|Y'|7) =1 de méme, d’ott E(|X'Y’|) <1 puis
1 1
E(XYN)<E(XI\)?E(Y|")4

1 1
en multipliant tout par E(|X|”)? E(|Y|9) 9 et en exploitant encore une fois la linéarité de I’espérance.

7. 0n a par définition, puis en exploitant la o-additivité, compte tenu de {X = x} = U ({X =xiN A,')

1<ism
disjointe

m
P(A;) =) E(X|A)P(A)
i=1

m
EX)= Y xPX=x= Y (ZxP(X:x;Ai)
xeX(Q) xeX(Q) \i=1

=Z( Y, xPp(X=x)

i=1 \xeX(Q)

comme voulu, en notant que ces sommes sont toutes deux finies (Q2 est un univers fini), ce qui valide les opérations effectuées.

8. Avec les notations de 1'énoncé, X? étant a valeurs dans { Y1,.-.,Yn} rangés dans 'ordre strictement croissants, ¢ — P(X? = 1) est
bien définie, constante de valeur P(X? = Vi+1) sur tous les intervalles ] y;, ;.1 [ pour i € [1,n— 1] ainsi que sur ]0, y; [ (ol elle vaut 1)
et ]yp, +oo[ (ol elle est nulle), donc en escalier sur tout segment de R, donc continue par morceaux. Elle est par ailleurs nulle sur
ce dernier intervalle, de sorte que

+00 Yn
f P(X% > t)dtzf P(X? = 1dt
0 0

puis par la relation de Chasles, les sauts aux bornes des intégrales n'influencant pas leur valeur

+00 n n=1 ryia n n=1 ryi n-1
f P(X*> t)dtzf P(X*znde+ ). P(X*> t)dtzf 1de+ ) P(X*zyi)dt=y1+ Y P(X* 2 yis)) (Yie1 — ¥i)-
0 0 i=1vYi 0 i=1Yi i=1

On en déduit par décalage d’indice

+00 n-1 n-1
fo PX*z0dt=y1+ Y P(X* 2 yi)yis1— ). PX* 2 i)y

i=1 i=1

n n—1
=yn+Y PX22y)yi— Y. P(X* 2 yi)yi
i=2 i=1

n—-1
=Y (P(X*2y) - P(X* 2 yi+1))yi + P(X* = yp)yn + (1 - P(X* = y2)) 11
i=2
Or, pour tout i € [2,n— 1], {X? = y;41} < {X? = y;} donc
P(X?*2y) - P(X?*2 y;41) = PUX? 2 yI\IX? 2 i) = PUX? 2 yi n X% < i) = P(XP = yi).

En outre, 1 - P(X? = Vo) = P(X?< Vo) = P(X?= y1) et P(X%= Yn) = P(X%= ¥n). Il vient enfin

+00 n-1 n
fo P(X*=ndr= Y P(X*=y)yi+P(X* = y)yn+P(X* = y)y1 = 3 P(X* = y))yi = E(X?).
i=2 i=1

Or, pour tout £ € R, {X 2xn={X=V1 par stricte croissance de la racine carrée, et avec le changement de variable usuel ¢ = u?

+00 +00 +00
f P(X? = r)dt =/ P(X=Vndt= 2[ uP(X =z u)du
0 0 0
ce qu’'on voulait, le théoréme de changement de variable assurant la convergence de cette derniére intégrale. Remarque : on a utilisé
le théoreme de changement de variable pour une intégrale de fonction continue par morceaux, ce que le programme ne permet pas
a priori. Un découpage de l'intégrale selon une subdivision subordonnée a une telle fonction continue par morceaux montre que ce
résultat est valide sans réelle restriction.



9. Avec ce qui précede et le caractére sous-gaussien

+00 +00
E(X?) =2f tP(X > t)dtsZaf te bPdr=2
0 0

. _e—btzl _a
2b 0 b

—bt?

1
en notant que ¢ — te est continue sur [0, +o0o| et négligeable a I'infini devant ) par croissances comparées donc intégrable sur

[0, +o0l.

10. Pour tout ¢ € R, par inégalité triangulaire
|X + 0| <|X|+0]

dou{|X+06|=t}c{|X|+|6|=t}={X|=t—|0|} et donc
P(X+6l=0<P(X|=t-16])
comme voulu.

11. Pour tout t € R 1 )
a- Emz +b(t—16))% = Ebtz —2bt|6|+ a+ bl6

est un trindome du second degré en ¢, de discriminant réduit

1 1
6% - Eb(a+ bl61%) = E(bz|5|2 —ab)<0

[a
puisque || < 7 11 est donc positif sur R, ce qu’on voulait.

12. On a par le caractere sous-gaussien de X, applicable lorsque ¢ —|6] = 0, et avec les deux questions précédentes et la croissance
de I'exponentielle

—b(t—16])2 _1lpg2 1.2
P(X+6]= 1) <P(X|=t—16]) < ae PU10D" < e 2b1" = gete2l!
comme voulu.

13.Si t € [0,|6][, on a toujours P(|X + 6| = £) < P(|X| = t —|0]) avec £ — |0] < 0 si bien que

P(X|=zt-10)=P(X|=0)<a

[a
par le caractere sous-gaussien. Or, |§] < > = a—bb6%=0etdonc

12 52
a-b—=2a-b—z=a-b6*=0
2 2

12
d’ot1 exp (a— b?) = 1 et enfin
P(X|> t—6]) < ae%e” 2"

14. Si C ne rencontre pas X(Q), P(X € C) = 0 et 'inégalité est triviale.

n
15. On note u = Z u;e; la décomposition de u sur (e, ..., e;). Comme u € X(Q), on a nécessairement u; € {—1,1} pour tout i € [1, n]
i=1
par unicité de la décomposition sur une base. Il vient

n 2
—d(X u)? Z i)
(e —u;)* R o , . .
et v; = ———— est a valeurs dans {0, 1}. Il s’agit donc d'une variable de Bernoulli, et {v; = 1} = {u; = ¢;} donc P(v; = 1) =

Q- NI»—l

1 1
Finalement, —d(X u)? est une somme de variables de Bernoulli indépendantes et de parametre > donc suit la loi binomiale
1
parametres 7 et >

16. Par la formule de transfert et celle du bin6me
1 1
E(exp(gd(X,u)z)) Z ( ) L (1+e%)n

1
et comme e2 < 3 (largement...) on a bien



17. Comme u € C, par définition méme, d(X, C) < d(X, u). Par ailleurs, X (Q) ne rencontrant C qu’au point u, on a par indépendance

n 1
P(XeC):P(X:u):P( N {si:ui}):HP(ei:ui)zz—n

1<isn i=1
de sorte que
1 2 1 2 1 n
P(XeC)E|exp gd(X,C) < P(XeC)E|exp gd(X,u) sz—nz =1

comme voulu.

18.Sin =1, X(Q) ne contient que deux vecteurs en tout, €1 et —¢1, et notre hypothése revient donc a supposer que ces deux vecteurs
sontdans C. On aalors P(X € C) =1, d(X, C) =0, et 'inégalité I1.1 est donc triviale puisque son terme de gauche est égal a 1.
n-1
19. Soient x’ € E' et t € {-~1,1}. On note x' = Z xQe,- la décomposition de x sur (ey,...,e;_1) (qui est une base de E’). On a alors
k=1
x' € C; si et seulement s'il existe x € H; N C tel que x’ = 7(x), ou encore si et seulement s'il existe y € E' tel que x' = n(y + te;) et
y+ te; € C. Légalité n(y + te;) = y = x' par définition de 7 permet de conclure a I’équivalence souhaitée.
| |
Vect(ey, |..,en-1)

| |

C1 CnHy
CnH_| C_q

Vect(ey)

H_{' 'Hq

20. Soit t € {~1,1}. C; < E' par définition méme.

* Par hypothese sur C, il contient au moins deux points, I'un de derniére coordonnée 1 et 'autre de dernieére coordonnée —1,
autrement dit Cn H; # ¢ etdonc C; =n(CnN Hy) # @.

* C; =1 1(C) ol T: x — x + te, est continue de E’ dans E par continuité des opérations algébriques. C; est donc fermé comme
image réciproque de fermé par une application continue.

* Pour tout (x',y') € C?, et tout 1 € [0,1], on a (x' + te,, y' + te,) € C*> donc

Ax' +tey) + (1= +te) =Ax' +(1-1)y +te,eC
par convexité de C, d’ou Ax’ + (1 - 1)y’ € Cy, et C; est convexe.
21.0na

(XeCl={XeC;e,=1}U{XeC;e,=-1}={X'"+e,€C;e,=1JU{X —e,€C;6,=-1}={X'€C;e,=1}u{X €C_1; e, =1}
n—-1
Cette réunion est évidemment disjointe, et X = Z €;e; estune fonction de (ey,...,£,-1) donc indépendante de &, par le lemme des

i=1
coalitions. Il vient comme voulu

1
P(XeC)=P(X'€Ci;e,=1)+PX' €Cy;e,=-1)=P(X € C)P(e,=1)+P(X' € C)P(e,=-1) = 5(P(X’ €C))+P(X' eCy)).
22.0na Y, € C¢, par définition, donc Y, +£,e, € C, et de méme Y_,, —€,e, € C, de sorte que pour tout A € [0,1], (1 = A)(Ye, +
epen) + A(Y_¢, — €ne,) € C par convexité de C. On en déduit donc par définition de la distance d’un point a une partie que

d(X,C) < (A=A (Ye, +enen) + AY_¢, —€nen) — X|.

23.0na X = X' + £, e, par définition d’ot
(A=) (Ye, +enen) +A(Y_¢, —€nen) =X = ”(1_A)(Y5n+5nen)+/l(yffn_Enen)_X,_Enen” = ”(l_l)(Yan_X’)“‘/l(stn_X,)_Z/lgnen”

et comme (1 - A)(Y;, — X) + A(Y_,, — X) € E' (puisque E’ est un sous-espace) et —21e e, € Vect(e,) = E', il vient par le théoréme
de Pythagore
I =) (Y, = X+ AY=g, = X) = 2Aenenl® = 1(1 = D) (Ve, — X) + AV, — X)|* +4A°



d’ot1 la premiere inégalité voulue avec la question précédentre par croissance du carré sur R, . On montre ensuite que x — | x|/ est

convexe sur E.
% @ :1— r? est convexe sur R car dérivable et de dérivée r — 2r visiblement croissante.
* Pour tout (x, y) € E? de coordonnées respectives (x1,...,X,), (¥1,-.., Yn) sur (e, ..., e,), et pour tout A € [0, 1], on a donc

i=1

n n n n n
Mx+A-Dyl? =Y Axi+1-Dyd?*= Y oAxi+A-Dy) < Y Apx)+1-Dpy) =AY x2+(1-1) Y y? = Alx|*+ A -Vl yl.
i=1 i=1 i=1

i=1

Ceci fournit
1A =A)(Ye, = X))+ A(Ye, = XDIZ < (1= D Ve, — X'IIP + Al Vg, — X2

et donc la seconde inégalité voulue.
24. Par hypothese, C n X(Q) contient au moins un vecteur de derniere coordonnée —1, autrement dit X(Q) nCn H_; # ¢. Comme

1
PX=x)= on pour tout x € X(Q), on a bien en notant y un élément quelconque de X(Q)NCn H_;

p_=P(X’ec_1)=P(XecmH_1)>P(X=y)=2—n>0.

25. Par croissance de I'espérance conditionnelle, avec 23

1 2 A2 1-1 , , A , )
Elexp| 2d(X,0%||en=-1| < e Eexp| —=d(X',C;,)* + £d(X',C¢,)? | |en =1
2 1-1 A
se%E(eXp(Td(X’rC—l)z'i' Ed(X,,Cl)Z) En= —1)
2 1 1-1 1 A
<e?E exp(gd(X',C_l)z) exp(gd(x’,(jl)z) gn:—l).

Cependant, X' et £,, sont indépendants, si bien que la loi conditionnelle de X’ sachant {&,, = —1} est la méme que la loi de X'. Il vient

bien
1 1-1 1 A
exp (gd(x’, c,l)z) exp (gd(X’, CI)Z) .

;[2
Ep= —1) <ez E

E (exp (%d(X, C)Z)

A

26. Si A €]0, 1], avec I'inégalité de Holder (question 6) appliquée a p = 1 etdonc g = - il vient directement
22 1 ) 1 )
en= —1) < eTE(exp (gd(X’, C-y) )) E(exp (gd(X’, C1) )) .

1
E (exp (gd(X, C)z)
Le résultat reste valide par passage a la limite pour A =0 et A = 1 par continuité du majorant selon A.

27.0n applique I1.1 2 E', X’ et C; qui vérifient bien toutes les hypotheses, dont le fait que dim E’' = n— 1. Il vient
! 1 ! 2
P(X e C))E gd(X ,C)o)<1.
Or, sachant {&, = 1}, on a d(X, C) < d(X’,C)) avec 23, en prenant A = 0. Il vient par croissance de 1'espérance conditionnelle et

indépendance de X' et e,
! 1 U 2
ep=1=PX €eC)E gd(X,Cl) <1

1
£ = 1) <PX'e Cl)E(gd(X’, C1)?

P(X'€ Cl)E(%d(X, C)?

) 1
Ep=1<s—
P+

et donc )
E(gd(X, C)?

comme voulu.
28. Avec la formule de I'espérance totale et tout ce qui préceéde, il vient en réutilisant I'hypothése de récurrence pour E, X' et C_;

en=-1)

1
—d(x,C)?
£dX.0

1
ep=1 +5E

E(ld(x, C)z) = lE(ld(X, C)?
8 278

1{1 2 1 1-4 1 A
<3 Z+e? (exp(gd(X’,C_l)z)) E(exp(gd(X’,Cl)z)))
1(L ! L)_

2\ p+ pt pl



29.0na
p-\'"* 1-1
pl‘%%m(p—) =pi(1-1)'"

+

d’ot1 avec I'inégalité précédente, comme souhaité

2
E(ld(x, C)Z) <l (i +er 1-nr1.
8 2p4

P+

30. On pose
2

X
(p:x-—>ln(2+x)—ln(2—x)—?—(x—l)ln(l—x)

qui est bien définie et de classe C* sur [0, 1], et pour tout x € [0, 1]

(p’(x)=L+L—x—ln(l—x)—1= —x-In(1-x).

2+4x 2—-x 4 — x2

2
x

Or, i =0 et In(1 — x) < —x par inégalité usuelle de concavité, donc ¢'(x) = 0 et ¢ est croissante. Comme ¢(0) = 0, on en déduit
- X

que ¢ est positive, ce qu’on voulait.

31. Par coissance de I'’exponentielle, pour tout x € [0, 1]

X2 2+x
e z(1-0"ls——=
2—Xx
puis en ajoutant 1 des deux cotés
_ﬁ x—1 2+x 4
l+e2(1-x0)"'<sl+—=—0
2—-x 2—-Xx
comme voulu.
32. Avec 29 et 31, il vient en utilisant 21
4 2 1

1
E(—d(X, C)Z) < = =
8 2p+ 1+Z—: p++p- PXeQ)

ce qui conclut I'hérédité en multipliant tout par P(X € C), puis la récurrence.
33.0n a {d(X,C) =t} = {exp(%d(X, C)z) = e%} pour tout ¢ € R par stricte croissance de toutes les opérations effectuées, puis
d’apres I'inégalité de Markov appliquée a la variable positive exp (%d(X , C)z)

2

e 8
s—
P(Xe(O)

2

1 2 1
PAX,C)=0=P (exp (gd(X, C)Z) > e%) < e’%E(gd(X, C)Z)
ce qui donne bien I'inégalité de Talagrand en multipliant tout par P(X € C).

34. g est continue par continuité de la norme et du produit matriciel, de sorte que C = g‘l(] —00,1]) est fermé comme image
réciproque de fermé par une application continue. En outre, pour tout (M, M) € C? et tout A € [0, 1], on a par inégalité triangulaire

gAM+A-AN)M)=||AM+1A-DMHul<AgM)+(1-DgM)<Ar+(1-Vr=r

de sorte que AM + (1 — A1) M’ € C et C est convexe.

35. Soit M = (m;, j) € My q(R), alors par inégalité de Cauchy Schwarz et en exploitant [|ul| =1

1<isk

1sj<d

k (d 2 d d d
IMul® =y (;1 mi,eue) <2 (Z m?,g) (;1 uﬁ) = -Zuzlm’?'“ = IMI%
= = = i= =

i=1 i=1\/=1
d’ou le résultat par croissance de la racine carrée.

36. Soit M € 4. 4(R). Sid(M,C) < t, alors il existe M’ € C tel que ||[M — M'||p < t d'ou
gM) = IMull = I(M-M+M)ull < |(M-M)ull+IM'ul <IM-Mp+gM)<t+r

comme voulu.



37. On peut assimiler .# 4(R) et R*4 ce qui permet d’appliquer I'inégalité de Talagrand a C, convexe fermé non vide (il contient
la matrice nulle) et X, dont les coordonnées dans la base canonique de .4, 4(R) (qui est orthonormale pour le produit scalaire
canonique) sont bien des variables de Rademacher indépendantes. Or avec la question précédente

dX,O)<tlc{igX)<r+t} <= {dX,O)=z}2{gX)=r+1}

d’olt comme souhaité

2

PgX)snPEgX)zr+1)=PXeOQPgX)z2r+)<PXeCQPdX,C) =1 < e T,

38. Comme suggéré, on considere G: t — P(g(X) < 1). X(Q) est fini, donc g(X(Q)) aussi, et en notant r le cardinal de cet ensemble,
on peut 'énumérer sous la forme g(X(Q)) = {y1,..., yr} en supposant y; <... < y,. G est croissante puisque {g(X) < t} c {g(X) < s}
si t < s et par croissance de P. De plus, G est nulle sur | — oo, y1[, égale a 1 sur [y,, +oo|, et plus généralement constante égale a

P(g(X) < y;) sur chaque intervalle [y;, y;+1[ pour i € [1,r —1]. On peut alors poser j = min<i € [1,r],G(y;) = %}, cet ensemble
étant non vide puisqu’il contient 7.
*OnadéjaP(gX)<y))=Gy)) = % par définition de j.
* On a de plus
PgX)zyj)=1-PX)<yj))=1-PEX)<yj-1) =1-G(yj-1) = %
toujours par définition de j puisque G(y;-1) < %
m = y; est donc une médiane pour g(X).

39. On a pour tout ¢ > 0 et toute médiane m de g(X)
PlgX)-mlzt)=P(gX)-m=zt)+P(-gX)+m=2t)=PgX)zm+1)+P(gX)sm-1)

et avec 37
2 1 2 2
8 T

P(g(X) Sm)P(g(X)>m+ f)<e 8 =>P(g(X)> m+t) < me

par définition de m. De méme
1 2 2
8 8

P(g(X)$ m-—t)< me

et donc comme attendu ,

P(g(X)-m|>1) <4e 7.

40. Avec la question 8, on a directement

+oo +00

+00 2 2
E((g(X)—m)z):2f tP(1g(X)—m| = t)dtsf Ste_?dt:32[—e_? , =32
0 0

41.0na
d

k 2
g(X)? =1 Xul? = Z( euue)
i=1\/=1

puis par linéarité de I'espérance

k
E(gX)»=)E
i=1

d 2 d
Z 6,',[LL[) ) = Z Z Z UpUmE(E; p€im).
/=1 i m=

i=1¢=1 1

Pour (i, 2, m) € [1,k] x [1,d]?, si £ # m, alors par indépendance
E(eir€i,m) = E(€; 0)E(€;,m) =0

tandis que si £ = m, E(€; p€;,m) = E(E?[) = 1. Il reste bien compte tenu de |Ju| =1

QU

k k
E@XH=Y Y u;=Y 1=k
i=1¢=1 i=1

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour 'espérance, il vient directement

E(g(X)) = E(g(X) x1) < \/E(g(X))E(12) = Vk.



42. On a immédiatement
E((g(X) - m)®) = E(g(X)?) —2mE(g(X)) + m? = k—2mE(g(X)) + m* = k- 2mVk + m? = Vk - m)?
comme voulu.

e s 1ei s N . 1 a
43. L'inégalité 39 montre le caractére sous-gaussien de |g(X) — m| avec des constantesa=4et b = 3 de sorte que 5 =+/32. Avec

40 et 42, on a en particulier
Vk-m)? <32.

Avec § = m — vk, la condition énoncée en 9 est donc vérifiée, et il vient bien avec 12 et 13 pour tout ¢ >0
2
P(g(X)-m+8]= 1) =P(gX) - Vk| > 1) <de’e 1.

44. On a directement avec la question précédente pour ¢ = eV'k

ke?

P(lg(X) - VK| = eVE) =P(‘||Aku|| - 1‘ >e) <dete T
Or, £ > 10In(1/6) d'ot
P(| | Arul - 1| = e) < 4e%e!0n0) = 464510,

1 4 x 81 81
Ore<3etd <= donc4e*s?< —— = — <1 d’ou finalement
2 29 128

P(|||Aku|| - 1| > e) < P(|||Aku|| - 1| >e)<6.

Vi—V0V

45.0n a f] = {‘ |Apull — 1| > g} et en appliquant le résultat de la question précédente a u = ﬁ qui est bien unitaire, on a
i~ Uj
directement
P(E; ;) <.
46. Il vient par sous-additivité
—_— — N(N-1
P( (N Eyj|=1-P| U Eij|=1- ) PEH=1-6 ), 1=1—¥6
1<i<jsN 1<i<jsN 1<i<jsN 1<i<jsN 2
comme voulu.
. N(N-1) 2 1
47.0n choisit 6 > 0telque ————6 <1 <= § < ————, par exemple (largement) § = —;. On constate alors que
2 N(N-1) N2

p

ﬂ E,',j) >0
1<i<jsN

de sorte qu'il existe en particulier des valeurs de la variable aléatoire X telles que tous les événements (E;, f)1<i<  soient simul-
1<js<N

tanément réalisés (on notera que par symétrie des roles, E; ; = Ej ;), ce qui revient a dire que pour une telle valeur de X, Ay est
canoniquement associée a une e-isométrie f pour (vy,..., vn), et donc en particulier qu’'un tel objet existe. Ce choix impose

In(N?) In(N)

k=160 2 =320 2

On constate donc que la constante ¢ = 320 convient, ce qui démontre le théoréeme de Johnson et Lindenstrauss.



