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Exercice

Si X est une variable aléatoire qui suit une loi géométrique, alors X (Q2) = N* et Vk € N*, p(X = k) =
(1-— p)k_lp, d’ou

= p - k p t—pt
veel—1,1], Gx@#t) = p(X =k)tF = t—pt)k =
=11k G = Y opX = = PSS = P
donc ’
p
Gx(t) = ——.
X0 = i
1
Nous obtenons alors G'y () = m etdonc E(X) = G (1) = .

Iy a 10 = 10000 codes possibles mais un seul "code secret". Donc la probabilité de tomber sur le bon

codeestp = ———.
10000 3 ,
Comme on essaie un code au hasard choisi par les codes non encore testés, X prend ses valeurs dans

I'ensemble { 1,2,...,n } ot n = 10000. On remarque que p(X = k) = p(X >k —1) — p(X > k),
donc il suffit de calculer p(X > k). L’événement (X > k) est réalisé si, et seulement si, les k premiers
essais ne conviennent pas. Notons A; I’événement

« on fait au moins ¢ essais et le i-éme ne convient pas »

Pour P’essai numéro ¢, il y a avait un code parmi n — ¢ + 1 qui convient, donc la probabilité que le code
n—1

n—i+1 n—i+1

numéro ¢ ne convient pas est donc 1 — . La formule des probabilités composées

donne :

p(X >k) = p(Ax) (1)
= p(Ap/Ax—1) X p(Ap_1/Ar—2) X ... x p(Ay) (2)
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n—1
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n
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—k+1 —k 1

Do p(X = k) = p(X > k= 1) —p(X > ) = "= - T = o
1

uniforme sur I’ensemble { 1,2, ..., n }, son espérance vaut donc E(X) = nt =

. Donc X suit une loi
10001

Les valeurs de X sont les entiers naturels non nuls 1, 2, 3, ... La probabilité que X = k est alors, pour

1
keN pX=k)=(1-pFlpoup= 10000° Donc X suit une loi géométrique de paramétre p.
1
En particulier E(X) = — = 10000.
p
code=4714
n=int(import("taper un code a 4 chiffres:"))
k=1

while n!=code:
n=int (import("taper un code a 4 chiffres:"))
k=k+1
print("vous avez trouve le code en " +retrurn(k)+"essais"

def crypte(n):

L=m.copy()
for i in range(len(L)):
L[i]=(L[i]+5)%10

Probleme : intégral de Fresnel

Partie I - intégrales fonction de leur bornes

42
La fonction ¢ €'* est de classe € sur R, donc sa primitive qui s’annule en 0 est aussi de classe €™
;2
sur RetVr € R, H'(z) = "
Soitx € R,ona:

—T
H(—z) = / e’ dt (5)
0
T
= — / " du (changement de variable t = —u) (6)
0
= —H(x) (7)
Donc H est une fonction impaire.
x .n
z
D’apres le cours, on sait que e* est développable en série entiére sur C et que ¢* = Z —» en particu-
n!
n=0

lier, Vt € R, on a;

eit2 _ i (Z‘tQ)n B > ,L'nth'

nl n!

ing2n $2n 2N
Maintenant, soit # > 0 fixé. Si t — ¢n(t) = ——, alors [p,(t)| = — < — ce qui montre que

la série de fonctions g ¢n, converge normalement et donc uniformément sur [0, z], donc on peut
n>0
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intégrer terme a terme la série :

+oon

x £00° in p2n+l
= t)dt = = .
[ St =3 [ =S5

H étant impaire, donc le développement valable pour tout = € R.

2 .
U
(&

Ju

Par le changement de variable v = %, H(z) = % / du.
0

A T'aide d’une intégration par parties, on obtient :

H(x)~ H (Var) = % / e ®)
1
2

ix? N Ze27r i /-x ezud (10)

20 2v2r 4 Jor ub

a2 . z2 iu

2 1 e
= - — - —du 11
2 2427 4/% w2 (a7

2 .
e i 4
—du
2r U2

Riemann. De plus lim —i¢
T—00 2x
+oo

42
e dt converge.

2

 du . T du | , . -
< — . Or I'intégrale — étant convergente, car elle vérifie le critere de
2T U2 2T U2

ZIQ

On a

= 0. D’ou H (z) admet une limite lorsque x tend vers 400, c’est-a-dire

0
L’intervalle [a, b] est discrétisé en n subdivisions ( c’est-a-dire n + 1 points ), le pas de discrétisation

a
esth=——,a;41 =a; +h,ap=aeta, =0.
n

def I(f, a, b, n):

s =0
h = float(b-a) / n
X = a

for i in range(0, n + 1):
s=s+ f(x) * h

return s
def H(x, n):
return I(lambda t:1j*(t**2),0,x,n
Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel
Ona le *(*” | = |e” () ”2] e PP et]|2 il =Vtr + 1.
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—z2 (t2—i)

Yo est continue sur R et Vo € R,
—1

droite est intégrable sur R.
Cette fonction étant continue sur R et dominée indépendamment du parametre x par une fonction
intégrable, on en déduit la continuité de g sur R.

+o0 e—wi(tz_i)
Posons g(zy) = / fa(t)dtou fo(t) = —5——.
- —1

—x2(t2—1)

2 —i

1
41

e
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L’application z — et la fonction a

t2

Remarquons que l'intégrale considérée converge pour n € N. Pour tout ¢t € R, ona lim f,(¢t) = 0.
n—oo

De plus,pourn € Nett € R,ona

1
fult)] < —.
La fonction a droite de 'inégalité est intégrable sur R. On en déduit par le théoreme de convergence
dominée que

+o00
lim g(zy) :/ li_)m fu(t)dt = 0.

n—00 oo
D’apres la caractérisation séquentielle de la limite a I'infini, on déduit que lir}rl g(x) = 0. Comme ¢
T—r+00
est une fonction paire, alors lim g(x) = 0.
T——00

—x2(t2—1)

e . I
2 est continue par morceaux et intégrable
—1

—x2¢2

puisque f(x =
’ VEIT+1 T Vit +1

e Pour tout € R, la fonction t — f(z,t) =
1

<3

0 )
e Pour tout ¢ € R, la fonction x — f(x,t) est dérivable et de dérivée a—f(x, t) = —9ge ™ (7=,
x
0
e Pour tout u € R, la fonction ¢ — 8—(x, t) est continue par morceaux et intégrable.
x

. 0 .
e Pour tout u € R™, la fonction z + —f(a:, t) est continue

Ox
e Soit [a,b] C|0,+s[. V(z,t) € [a,b] x R,

intégrale sur R.

22 (t2—1)

—2zxe” < p(t) ot p(t) = 2be 10’ qui est est

+o0 8f
Conclusion : g est de classe €' sur R*T et ¢/(x) = / = (z,t)dt
oo Oz
‘t2 oo 2t2 ;2 oo 2 ;2
Vo € R™, ¢/ (z) = —2te™ / e " Vdu = —2e"” / e du = —2y/me"".
0 —o0

Comme il s’agit d’une fonction paire, alors g est de classe € sur R* et Vo € R,
J'(z) = —2y/me™®”.
Ona X? —i= (X — e%) (X + e%), d’ou la décomposition en éléments simples :

1 « I5)
X2 = =
X —e1 X +e4

ou .
. X4es , 1 1 V2
a= lim ——— = lim T  im ;
z—e T X2 =i t—ed T+ed 2e 1 2(1 + Z)



et

X —eT 1 ~1 V2
p= lm ——= lim — = — = —.
m—}—ezT X?—i I—}e% r—e4 2e1 2(1 =+ Z)

/+oo dt _ /+oo dt
oo 2—V2+1 ) (t—@)2+%

2

Al

+oo
- i -
U +1
De méme, on a:
/+oo dt - /+oo dt
oo B2HV2t 41 o (Hﬁ)2+%
_ \f/ #
xft+1
—+o00
- i e
U +1

Q21. En intégrant la relation de la question Q19. sur [¢, x|, puis en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient :

o(0) — gla) =27 | " etar

D’ou

Ve >0, g(x) = —2f/ j;;)ﬂ—Q\/TrH(x).

Comme lim g¢(z) =0, on a finalement :
r—>+00

/+OO dtrqy - 90) _ (A+a)vm
0 2y/m 2v/2

puis, par identification :

+oo +o0o /2
/ cos(t?)dt = / sin(t?)dt = Tﬂ
0 0

Partie III - Etude d’une série de fonctions
Q22.. Soit M un majorant de (|by|)nen. Alors, ¥n € N :
0< ‘(an - an+1)bn’ < ‘an - an—&—l‘M,

ou encore
0 S ‘(an - an+1)bn’ S (an - an+1)M7



car (an)nen est décroissante.

Or, la série Z(an — ap+1) est de méme nature que la suite (ay,)nen : elle est donc convergente.
neN

Donc E — ap41)M est une série a termes positifs convergente. Ainsi, d’aprés le théoréme de

comparaison des séries a termes positifs, E (an — an+t1)by, est absolument convergente, donc elle

neN
converge.

Q23. Puisque z €]0, 27|, alors €” # 1 et par conséquent :

inx —inx inx

3 nx
i _ L1 —em _ el €2 e ei(nﬂ)%sm 5
z: _ pix iz =iz iz in X °
1—eir ez e 3 —e3 sin 5

n

Q24. Soit x €]0, 27| fixé. On définit les suites (an)nen et (by)nen par b, = Z e gsin > letby = 0et

k=1
1 1
a, = —= avec ag = 0. D’aprés la question précédente |b,| < ———, donc (ay)nen est bornée, de
vn n(3)
plus (ay,)nen tend vers 0, donc d’aprés ce qui précéde, la série Z ap(by, — bp—1) converge, c’est-a-dire
neN
la série Z converge pour tout z €]0, 27].
neN*
Q25. Pour z €]0,27[ et n € N*, on note S, ( Z

eia: -1 n+1 eit:r
S, — dt| =
w o) /1 Vi ’

n ei(kJrl)m _ otk k+1 elte
— = / (18)
izVk KooVt

1

=
Il

n i(k+1)x _ ikx k+1 itz
e e e
< —_— — 19)
D il Al <
T~ 1
< - — <C (20)
4 =1 k2

1.3\ 1a1
ouC=—-((=)=- Z — . Lorsque 7 tend vers +00, on obtient I'inégalité demandée.
4>\ 2 4= s

Q26. Soit z > 0 fixé. Utilisons le changement de variable v = vtz dans l'intégrale définissant I(z) :

+oo itz +oo  iu? 2ud +oo
:U):\/E/ e\[dt:\/i/ ¢ X uu:2/ e’ du
1 t Nz

1+
V2

V.

z—0t

too
D’ou lim I(z) = 2/ e du =
0



i X n,.n—1

o0 n.n
i . 1'x , e —1 "
Q27. Onaemzl-f—zx—l—g ] , d’ou e zl—l-:cg "
k=2 k=2

= 1+ zg(x) ou g est une fonction

=1

i
. , .oer—1
continue et par conséquent lim —
z—0 T

L’inégalité de la question Q25. entraine :

el$

Vz > 0, 1\/58(95)—1(:6) <Cyx

1

SN . Y
douxliﬂ[)h \/ES(a:)—xliH)hI(x)— 7 /', donc

141

V2

S(x) VT

au voisinage de 0.



