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CCP Maths 1

Caleul d'une intégrale double, Equation différentielle et
Transformation d ' Abel

Corrigé

,—{ ‘Exercice 1.

En effectuant le changement de variable (x,y) = @(r,0) = (rcos 0,rsin0), on obtient

1 27 1
// ﬁdxdy:// "_drdo — </ ’ 2dr> d6 = win2
px*+y +1 0,1]x[027] 1 +7 ?ﬁ/ 0 o 1+r

,—{ ‘Exercice 2.

La fonction x +— X* est continue ne s'annule pas sur Uintervalle I, donc [équation différentielle (E) est équi-
valente a ['équation différentielle y” + % Y+ %y = 0 surl qui est bien une équation différentielle linéaire
d'ordre 2 a coefficients continues, il vient que dimS™ = 2.

Avec un méme raisonnement on a; dimS— = 2.

Soit f € ker @ ; nous avons f =0 et f1 = 0, et par continuité de f en0, on a aussi f(0) = 0, ceci montrer que
f=0surR ; douker o = {0}, et par le théoréme du rang appliqué 4 @, on adim S = dimker ¢ +rg @ =
rg@ <dim(ST xS§7) =4.

Sur I : soit g une solution de (E) sur I, nous avons (g') + 1(g') = 0, ainsi g’ est solution de [‘équation

X
différentielle y' + % vy = 0 surl, dont les solutions sur ['intervalle I sont de la forme x —> 2 qvecd €R, il

X
existe alors A € R tel que pour toutx € 1 g'(x) = %, donc g est de la formex — Alnx+ B ot A,B € R. on
en déduit que ST = Vect{x — 1,x > Inx} etdimS™ = 2.
SurJ : avec un méme raisonnement on obtient S~ = Vect{x — 1,x — In(—x)}.
Détermination de S : Soit f € S, notons fi (resp. f1) la restriction de f al (resp. aJ), on a f; € ST et
f1 € 87, ils existent o, B, 0, B’ € R tels que, pour tout x € I f(x) = fi(x) = ot + Blnx et pour tout
x€J f1(x) = f(x) = o + B'In(—x), comme la fonction f est continue en 0, alors les deux fonctions fi et
f7 admettent des limites finies respectivement a droite et a gauche en 0, ce qui montre que B = B’ = 0, il vient
alors que la fonction f est constante sur chacun des intervalle I et J et puisque f est continue sur R alors f est
constante sur R a savoira = .
Conclusion S = Vect{x +— 1} , etdimS = 1.

Six — x% est solution de (E) sur I, on remplace dans (E) on obtient &> — 7ot + 12 = 0, on a alors deux
valeurs possibles pour O ; & = 3 ou 0 = 4, et les deux applications x > x* et x > x> sont bien des solutions
de (E) surl, comme ces deux fonctions sont linéairement indépendantes, donc ils forment une base de S et on
aSt = Vect{x — x>, x —x*} .

On vérifie aussi que les deux fonctions définies surJ parx — x* etx v x> sont des solutions de (E) surJ, ces
deux fonctions forme un systéme libre donc une base de S~ ; d'oue S~ = Vect{x > x>, x > x*}.
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,—| ‘Exercice 2. suite N\

On peut démontrer que dans cet exemple, application ¢ définie a [a question 2. est un isomorphisme ; en effet
si(f1,/2) € ST x S, notons f Uapplication définie sur R par: /1 = fi et f/J = fo et f(0) =0, par
définition de f ils existent o, B, 0, B’ € R tels que pour toutx > 0, f(x) = ax’ + Bx* et pour toutx <0
f(x) = o'x> + B'x*, f est deux fois dérivable et vérifie équation différentielle (E) surR, ¢'est-a-dire que @
est surjective.
3 4 -

On en déduit que S = {x — { g&tﬁa{x‘* Z i i 8
dimST =dimS™ =2 etdimS = 4.

On considére [équation différentielle x>y" + 8xy' +12y = 0.

/a,a’,B,B’eR}

Surl les solutions sont de [a forme x — % + %, avec o, B €R, et

surJ les solutions sont de la forme x — % + %, si f est solution de cette équation différentielle sur R, alors
. . 4 g
ils existent o, o', B, B" € R tels que pour toutx >0, f(x) = 5 + % et pour tout x < 0, f(x) = % + %,
puisque f continue en O donc , admet une limite finie en 0" et en 0, ce qui montre queat =o' = =’ =0,

ainsi f est la fonction nulle.

Conclusion : S = {0}.

PROBLEME

‘Premiere partie :
Conwvergence de séries par transformations d ' Abel

n n

S = Z arbr = apbo + Z ay(By —Bi—1)
k=0 k=1
n n
= aobo+ Y aBi— Y akBi_
k=1 k=1

n n—1
= apbo + Z axBy — Z Ar+1By
k=0

k=1 =
n—1 n—1

= Z axBy — Z Qg1Br +anBy,
k=0 k=0

n—1

= Z (ax — ary1)Bi + anB,
k=0

Au passage on a utilisé [égalité By = by

n oo
kg{)(ak —agi1) = ag — Apy1 n_>—+>oo ao, done la série ngb(an —Qy41) converge.

La suite (ay), étant décroissante, donc pour tout k > 0; ay — ax1 > 0, puisque (By), est bornée

alors (an — ay+1)By, = O(ay — ay1), maintenant la convergence de la série Z (an — any1) permet
n>0
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de conclure que la série Z (an — ans1)By converge absolument, et en particulier elle est convergente,
n>0
d’autre part la suite (a,By,), converge de limite nulle (By,), bornée et (ay), tend vers0), en déduit alors

que la série Z anby converge.

n>0
~+oo ~+oo
Remarque : on a aussi Z a,b, = Z (an — an+1)Bn
n=0 n=0

Enoncé : Si (ay), est une suite décroissante de limite nulle, alors la série Z (—1)"ay, converge.
n>0

Démonstration : Pour tout n € N ; | Z (—=)f = £1]| < 1, et (an), décroissante de limite nulle;
k=0
d’apres le résultat de la question précédente ; la série en question converge.

e'% £ 1 puisque 6 # 0[27].

no

né , inb _jné _

i 196 "o 1 1962(812 —e lz)zei(n+l)g81n(2)
k=1 9 —1 ei% (eig — e_ig) sm(g)

n
Casa >0 : Pour toutn € N*, on a | Z elkel < g et dautre part [a suite de terme générale %

k=1 sin(5)
(n > 0) décroit vers 0, d’aprés le résultat de la question 2.2 [a série en question converge.
in@ 1 ein9
Casa < 0:ona|—|=— — oo, donc lasuite de terme générale — - ne tend pas vers 0 lorsque
— n% n—-oo n%

n tend vers 400, dans ce cas il y a divergence grossiére ; on en déduit que la série diverge dans ce cas.
P
Six # 2kT : Par application du résultat de [a question précédente (avec 00 = 2 et 0 = x)la série Z

n>1 \/>

‘ o ..y sin(nx)
converge, en passant d la partie imaginaire de [a série, il vient que la série Z ———=—= converge.
n>1 \/ﬁ
sin(nx
Six € 27, alors pour toutn > 1 ;u,(x) = O et donc la série Z (nx) converge.

n>1 \/>
Deuxieme partie :
Convergence uniforme de séries

Pour toutz7 € A ; |anFy(2)| < anM, donc sup |a, Fy(z)| < a,M e 0, ce qui montre la convergence

Z€EA
uniforme surA.
pour toutn € A ; (an — an+1)Fn(z) < (an — an+1)M, et la convergence de la série Z permet de
(an 7an+l)

conclure.

n—1
Ona Z anfn= Z (an — any1)Fy+ anFy, ‘Transformation d'Abel’, puisque les deux suites de fonctions

k=0

(anFn) n et ((ay — ani1)Fy)n convergent uniformément sur A alors leurs somme est une suite uniformé-
ment convergente surA.

Pourx € R 1 — e — (¢~ — e )eit — _isin(3)e”

Soita €)0, [, on va appliquer le résultat de la question précédente aveca = et fn la suite de fonction

L

N

définie sur[a,2m — a| par f,(x) = sin(xn), pour cela il suffit de démontrer que que la suite de fonctions
n

de terme générale F, = Z S est uniformément bornée sur[a,27 — a] : pour toutx € [a,2W —al, on a
k=1
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[Fa(x)| <

| < m, mains pourx € [a,2% —al, onax € [§, 7 — 5], et doncO <sin§ <sin3 <1, ce
2

1
qui montre que | F,(x)| < ——. Do le résultat.
sin £
2
La série Z Uy est uniformément convergente sur tout intervalle de [a forme [a,27 — a] (a €)0, x| ), donc
n>1

sa sommeU est continue sur tout intervalle de la forme [a,27 — a] (a €)0, w]), ¢ ‘est bien que la fonction
U est continue surUueo z([a, 27 — a] =0, 7[.

u i i T T
Pourx €10,], ona| ¥ sin(ke)sin(px)| < S0P sin(poT_ px
= sin(%) X x

= pT.

n
Six =0, onaaussi| Y sin(kx)sin(px)| =0 < p7 .
k=1
En appliquant ce qui précéde la série converge uniformément sur ['intervalle [0, ).

La fonction U étant impaire, donc pour toutp € N ,a,(U) = 0.
T Foo

9
Toujours avec raison de parité deU , pour toutp € N ;b,(U) = ;/ sin(px)U (x)dx = f/ Z v (x)dx,
0

la série Y Vv, converge uniformément sur le compact |0, 7|, ce qui permet d'intervertir a somme et [ inté-
g p ) p
n>1
o 21 7 . 1
grale, il vient queb,(U) = — Z —= [ sin(px)sin(nx)dx = —.
T n=1 n.Jo \/ﬁ

Sous ['hypothése que U est continue par morceaux sur R donc aussi sur le segment (0,27, la formule de
Parseval, s ‘écrit

2 1 +oo 1 2

3 L@ b)) = 5

27

U(x)*dx

~+oo
1 1 , o
— converge, qui est une contradiction. D oi; le résultat.
n
1

~+oo
Ce qui implique que la série Y (—=)" =

Troisieme partie :
Convergence uniforme d 'une série entiére

La série Z an?" converge uniformément sur tout disque fermé de centre O et de rayonr < R.

n>1

+
x
Supposons que la série Z —— converge uniformément sur| — 1, 1[, donc la suite des sommes partielles
n

associées est uniformément bornée sur| — 1, 1|, c'est-a-dire il existe M € R tel que pour tout n € N*
k

x
et toutx €] —1,1[; | Z 7‘ < M, en passant a la limite lorsque x tend vers 1, on obtient, pour tout

n +oo
neN*; Z <M, ce quin'est pas le cas, car la série Y —= diverge.
n
k=1 n=1
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On muni R? de la norme ||.||2 (en dimension finie toute les normes sont équivalentes), ['ensemble Dy est
Uintersection des deux fermés suivants : Le disque fermé de centre Q et de rayon 1 "pour [a norme ||.||2" et
Py (] —oo,cos ) oil py est la premiére projection qui est une application continue (p(x,y) = x).
Remarque : [image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé.
Pour tout (x,y) € Do ;|| (x,¥)||2 < 1, donc Dy est borné.
Dy fermé bornée, donc compact (dimension finie).

Pourz € Do, onaz# 1 ¢ Dy, donc |F,(z)] —\

0<l—cosa<l—x=Re(l—z)<|l—z| doncF,(z) <

n+1 1+|Zn+1’ 2
1=z — 1z |
2

, d’autre part

1—z2

< < .
|1 —z] _l—cosoc

D aprés le résultat de la question précédente, pour toutz € D , |Fy(2)| < , ¢ est-d-dire [a suite

’_ 1—cosa

NG
+'>°n

vers 0, d’aprés le résultat de la question 5.1 [a série Z i converge uniformément sur D .

n
des somme partielles Z ), est uniformément bornée sur Dy, et comme la suite (—=), est décroissante

MP 5/5 Aqalmoun Mohamed
www.aqalmoun.com



