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X
Partie 1: développement limité d'une intégrale  f: X «o- x.f 1e+t
0

dt

I
A1) - Pour que la fonctiohsoit définie, il faut et il suffit que I'integral{x 1e "
0

Comme 0 est une borne de cette intégfaledoit étre un intervalle qui contient 0.

- La fonction g: X 00~ —— 1 X est continue sur ]— 1 oof.
OXC]— 1, 4o, fx
ol
-1 ¢ : :
N j dt est impropre en — 1 et est divergente.
o 1+t
En effet: [t0]- 1, 0] l>< 1 <g(t)y<s— et Im xd_ I|m L IN(L +x) = -
| e - 1 +t 1 S '
Par suite: —11%y .
Finalement: | =]- 1, 4o[|.
LA.2) - On note G la primitive dg sur ]- 1, +o[ qui s'annule en 0.

Commeg est strictement positive sur |- Ieft G est strictement croissante
et, par suite, G est strictement positive sieRest strictement négative sur ]- 1, O[.

- Par définition: OxO]- 1, 4oo[, f(X) =x.G(X) donc: OxO]— 1, +oo[, f'(X) = G) + X.g(X).
e Six(]-1, 0] alors &) <0 etx.g(xX) <0 doncf'(x) <O0.
« SixOR: alors GX) >0 etxg(x)>0 doncf'(x)> 0.

|f est strictement décroissante sur ]— 1, O] ettstment croissante sunR

Note Commef(0) =0, f est positive su®; et ne s'annule qu'en 0.

1 1
LA3) - OxO}- 1, 0], TtO[x, 0], €x57<g0 ST

) dt
Par suite: OxOJ]- 1, 0], j < G(X exj
Lol | isense) iy

et: |OxO]-1, 0], x&.In(l +x) <f(X) < In(L +X)|.

- I|m . X€.n(1 +x) =+ donc Iirn1+ f(X) = +o0
X - = X - —
LA.4) - OxORY, g(t) = it donc GX) =In(1 +x). Par suite:| OxOR%, f(X) = x.In(1 +x)|.
- lim xIn(1 +x) =+4c0 donc | lim f(X) = +eo
X — +oo X — +oo
- OxORY, i—l> In(1 +x) et Iirp In(1 +x) = +0 donc Ilrp 0 _ 1o :
X — +oo X — +oo

| Quandx tend vers , la courbe dé présente une branche parabolique de directigjl (O
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.B)
.B.1)

.B.2)

.B.3)

nON", kOZ, k>—n et x :E.
SikON" alors on peut utiliser I'approximation dex@(ar la méthode des trapézes.
On partage le segment pQ] enk intervalles de méme amplitu%eet on approche &)

par la somme des aires des trapézes definiea paurbe d'équation= g(x), I'axe des abscisses
: . . i
et les droites d'équatiorn= p

On rappelle que les valeurs extrémes de la sudddivin'interviennent que dans l'aire d'un seuleizap
alors que les valeurs intermédiaires interviendant l'aire de deux trapezes.

1 k-1 ei/n ek/n
Il vient: Gfx) = *{ (0)+229 +9(Xk)}:§{1+221+|/n 1+k/n}

dou: Gt = 2n izln+| 2(n+k)

) k(1 k-1 ei/n ek/n
et, par suite: f(xk):xk.G(xk)-ﬁ %+ > e +2(n+k) =yil.
i=1

Si —n<k< 0, on partage encore le segmext (] enk intervalles de méme amplitude.
Les points de la subdivisions sont les rc%qimuri variant dek a 0.

Il faut, de plus tenir compte du fait que les lezrde I'intégrale sont en ordre décroissant.

k ek/n -1 e|/n 1
Danscecasf(xk)z—ﬁ(z(n+k)+ > i ol
i =k+1

>T:=array( 1-[_n].. [m):
for k from 1- to [ do T[k]:=evalf(exp(k/4)/(k+4)) od:
liste:=[]:

for k from -3 to -1
do y:=-k*(1/4+T[Kk]+2*sum(T[i],i=k+1..-1))/8:
liste:=[op(liste),y]
od:

liste:=[op(liste),0]:

fork from1to 8
do y:=k*(1/4+T[K]+2*sum(T[i],i=1..k-1))/8:
liste:=[op(liste),y]
od:

print(liste):

On a d'abord calculé dans un tableau les valdiles de la fonctiom.
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.B.4)

.C.1)

.C.2)

> T:=array(-3..8):

for k from -3 to 8 do T[k]:=evalf(exp(k/4)/(k+4)

liste:=[]:
for k from -3 to -1

do y:=-

K*(L/4+T[K]+2*sum(TTi],i=k+1..-1))/8:

liste:=[op(liste),[k/4,y]]
od:

liste:=[op(liste),[0,0]]:
fork from 1to 8

do y:=k*(L/4+T[K]+2*sum(TIil,i=1..k-1))/8:

liste:=[op(liste),[k/4,y]]
od:

plot(liste,style=LINE,scaling=CONSTRAINED);

) od:

La fonctiong est C sur ]- 1, o[ comme quotient de deux fonctions,C

le dénominateur ne s'annulant pas sur cet interval
Par suite, la fonction G est’Gur ]- 1, +[ de méme qué

On en déduit queadmet un développement limité de tout ordre en 0.

Donc

il existe une suite réell®Jxon telle que: OndN, f(X)

Z)\kx +o(x")|.
Ok=0

& =

X -0

Par produit,g(x) = 1 +£ -

On en déduit que: @)( = x+

et que:

1+x+£+£+o(x)

2 6

X0 2

1

et1+

X
3

4
6 12

)

.y

—x+i—
B 6 12

X5 +0()|.

= 1—x+x2—x3+o(x3).

+0(C)

+0(x"
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1.C.3)

.C.4)

1.C.5)

On reprend le calcul précédent et on fait apparédtterme d'ordre — 2

dans le développement limité en 0 de la fonagon
n—2.k 1 n-2

e"x— Zﬁﬁo(x 5) et 7%, 7 3 (- 1f X +0o(x"7?

( !—Z—P (_12 -p N2
p! -3

Le terme cherché eSE
p=0

On en déduit quejOn=2, Ay =—— >

On= 2, }\n+1—1ni( 1T+l_p:n_lx 1 1 z (_l)n j|

n.=o p! n n-1/(n-1)!
DnZ 2, )\n+1:$—n—1)\n
1_1 . :
Comme A, =55 et A1 =0, cette relation est encore vraie pourl.
: 1 n-1
Par suite: |On=1, )\”"1:5_7 Anl.
> restart:
a:=0:p:=0:
forifrom 1 to n-1

do a:=1/i!-(i-1)*a/i:
p:=pt+a*x"(i+1)
od:

p;

Pour vérifier la question I.C.2

> restart:

a:=0:p:=0:

forifrom1to 4
do a:=1/i!-(i-1)*a/i:
p:=p+a*x"(i+1)
od:

p;

x? +1x —ix
6 12
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Partie Il : une équation différentielle d'ordre 1
(E): (1 +x)y =xy et ¢ estlasolutionde (E) sur ]- 1, e[ vérifiant ¢(0) = 1.

X
1+x
Il s'agit d'une équation différentielle linéairenmogene du premier ordre résolueyen
On cherche a résoudre un probleme de Cauchy en 0.

On sait qu'un tel probléeme admet une solutiometseule.

D'oul | I'existence et I'unicité dy.

IILA.1) Sur]-1,+[, (E) = VY —

y=0 car 1#«#0.

_ X _ 1l+x-1_ 1
[ILA.2) On pose(x) = — Tix- " 14x -1t 7T+x
A(X) ==x+In(1 +x) est une primitive da(x) sur ]- 1, +o].
La solution générale de (E) sur ]- y[+est dong/ =k T+x’ kOR.
La condition initiale fournie donne 1k=
-1, 4oo[ oo~ R
Donc | ¢:
X9 T 5x
Note ¢ est la fonctiorg définie dans la partie |
11.B.1) On suppose quetxdl, ¢(X) = Y a,.x".
n=0
- Ceci nécessite [ |- 1, +eo].
-~ Commep(0) =1, [ao=1].
N Commed est solution de (E) sur I,
OxOl, (1 +%) Y na,x""'=xY a,x"
n=1 n=0
OxOl, Y nanx" '+ Y na,xX'= Y ax"*!
n=1 n=1 n=0
Oxdl, Y+ Dag+ X'+ D nax"— > a,_1X'=0
n=0 n=1 n=1
OxOl, a+ Y [(n+ 1)an+1+na,—an_q.X"=0.

n=1

Par suite: [a, =0 et [On=1, f+ la,+1+Nna,—a,_1=0.

I1.B.2) - (@n)noin est la suite définie par la donnéeades 1, dea; = 0
n+1
n + Zan+

et par la relation de récurrencéin= 2, a,+2=— 1t

1
n+2
et ceci la définit de maniere unique.
- On vérifie par une récurrence a deux prédéecessp: [InCJN, |a,| < 1.
» La propriété est vraie poar= 0 etn = 1.
e Si, pour unindicadonné (=20), p|<let ,+4<1
(n+1)|an+1|+|an|<n+1+1_

alors gn+ 4 < m— <hi2 - 1 d'ou I'hérédité.

Par suite: | &,)yow €St une suite bornge
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11.B.3) Comme la suitea x 1") est bornée, le rayon de convergence R de la sgti@re)_ a,.x"
est au moins égal a 1 donc il n'est pas nul.

Donc: |¢ est développable en série entiere au voisina@{e.de

.B.4) - Si, pour un réal aveci| > 1, la séri§_ a,.r" était convergente
alors le rayon de convergence R de la sérierentiéa,.x" vérifierait R>r.

La fonctiony : x =0~ Y an.X" serait de classe’Gur ]-r, r|
n=0
et serait sa restriction sur ]- 1, 1[.
Ceci est impossible c¢rn'est pas prolongeable par continuité en — 1

vu que I|m LO(X) = +o0
X—»—

- D'apres ce qui précedélr > 1, R<r. On en déduit que: R1.
Comme on a déja montré queR, on en déduit] R =1

[I.C.1) Onpose:[n=1, by=a,+an_1

- Larelation On>1, 0+ 1@y+1+na,—a,-1=0
peut s'écrire:[n=1, i+ 1)@,+1+a) =a,+an_1

ce qui se traduit par:{On=1, (O + 1)b,.1=hy|.

1.1 1 1

=5=5p bs=j5

Une récurrence immédiate donngIn= 1, b, =

I.C.2) Onx1, 2(—1)kbk-2(—1)kak+2(—1)kak 1—2(—1)kak Z(—lykak (- a—1
=1 1

k=

n n -k
On=>1, (—17.an:1+2(—1)kbk g—lidonc Un>1, ay= Zﬁ_—lL.
k=0

k=1 k=0

. p n—-2, -2k
I.C.3) On22, Ay=r L Z( 1T nfl > Y —  ponc|mn=2 A”‘? it

[1.D.1) >restart:

ni=[n]:x:= [u0]:y:= [ul]:
if n=0
then print(x)
elif n=1
then print(y)
else forifrom2ton
do z:=(x-(i-1)*y)/i:
X:=yyi=z
od:
print(z)
fi:
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I1.D.2)

11.D.3)

11.D.4)

11.D.5)

On vérifie que E est un sous-espace vectorigRte |

- Par définition EJ R".

- La suite &)non est une suite de E doncH].

. N+ 1Up+1+NU—U,_1=0

. DADR,DuvDE,DnmN,{fn+1§H1+mm_wP1:0

Par suite {(+ 1)Au +V)p+1+nAU+ V), — AU +V)p_1
=(N+ 1AUp+1+Vh+1) +NAUL + V) — AUp—1+Vh_1)
=A[(N+ DUn+ 1+ NUL—Up—q] + [(N+ IVps+1+NVy—Vh_1q]
=Ax0+0=0

DoncAu+v O E.

On a montré que] (E, +,.) estun R-espaceviet].

. Eoo R
Soit: {u::a (Uo, Un)
- OAOR, Ou, VOE, @Au+V) = (AUg + Vo, Aug + Vi) =A(Uo, Ug) + (Vo, V1)
AU +V) =Ag(u) + @v) donced<(E, RP).
N Sig(u) = (0, 0) alorsup=u; =0

et une récurrence immeédiate donagON’, u, = 0.
Par suiteu est la suite nulle.
Donc Kerfp) = {Og} et, de ce faitgp est injective.
- @ est manifestement surjective car la donnée d'upledq, [3) quelconque de réels
définit une suite de E patip =a, uy =f et OnON", (N + 1)up+1+NUp—Uy_1= 0.
On en déduit que est un isomorphisme de E suf.R

Par suite, E et Rsont de méme dimension dopc E est un plan viehtor

On cherche les réadsnon nuls tels queEnON", (n+ 1" *+ng"=q""*=0 (1).
(1) = OnON’, (+1)0*+ng—-1=0

(1) - OnON, gq@+1n+(@+1)@-1)=0

(1) = gq=-1

| Les suites géométriques éléments de E formenblgedsectorielle Vect{ «s- (— 1))]|.

S On notea la suite &)nown etb la suite ((— L)now-

aobo 1 1
a]_b]_ 0 -1

Par ailleurs cette famille est maximale car dip¥ER donc c'est une base de E.

La famille @, b) est libre car =—1#£0.

- Soitu une suite quelconque de E, il existe un uniqueleoi, () de réels
tels que:u =aa+ Bb (ce sont les coordonnéesudans la base(b)).
Par suite: (o, B)OR? OnON, u, = 0a, + (= 1.

. = + R a= +
PournJ{0, 1}, on obtient: { o _ P d'ou { _ to
up=-P B=-U

n -k
Finalement:| siOE alors OnON, Uy = (Uo +Uy) D — t, —uy(- 1.
k=0 <
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Partie 11l : une équation différentielle d'ordre 2
() XX+ LYy — x(C+ 2+ 2y + (X + 2+ 2y =0

l1LA.1) Si P a pour terme dominamt” aveca # 0,
« le terme dominant dé(x + 1)P" esn(n — Lax"**,
« le terme dominant dexp + 2x + 2)P" est -nax™?,
o ercelui dext + 2 + 2)P esax" 2

Pour que P soit solution d& () il faut que: (-n + 1)ax” 2 soit un monéme nul
ce qui exigen = 1.

Donc| si un polynébme P est solution @€ )(alors d°(P) = h

[11.LA.2) On cherche deux réeisetf3 tels que:
OXOR, X (X + 10 —x(¢ + 2+ 2)a + (¢ + X+ 2)ax+B) =0 (2)

(2) - OXOR, (¢+2%+2B=0
(2) = B=0.

| Les solutions polyndmiales d&'() forment la droite Veck(oo- x) = VectGd|R)|.

[11.B.1) On utilise la méthode de variation de la constante
On cherche les solutions d& | sur R sous la formg = A(x).x
Il vient: y' =N (X).x+A(X) ety' =A"(X).x+ 2\'(X).
A vérifie I'équation différentielle
(@ X(x+ A" X+ 2= x0¢+ X+ 2N Xx+A]+ 0+ 2+ 2)AxX =0
(@ = X(X+1NA"X+2AN]T=x0¢+2%+2N =0
@ = X+1A"X+2AT=0C+2X+2N =0
(@ - x(X+1IN"—x°A'=0
(& = X+ 1 =xz en posanz=A\'

Donc | la résolution de{) sur IR se raméne & la résolution de|(E)

[11.B.2) La solution générale de (E) sur |- o[test z= A AR.

1+x’

L e 3 x &
Donc A _A—1+x et )\—AUO —1+de+ Bj.

La solution générale d&5() sur ]- 1, O[ et sur ]0,o¢] a pour expression

[y) = Af(X) + Bx, (A, BOR.
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[11.B.3) Une solution del ) sur |- 1, +o[ est une fonctiom de la forme

1.C.1)

.C.2)

]—1, +00[ - R
x oo~ Af(X) + Bx si xUJ- 1, Of

h: X 5o Ci(X) + DX si x>0 deux fois dérivable en 0.
Qwo-0
- La continuité en 0 est assurée carO fi = 0.
X —
N La dérivabilité en 0 exige B = D cdr(0) = 0.
- D'apres le D(0) def, pour quen admette un D{(0) il faut que A = C.

Dans ce cash(x) = Af(x) + Bx est de classeGsur |- 1, +9[.

|Les solutions ded’ ) sur ]— 1, o[ ont pour expression #x) + Bx, (A, B)OR

2|'

Si A% 0alors lim, Af(x) + BX| = 4o,
X - —

et on a vu que les fonctiorSIR =-- Bx, BOR sont des solutions d&() sur R.

| Les solutions ded’ ) sur R sont les fonctions IinéaiqLes

D'aprés la question précédente les solutiongtes(r ]- 1, +o[
ont pour expressioy(x) = Af(x) + Bx avec (A, BIR?

Par suite: O(A, B)OR?, y(0) = 0.

{ sia # 0 aucune solution d&¥() sur - 1, +o[ ne vérifiey(0) =a
sia = 0 toutes les solutions d&'() sur ]— 1, +o[ (une infinité) vérifienty(0) =a |

Les solutions ded’ ) sur ]- 1, o[ admettent pour développement limité d'ordre D en
Yy = Bx+ A + 0(xP).
X

—

Par suite: y'(0) = B ety'(0) = 2A.
Les conditionsy'(0) =3 et y'(0) =y donnentdonc Bg et A :52{.

La seule solution deX) sur ]- 1, +o[ qui vérifiey'(0) = et y'(0) =y esty :%f(x) + BX|.
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