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e Partie 1

1. a) (Sn(f)) converge simplement vers la fonction fv L r— % (lirjlf + lgicr}rlf).

b) Les S,,(f) étant continues, la convergence n’est uniforme que si fl’est, c’est-a-dire si les limites de f a gauche
et a droite en chacun de ses points de discontinuité sont égales.

2. Soit (¢;)ogicn une subdivision quelconque de [0, 7]. La restriction de ¢ & ]0,¢1[ ne peut pas se prolonger en une

fonction de classe C! sur [0, ¢1], puisque sa dérivée n’est pas bornée. ¢ n’est donc pas de classe C' par morceaux.

3. a) La convergence de (uy,) vers £ peut se traduire par u, — £ = o(1). Comme ) 1 est une série divergente & termes
n

n n
positifs, on sait que > (ur —¢€) =0 ( > 1)7 cest-a-dire Y (ur —€) = o(n+1).
k=0 k=0 k=0
LS . . 1 n
b) Le a) se réécrit kX::O ug — (n+ 1)¢ = o(n + 1), ou encore, par division, lim (m kZ::0 Uk) =/.

4. Notons g la limite simple de la suite (S,,(f)). D’aprés le théoreme de Cesaro, la suite (o, (f)) converge aussi simple-
ment vers g, mais d’apres le théoreme de Fejér, cette méme suite converge uniformément, et a fortiori simplement,
vers f. L’unicité de la limite donne f = g.

5. La suite convergente (u,) étant bornée, on peut définir, pour n € N, d,, = sup u.

k>n
Par construction, u, < d,. D’autre part, (d,,) est décroissante car [n + 1, +oo[ C [n, +oo[.
Soit alors ¢ € Rj ; on peut lui associer ng € N tel que wug < € pour tout k > ng ; par définition de la borne
supérieure, on aura alors d,, < & pour tout n > ng. Cela montre que (d,,) converge vers 0.

e Partie II
6. De fagon évidente, || fn]loo < %7 qui est le terme général d’une série convergente.
n

Notons que cette convergence uniforme assure la continuité sur [0, 7] de la somme de la série > f,,, et donc aussi
la continuité de la fonction f définie par 1’énoncé.

7. a) On transforme le produit en somme : cospt sin (Q*k;ﬂ = % (sin (2k + 22p + 1)t + sin (2k — 22p +1)t )
. . P _ 1 1 )
Il vient alors immédiatement I, ; = M 2p 1 + o —2p+ 1
b) Diaprs a), T, g = 3° 15 1 S B O | (T
apres a), Tg, = — = o . = .
p:02k+2p+1 p:02k 2p+1 Fat 27 +1 j:k_q2]+1 2k +1 j:k_q2j+1
Si g < k, la positivité de Tj ;, est évidente. Si ¢ > k, on écrit :
T, 1L P B S 1 del
k=531 51+ 5T =5 7T 5= car les termes de la premiere somme sont
4 2k+1 i 27 +1 Pt 27+1 7 2k+1 o) 27 +1

deux a deux opposés ; d’ou encore T, ; > 0 dans ce cas.

N N
1 1 ) s P ‘. . 1 1
c) ) sy s B d’oti par théoréme (séries divergentes) : kz::() T kz::(] T3 = 3 o~ 5 ~ L5

1 &K1 K 11 1 1
d) Tk,k = m‘f’ ZOW et d’aprés C), ZOWNQIH(2]C) = ?(lnk+1n2)~§ lnk
j= j=
#—i—l étant négligeable devant In k, on a encore T}, j, N% In k.

8. Dans cette question et la suivante, on notera, pour n € N, r, = gn’=1,
s
f étant paire, a,(f) = %/ f(t) cospt dt. Comme | cospt| < 1, la série des fonctions ¢ — f,,(t) cospt est encore
0

normalement convergente, de somme ¢ —— f(t) cospt ; cela autorise I'intégration terme & terme, qui donne :

+001

+oo [T 2
ay(f) = % 21 ; fn(t) cospt dt = p Z 2 Iy, -
e

n=1

-1 -



9. Compte tenu de la parité de f, de la remarque du texte et du résultat du 8., on a :

Tp +o0
S, ()(0) = —aﬁoﬁ + Z a;(f) = ao(f ) + Z (2 21 nl Ii’,«n>7 puis, par interversion (somme finie de séries) :
1, (H(0) =~ + 2 21( s Y b ) = - 2 s - Zn o, daprts Th),

on peut minorer la somme de la derniere série par son terme d’mdlce p.

Ensuite, le 7.d) donne T, ~ % Inr, ~ hé p?, et I'inégalité ci-dessus montre que Sy, (f)(0) tend vers +oo quand

p tend vers +o0o. Ainsi, la suite (Sn( f )(0)) possede une sous-suite divergente, et est donc elle-méme divergente.

e Partie 111

10. f est continue sur ]0, 1] par théorémes généraux. f est aussi continue en 0 car x cos &~ —— 0, puisque le cosinus
’ 2z 2—0 ’

est borné. D’autre part, avec la subdivision ¢ indiquée par 1’énoncé, on a :

Vi) >SS ) — 1) =S 0 e — )b = S ) = 3 (S 145 )
k=1 k=1 k=1 Jj=2 j=1

La divergence de la série Z% montre que V (o, f) peut étre rendu arbitrairement grand en choisissant convena-
blement n. f n’est donc pas a variation bornée.
11. a) Les f(zgy1) — f(wg) étant tous de méme signe, on a V (o, f) = [f(b) — f(a)| pour toute o € Sy 4
f est donc a variation bornée et V([a,b], f) = |f(b) — f(a)|.

b) Supposons que f = g+h, ol g et h sont monotones, donc a variation bornée d’apres le a). L’inégalité triangulaire
donne, pour toute o € Sigp) : V(o, f) < V(o,9) +V(o,h) < V(la,b],9) + V([a,b],h), qui ne dépend pas de o.
On en déduit que f est a variation bornée (et incidemment que V([a,b], f) < V([a,b], g) + V([a,b], h)).

c¢) Soit D f une pseudo-dérivée de f. Pour toute o = (mk)0<k<n € Slap; On a:

/ (1) di | < z/ DF()] dt < Z\\Dfuoomﬂ—xk)f||Df||oo<bfa>

Le majorant obtenu ne dépend pas de o, donc f est a Varlatlon bornée.

n—1

Vief) = >

k=0

12. Soient 0y € Sj4,q €t 02 € Sjcp). Notons ¢ la subdivision de [a, b] obtenue par recollement de oy et 0.
De fagon évidente, V (o1, f) + V(oa, f) =V (o, f) < V([a, ], f).
oo étant d’abord fixée, cette inégalité, valable pour toute o1 € S|4 o, montre que fi[, o est a variation bornée et
que V(la,c], ) < V(la,b], f) = V(02, f), ou encore V(oa, f) < V([a,b], f) = V([a,d], f).
Ensuite, I'inégalité précédente, valable pour toute o2 € S|y, montre que fj.p est a variation bornée et que

V([e, b, f) < V([a,b], f) = V([a, ], f), ce qui est I'inégalité demandée.

13. a) On a d’abord, par inégalité triangulaire et inégalité des modules :

[n|N pzk |n|N
5 / (F0) = flon)) e at| < 3 "R = )| d
k=1 Jx,_1 k=1 Jxp_1

Mais pour t € Jag—1,zx[, |f() = f(wx)l < [f() = flen1)| + |f(2) = ()] < Vi(f), puisque (zx—1,1,21) est
une subdivision de [z_1, 2], donc / |f(t) = flae)| dt < Ve(f)(@r — zp—1)-

Trp_1
In|N ok , '"‘Nif(xk) . , In|N In|N—1 .
b) Z f(xk:) e—znt dt = Z - (e—znlk _ e—lnlk71) Z f(xk) —inTy __ Z f(xkz+1) e~ Tk |
k=1Jzk_1 k=1 k=0

f étant 27w-périodique on peut indexer la premiere somme par [0, |n|N — 1] au lieu de [1, |[n|N], ce qui donne :

[n|N o . i [InIN—1 |
> flxp)e ™ dt = — > (f(xk)"f(xk+1))e‘4nzk puis, par inégalité triangulaire :
=t L=

[n|N  pzi p nIN—1 s

kZl / Flag) e ™ dt| < ﬁ kzo ‘f(xk) - f(l”k-u)‘ < W

= Tr—1 —

S



In|N pzk )
> / F(#) et dt |,

[n|N
enlf) < %(z S +V<[0’2”]’f)> %M( z Vi )+V([0727r]7f)> < (1+3) HG5m0.

) len(f)] = % donc par addition des inégalités du a) et du b) et inégalité triangulaire :

=1 In
[n|N
car d’apres la question 12, étendue de fagon évidente, Z Vie(f) <V ([0, 27], f).

n étant fixé dans Z*, I'inégalité obtenue est valable pour tout N € N*. Le passage & la limite pour N tendant
V ([0, 2], f)
vers +oo donne |c,(f) < pE=m

n+k—1
14. a) k(S, — L) — (n+ k)(onyr—1 — L) + n(op—1 — L) = kS, — (n+ k)opik—1 + nop—1 = kS, — Z S; + Z S;

— k=1 , n+j
;( Sien) == 5 (5 ws).

=0

b) En utilisant I'inégalité triangulaire et les hypothese sur les suites (dy,) et (uy), on déduit de I’égalité du a) que :

(n+ k) KR 4y k), oy 15 A
S — L] < dn+k—1+kn1+ ;(i;+li+l)< T dnfl‘i‘Ednfl—i_EJgOWZa

Cest-a-dire |S, — L| < (1+7)dn LA (’f oy

¢) Compte tenu du choix de k, il découle directement du b) que :

ndyy g 20/dno g (1+A)/dn_s.

2n\/dn,1 2(TL+2) =

Par encadrement, on en déduit que la suite (S,,) converge vers L.

ISn - L| < dn—l +

15. On sait par le théoreme de Fejér que (an ( f)) converge uniformément vers f. On peut donc, d’apres 5., trouver
une suite décroissante (d,,) telle que |0, (f) — flloo < dy, pour tout n € N.
On a ainsi a fortiori, pour tout t € R : Vn € N, |o,(f)(t) — f(t)| < dn.
Soit alors > u,(f) la série de Fourier de f. Pour n € N* et ¢ € R, on peut écrire, en utilisant notamment 13.c) :

(O < len(R)]+ fen()] < LOZTL) < 2VL0.200. 1),

Il vient done, en posant A = max (|co(f)|, w) :VneN, VteR, |u,(f)()] < A T

On peut alors, pour tout ¢t € R, appliquer la question 14. & la suite (un(f)(t)) (avec ici L = f( )), ce qui donne :

vn e N, |Su(f)(t) = f(t)| < dn1 + (14 A)\/dn_1. Cela établit la convergence uniforme de (S, (f)) vers f,
puisque le membre de droite ne dépend pas de ¢ et tend vers 0.
. . , . Vi si tel0,m

16. Il est clair que ¢ est continue. D’autre part, ¢(t) = { m G te {7& 2]77]
Vit si te 0, etw():{ 0 si te[0,n]
Vosiot € [m, 27 2 V2 —t— /7 si te|[r2n].
1 et o2 sont monotones, donc, d’aprés 11.b), la restriction de ¢ & [0, 27] est & variation bornée. Par conséquent,
le résultat obtenu au 15 s’applique : la série de Fourier de ¢ converge uniformément vers ¢ sur R.

On peut donc écrire ¢ = 1+ v avec ¢1(t) = {

17. Etant lipschitzienne, f est continue.

Ensuite, soit k un rapport de Lipschitz de f. Pour toute subdivision o = (2;)o<i<n de [0,27], on a :

n—1 n—1
Vi, f) =3 |f(ziy1) — f(2:)| <k Y (zis1 — ;) = 2k, qui ne dépend pas de 0. On en déduit que la restriction
i=0 i=0

de f & [0,27] est & variation bornée et, de nouveau, que le résultat du 15. s’applique.




