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Épreuve : MATHÉMATIQUES I Option M, P' 

On admet que la suite de terme général 
1 1 
2 n 

1 + - - +  ...+ -- Inn,  n s l ,  

a une limite finie notée y ("constante d'Euler"), à l'aide de laquelle on se propose 
de calculer certaines intégrales. 

On appelle E l'espace vectoriel sur IR des fonctions à valeurs réelles définies sur 
] - l,+-[. 

1.A - 
I.A.1) Montrer que, si une fonction f de E possède les deux propriétés : . 

vx>-1 f(x+l)-f(x) = (1) x+  1 

et 
lirn (f(x)- Inx) = O, 

a + + -  

alors 

(2)  

1 (3) 1 1 1 Vx>- l  fix) = lim (Inn-------- -- 
I l - *+ -  x + l  x + 2  ... x+  n 

et - 
1 1  
n n + x  

vx>-1 f(X) = - y +  c ( - - - )  

I l = l  

(4) 

I.A.2) Inversement, montrer que l'égalitk (4) permet de définir sur ] - 1 .+-[ 
une fonction f qui vérifie (1). Calculer f ( 0 )  et f ( - l /2)  à l'aide de y. 

I.A.3) Montrer que la fonction f précédente est monotone et vérifie (2) (on 
pourra introduire, pour X L  1, la partie entière k de x). Quelles sont les limites 
de f lorsque x tend respectivement vers -1 et vers +- ? 

I.A.4) Montrer que la fonction f est indéfiniment dérivable sur ] - 1 ,+-[ . 
1.B - En s'inspirant de la question LA - montrer qu'il existe une fonction unique 
g de E qui possède les propriétés : 

(5) 
1 

VX>-l g(X+l)-g(x) = -~ 
(X+ 1)2 

et 
lim g(x) = O (6) 

On admet que C - = -. Calculer g ( 0 )  et g(-1/2). Quelle relation y-a-t-il 
entre f et g 

x + + -  
1 7c2 

+- 

6 
n = 1 n2 

Partie II - 

1I.A - x désignant un nombre réel, on pose : 
+-  +O0 + O 0  

A(x) = e-'fdt ,  B(x) = j e-'?ln tdt, q x )  = j e-'f(ln b2dt. (7) 

Pour quelles valeurs de x, les intégrales A(*, B(x), q x )  convergent- 

On pose alors : y(x) = B(x)/A(x), x(x) = qx)/A(x) et q(x) = x(x)- $(x). 

O O O 

II.A.l) 
elles ? 

II.A.2) 
Quel est le signe de q(x) ? 

I1.B - 
II.B.1) Vérifier que, Vx> -1 

II.B.2) 
rifie (1). 

II.B.3) 
rifie (5). 

A(x+ 1) = (x+ 1) A(*. 

Trouver une relation entre B(x+ 1), B(x) et A(x) et en déduire que y vb- 

Trouver une relation entre q x +  11, q x )  et B(x) et en déduire que q v6- 
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MATHÉMATIQUES I 

1I.C - 
II.C.l) 

II.C.2) 

Montrer que B(0) > -1 . 
Montrer qu'on peut écrire : 

& -  

B(0) = j (e-U-Je-l 'u)lnu du. 
1 

(8) 

II.C.3) 

II.C.4) 

Étudier le signe de u-  l / u -  21n u pour u >  1 et en déduire que B(0) < O .  

Déterminer les signes de ~ ( n )  et de B(n) pour tout ne IN'. 

Partie ZZZ - 

On se propose d'établir que 

1II.A - Pour x> O, on pose @(x) = I n x -  x. Étudier les variations de la fonction @. 

vérifie (2). 

1II.B - Soit h une fonction A valeurs réelles, continue dans ] O , + - [ ,  et telle que 
l'intégrale 

+- 

j e'"h(x)dx (9) 
O 

soit absolument convergente. On désigne par a et T des nombres réels tels que 
O < a < l  et T > 1 .  

III.B.l) Montrer que l'intégrale j eT'"h(x)dx converge et qu'il existe un nom- 
bre M, indépendant de a et T, 
tel que : 

+ O 0  

1 + a  

i:!;.eTM"h(x)d{ < M e ( T - l ) M 1 + a )  (10) 
1 - a  

III.B.2) Donner un résultat analogue pour j eTw"h(x)dx. 

III.B.3) Soit p tel que O < p < a. Montrer que 
1 + a  j eT'"dx>pe TW + p) 

1 1 

III.B.4) Donner un résultat analogue pour j eTOcx)dx. 
1 - a  

(11) 

1II.C - On suppose de plus que h(1) = O .  

III.C.l) Montrer que VE > 0 3a 0 < a  < 1 ,  tel que 
1 + a  1; ileT'"h(x)d{ 5 E~ IaeT'"dx 

III.C.2) En déduire que 
+ O  

j eT'*h(x)dx 
O 

est négligeable devant 

j eT'*dx 
O 

lorsque T tend vers +-. 

+-  

1II.D - On suppose x> O .  Effectuer dans les intégrales A(x) et B(x) le changement 
de variable t = xu et démontrer que yi vérifie (2). 

1II.E - Déduire des parties 1 et II une expression de ~ ( x )  et calculer 40) B l'aide 
de y. 

Partie N - 

IV.1) On suppose x> O .  Effectuer dans l'intégrale gx) le changement de varia- 
ble t = xu et montrer que q vérifie (6). 

IV.2) En déduire l'expression de q(x) et de ~ ( x ) .  Calculer q0) et q-112)  B l'aide 
de y (on admettra que A(-l/2) = h 1. 
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