Mines-ponts maths I -Corrigé
Par M. TAIBI Professeur en MP* Lycée Moulay Youssef Rabat

I. Calculs préliminaires

On rappelle qu'une suite réelle bornée, est convergente si et seulement si elle n'admet qu'une seule valeur
d'adhérence finie .

Pour f € Hy, on pose Fy(z) = [*_ f(u e /2 et Fy(z ff 2 pour tout x € R

1. Montrons que Fy est un C!-difféomorphisme de R sur ]0, /27| .

Pour z € R, on a : Fy(x / flu)e™ /Qdu—i—ff e /Qdu et comme u — f(u)e ™ */2 est

Cte
continue sur R, alors Fy est de classe C! sur R et Fy(z) = f(a:)e’x2/2 > 0 . Donc F) est strictement
coissante sur R et réalise un C!-diffeomorphisme de R sur ] lim Fy(x); liI_’I_l Fy(x)[.
T—r—00 T—r100

Or lim Fy(x) = lim ff f( u)e_“Q/Qdu = 0 (reste d'une intégrale convergente ) et

T—r—00

+oo +oo
lim Fr(z) = lim f flu)e ™ 2du = J Flu)e ™ 2dy = i e’ 2dy = /27 , donc Fy est un
—00 —00

T—+00 T—+400 _
Cl-difféomorphisme de ]R sur |0, v27] .
e(x) ) x 5
2. Montrons I'existence de ¢ fonction définie sur R telle que : (*) Vz € R, [ f(u)e™ 2du= [ e /?du.
—0o0 —00

On pose ¢ = Ff_1 o Fy, alors, pour tout z € R, on a : Fy(¢(z)) = Fi(x), donc :

v()

/f _"2/2du—/ e~ 2y

—0o0

Uniciteé : si ¢ est une autre fonction qui vérifie aussi (x), alors, pour tout z € R, on a :
Fi(p(x)) = Fi(x) = Fr(¢(x)) et comme Fy est bijective (donc injective ) il en résulte que p(z) = 9 (z)
et ceci pour tout € R. D’ou 'unicité .

3. Par p = Ffl o Fy, on a ¢ est un C'-diffésomorphisme de R sur R, comme composée deux C'-
diffeomorphismes .et que ¢ est strictement croissante car Fy et F7 le sont .

4. Pour tout z € R, on a : Fy(z) = Fy(p(z)) et par dérivation (toutes les fonctions sont de classe C! ),
on obtient : e=*/2 = /() f(p(z))e ¢ (®/2. Don

In(¢(2)) + In(f(p(2))) = ¢*(2)/2 = =

Par la relation : Fy (¢! (x)) = F(z) pour tout z € R, on obtient (aprés dérivation ) :
(¢~ 1) (z)e™ (@12 = Fi(z) = f(x)e*"/2 et puis

22
(™) (2)) = (¢~ (2))*/2 = W(f(2)) = -
o @y
In ((p7 1 (x)) — In(f(z)) - =~ pour tout x € R
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5. h € Cp(R,R) telle que z — h(zx )f( )e =2 st integrable sur R .
Montrons que [ 72 h(u) f(u)e™" 2y = [ h(p )e 2,
Dans la seconde intégrale, on fait le changement de varlable u — x = @(u) qui est un C'*-diffeomorphisme
de R sur R, il vient alors :

+o00 +o00 ) ) oo 2
/ h(ep(u))e ™/ du :/ h(z)e (#7 @) 2671 (2)da :/ h(z)f(z)e ™ dx

—00 —00 — 00

=f(z)e==?/2

D’ot le résultat demandé .
6. ¢ : R — R est un Cl-diffeomorphisme strictement croissant, soit a > ¢2(0) = ¢! o = 1(0) tel
que A = ¢(a) > 0, alors pour tout x > A,ona:z+1 > 2 > A et pour tout v € [z,z + 1],

0 < p(z) < @(u) < px+1), done () <?*(u) S (@ +1) .
D’autre part : 22 < u? < (z + 1)2 et donc e~ (@FD*/2 ¢ e=v?/2 < g=2%/2,
41 z+1
Dot ?(w)e /2 > G (x)e TV et puis [ @P(w)e " 2du> [ P (w)e THD 2y = P (z)e D2

xr x
En conclusion :

x+1
JA > 0,Vz > A;/ g02(u)e*“2/2du > 902(33)6*(%1)2/2 (i)

7. Comme en 6., on prend a; < .~ 2(0), tel que A; = ¢(a1) < 0 alors (A1) < 0. Pour tout < Ay, on
a:r—1<xz< A <0etpourtout u € [x —L;z], ona p(z—1) < ¢(u) < e(x) < (A1) <0, donc :
0 < ©*(2) < p?(u) < ¢*(z —1). D'autre part : 22 < u? < (2 —1)2 = (—|z| — 1)? = (J2| +)?, donc
e~ (21H1)%/2  e=v?/2 L e=7%/2 pour tout u € [ — 1, 2] et puis p2(z)e” (ZHFD*/2 L p2(y)e v /2
Par intégration, on a :

T
@2(30)6_(‘3”'“)2/2 g/ g02(u)e_u2/2du pour tout =z < A;. (i)
z—1

Par I'inégalité (i) de la question 6., on a : p2(z)e(*+D?/ < [P P (u)e —u*/2qy, pour tour > A.
Comme lim eroo ©2(u)e " /2du = 0 ( reste d'une intégrale convergente ), il existe By > A tel que :
Tr—

Vx> By, er (w)e™*2du < 1 et done @2(z)e~@+tD*/2 L 1 et puis

(%) lo(z)| < @t/ pour tout 2 > By

x
De méme il existe By < A1 < 0 tel que : Vo < By, 0 < f *“2/2du < [ g02(u)e*“2/2du <1
—0o0

z—1
T
(car lim [ X (u)e " 2du = 0 ), et par (ii), on a :
r——00

—00

xX xX
02 (z)e (71+1)?/2 < / ©2(w)e " 2du < [ ©*(u)e ™ */2du < 1 pour tout x < By et puis :
z—1 —00

(**) Jp(a)| < el

Par (*) et (xx), il existe A = max(By,—B2) > 0 tel que : pour tout réel |z| > A, |p(z)| < ellel+1)?/4
8. Primitive de u — (up(u) — u? — ¢'(u) + 1) e

On remraque que pour tout v € R, on a :

(—p(u)e ™ /2) = =/ (u)e /2 + up(u)e /2 et (ue*/2) =1.e7**/2 — y2e~**/2  donc :

0w (u— @(u)) e /2 est une primitive de la fonction continue u — (up(u) —u? — ¢'(u) + 1) e v /2,
9. Calcul de I = fj;o (up(u) —u* — ¢'(u) + 1) e~ 2.

Pour tout v € R, on a :
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< e (Jul + | (u)])
<e” <|u\ + e(‘“‘+1)2/4) pour |u| assez grand

®

Or e ¥'/2 lu| + ellul+1)?/4=u?/2  _ o—3u? |u| + exp (i 2 \u| + I % 2) )
—1y2 1
=e 2" |u| + exp (—ju? |u\—i— 1) — 0
|u|—+o00
donc lim (u— p(u)) e /2 =0 et par suite I = lim f (up(u) — u? — ¢'(u) + 1) e 2y,
U—00 z—+00 "
Uu=x
= lim [(u —o(u)) e_“2/2] =0

Tr——+00 u=—x

Conclusion :
I1=0

II. Une inégalité intéressante :
+00 +o0

Onnote BE(f) = [ f(u)In(f(u)e " 2du et ®(f) =1 [ |u—p)|?e/2du ou f e H.
— 00 —0o0

10. Remarquons que les fonctions sous les signes intégrales sont continues sur R .

On rappelle que la fonction « : x +— zIn(x) est bornée sur ]0,1] ( continue sur ]0,1] et admet un

prolongement par continuité en 0 ) et pour tout x €]1, 400, 0 < In(z) < z .

Comme xlirgl+ ﬁ =0, il existe 7 > 0 tel que 0 < m < p.
Posons |||, = sup |a(z)|. Pour w € R,ona: |rf(u)ln(f(u))] =|f(u)In(f"(u))]
<0 el s fwy <
h { ) s flu) > 1
donc  |rf(u)In(f(uw)] < max (rllafy; f(u))
<rllafg + (F () = rllalo + ShettrGer?

et puis |rf(u) ln(f(u))e’“Q/Z‘ < (7” ol + fH’”(u)) /2

—u? 2
=7af, e /2lele+ (4N (5 =p)u? —u? /2

=rllall e /2 + p7 " exp (—u (<1+r>p—%>>
Or Papplication u — e~%*/2 est intégrable sur R et u — exp ( ( L+7)p— —)) est intégrable sur R
car (1+r)p—% > 0et doncexp (—u? (L+7r)p—%)) = | (3

+oo u
))e */2 est intégrable sur R.
< e(lul+D)?/4 qonc
%/2

£ ()22

est intégrable sur R et par suite u — f(u) In(f(u

Par la questlon 7., pour \u| A, ona:|p(u)l

[u— () e 2 24 2 up(u)| e
<2 <u2€—u /2 ( ( ))2 —u2/2

< 2u2€_u2/2 _|_ e(‘u|+1) /4€_u / e 2u2€_u2/2 + 6_(‘u|+1)2/4

et comme les fonctions u — u2e~%/2

1
devant — au voisinage de oo ), il en résulte que u — |u — o(u)|* e7**/2 est intégrable sur R .
u

! ). D'ou w — r.f(u )ln(f(u))e—u2/2

et u > e~ (u+D?/4 gong intégrables sur R (ells sont négligeables

11. Posons h = Inof, alors h est continue ( composée de deux fonctions continues ) et intégrable sur R

(d’aprés la question 10. ). Par la question 5.) on a :
fj;o fu)In(f(u)e™ w?/2 —f+oo h(u)e*“2/2du
—f+o° o(u))e —u?/2(y
= 13 In(f (p(u))e "/ 2du
En conclusion :

400 ) +oo ,
| @ = [ s pt)e i

—00 —00
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12. On ulilise la relation In(f(¢(u))) = 3¢*(u) — "72 — In(¢/(u)) pour tout u € R., on a alors :

B —0(f) = [ W(fpw)e2du—13 [ fu— (] du
oo ) e .
= | (m(Fe@)e ™2 = 3 (u—p)? ) du
= [ (In(f(p(u))) — 1u? + up(u) — $p3(w)) e/ du

= [ (—u2 + up(u) — ln(gp’(u))) e~ 2y

—00

On aque [ = fjoooo (up(u) — u? — ¢'(u) + 1) e~ /2dy, = 0. (d’apreés la question 9. ), donc :

“+00 —+00

E(f)=0(f) = | (—u®+up(u) — n(¢ (W) e 2du+ T = [ (—1+¢(u) — In(g'(u))) e~**/2du.
En conclusion :7OO . -
E(f) - 8(f) = / (—1+ () — (¢ (w)) e/ 2du 0

13. Relation d’ordre entre ®(f) et E(f) :

+o0
D’apres la question 12.) E(f) — ®(f) = [ (=14 ¢ (u) —In(¢'(u))) e~*/2du, or pour tout z > 0,
—00
—In(z)+x—1=—|In(z)— (z —1) | > 0, donc pour tout u € R, (=1 + ¢'(u) — In(¢'(u))) = 0 et
N —_—
<0
+oo 9
par suite E(f) — ®(f) = [ (=1+¢'(v) — In(¢'(uw))) e /2du > 0.
—00

En conclusion :

E(f) =z ©(f).

14. Lapplication u — (=1 + ¢'(u) — In(¢'(u))) e~/ est continue et positive sur R, donc :
+o0 ,
E(f)y=2(f) & E()-2(f)= [ (~1+¢'(u) - (@ () e *du

& VueR, (—1+ ¢ (u) —In(¢' (w)) e /2 =0
& YueR, -1+ ¢ (u) —In(¢'(u) =0
Si l'on pose X = ¢'(u) , on a:

E(f)=0(f) & -1+X+In(X)=0eh(X)=X -1 X =1
Donc E(f)=®(f) ©VueR, ¢u)=1<3dceRVue R, ¢u)=u+c.
Par Vu € R ¢ (u)f(p(u))e /2 = ¢=u*/2 (Qapres la question 4. ), on a
Vu € R, f(u+c)e”@td?/2 = ¢=v*/2 done Vu € R, f(u)e /2 = ¢~ (#=9)*/2 ¢t puis :
flu) = e~ (W= 20u%/2 — o= 20cu Lour tout u € R
Réciproquement : toute fonction f telle que f(u) = e/ 2¢cu pour tout u € R est bien dans Hy et
vérifie E(f) = ®(f).

. . , _ 2 .
En conclusion : Les fonctions f € Hy cherchées sont de la forme : u — f(u) = e~ /2e™ o ¢ est une
constante réelle .
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III. Extension aux fonctions positives

-1 1 1
Pour n e N* et u € R, fn(u) = r g(u) + — = — > 0 car g est positive sur R.
n_n

n
fn(u) < g(u)
D’autre part : fn(u) = g(u)+1(1—g(u)), donc, si m, alors: { fulu) = n ; 1g(u) n % > n—1 n % _1

donc

n

De méme si, pour n > 1, f,(u) > 1, alors

glu) > 1.

1 1
g(u) + = > 1, donc g(u) > (1 — =) =1 et par suite
n n

n n—1
zln(z) siz>0
0 siz=0

15. L’application ¥ : z — { est continue sur sur [0; +o0], et on a :

1
= —. Sur |1, +o0[, ¥ est strictement croissante .Pour tout n € N*,
e

1
19 o = sup W (a)] = ‘w_)
z€[0,1] e

avecn >1etu €R, on a:

donc :

Comme (f,), converge simplement sur R vers g car, pour n € N* Javecn > let u € R:

1
| fr(u) — g(u)| = - |1 — g(u)] o 0, et que W est continue sur R, il en résulte que (V¥ o f,), converge

simplement vers W o g € C(R,R) et par suite u — (‘Il o fn(u).e_“2/2> converge simplement vers
>1

=

u+— Yo g(u).e’“Q/2 sur R . De plus Vn € N* ,avecn > 1, Vu € R :
1 1 1

o fn(u).e_“2/2‘ < <— + W(Q)) emu /2 = —emut/2 4 \Il(g)e_“2/2 et u — —e¥/2 4 \If(g)e_"2/2 est
e e e

intégrable sur R, comme somme de deux fonctions intégarbles sur R. On déduit alors par le théoréme
de convergence dominée, que :

+o0 5 +o0 5
E(g) :/ U(g)e ™ ?du = lim U(f)e “ Pdu= lim E(fp).

— —
n—-+o0o oo n—-+o0o

—0
16. Avant de réponre a cette question, justifions d’abord que 1); est définie sur R :
e La suite de fonctions (fy,), converge simplement sur R, vers g € C(R,R) , que : Vn € N, Vu € R;
{ 0 < fa(u) < gu) +1 —u2/2
| fn(u) —g(u)| < g(u) +1
le théoréme de convergence dominée :

et que u — (g(u)+1)e est continue et intégrable sur R, donc par

o) o) o)
lim / lg(w) — fa(u)| e ™/ 2du=0 et / g(w)e ™ Pdu = lim / Fo(we ™ 2du. (1)

e Montrons maintenant que, pour z € R, (¢ (2)), est bornée, pour conclure que 1); est définie sur R,
pour j=1let j=2:
> Supposons que (¢, (x)),, n’est pas majorée, il existe alors une suite (ny); d’entiers strictement crois-
sante telle que lim ¢y, () = +o0.

k—+o0
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On a:

Sonk(x) T
i fnk(u)e_“2/2du =/ e 2y, (III)
—0o0 — o0
Py, (z) 5 400 9 Py, (=) 5 +o0 5
[ fa (e Pdu— [ gwe ™ Pdul < [ |fu(u) —g(u)e ™ 2dut+ [ g(u)e™ 2du
—00 —00 —00 on (x)
+o0 5 JroolC 5
< [ | fup(w) = g(w)| e Pdu+ [ glu)e ™ 2du
- Py (z)

+00 +o0
Or lim [ |fn, (u) —g(w)| e /2du =0et lim [ g(u)e */2du =0 (reste d'une intégrale conver-
Fme0—o T C%n, (@)
Qo’ﬂk(x) 9 “+o0o 2 2
gente ), donc lim [ f,, (e " 2du = [ g(u)e ™ /%du et par (A) : 0 = [ glu)e " /2du—

k—+oo o

+oo +o0
I e Pdu = [ e ¥ 2du — I e 2du = [ e */2du > 0 ce qui est absurde .D’oi (g, (x)),,
—0o0 x

est majorée .
> Supposons que (¢, (x)),, n’est pas minorée, il existe alors une suite (ny), d’entiers strictement crois-

sante telle que lim ¢, (z) = —o0.
k—-+o00
On a:
Sonk(x) 9 T 9
[ fo, (e Pdu = [ e /2du  (IIT)
oo e
©ny, (2) ) ony, (@) ,
I e 2aal < T (glu)+ e 2du — 0
—0o0 —0 koo
Pny (z) ) T 5 . )
Mais [ fo,(w)e ™ 2du= [ e /?du et par (ITT): 0 = Jie™ /2du > 0 ce qui est absurde .D’oit
—o0 —0o0

(pn(x)),, estminorée .
En Conclusion :(¢y(2)),, est bornée, donc limsup ¢, () et liminf ¢, (z) sont finies, et apr suite ¢y et

1o sont définies sur R .
¥ (@) 5 x 5

Montrons [ g(u)e ™ /2du= [ e™*/?dupour j=1,2:
—00 — 00

Par définitions de ¢; , j = 1; 2, pour € R donné, il existe deux suites d’entiers (ny)y et (n})g
strictement croissante telle que : klim n, () = P1(2) klim P (2) = P2() -
— 00 — 00

Donc :
Py, (@) , x , ony, () , pny, (2) )
[ gwe ™™ 2du— [ e /2du| = g(w)e ™ Pdu— [ fn, (w)e " 2du
‘Pnk(m) ) (II)
< S l9w) = fa(w)le Pdu
—00
Comme ¢, (r) — 1(z), par (1) et (I1), il vient :
k—+o00
x eny, (2) Y1(x)
/6“2/2du = klim g(u)e*“Q/Zdu = / g(u)equ/Zdu.
—0oQ
—00 —00 —00

De méme ¢, () e Yo(x),par (I)et (II), on a:
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2 s () (x)

/ e W2y = klim g(w)e "2y = / glu)e™ 2 du
—00
—0o0 —0o0 —0o0
En conclusion :
¥j(x) T
g(u)e_“2/2du = / e % /2dy  pour j=1cetj=2
—00 —0o0

17. Montrons que 1); est strictement croissante et que lim ;(z) = a et hrf Ypj(x) = bpour j =1 et
r——00 T— 100
j=2:

e Soient x et 2’ deux réels tels que : x < 2/, alors, par la question 16.) :

¥j(z’) ) ¥;(x') ) ¥;(x) )
gwe ™ P2du = [ glw)e ™ Pdu— [ g(u)e */?du
¥j(x) oo —0

=/ e 2y — i e~ /2y 5

.'L’/
= f e % /2dy > 0 car u — e~%*/2 est continue et strictement positive
x

P (')
donc [ g(u)e’“Q/Qdu > 0 et puisque u +— g(u)e’“z/2 est continue et positive, il en résulte que

¥ij(x)
Y;(z) < j(2’) et par suite 1; est strictement croissante sur R .
e Pour j =1 et j =2, ¢); est strictement croissante, donc liI:El 1j(x) existe dans R .

T— OO
) ¥j(x) , ¥j(x) )

> On suppose a € R, soit # € R, alors : 0 < [ e Pdu= [ gwe™Pdu= [ glu)e ™™/ ?du
—00

a

car g(u) = 0 pour tout u €] — 0o,al, et puisque u — g(u)e’“Q/2 est continue et positive et que
J g(w)e™*/2du > 0 , il en résulte que Yj(x) = a car sinon....... et puis lim v;(z) > a .
a r——0Q

Supposons £ = lim @bj(x) > a, il existe alors z¢ €la, ] tel que g(zg) > 0 et puis par continuité de

ur glu)e ™ /2 il existe (a, 8) € R? tel que o < 3, zg € |, ] Cla, €] et Vu € [o, B]; glu)e /2 >0
¥ (@)
., donc 0 < fg —u*/2qy, < f g(w)e " 2dy = I e~ /2dy  — 0 ce qui est impossibe. On en

T—r—00
déduit alorq hm wj( )=a.

> On quppoqe a = —oo, il existe alors ¢ € R tel que : g(u) > 0 pour tout u < c¢. Soit u < ¢,
¥j(x
alors f g(w)e ™ 2dy = I e 2y — 0 (sx). Si £ = lim ¢j(z) > a (¢ € R ), alors
r——00 r——00
¥;(x)

[ gwe ™ Pdu — [ glu)e ™ /2du > 0 car u — g(u)e™*"/? est continue et strictement positive
T— —00
au voisinage de —oo, ce qui contredit (xx) , donc : lim ¢;(z) =a
T——00
> De méme pour lim ;(z) =b:
T——+00

On suppose b < +o0o, soit x > b, alors :

¥i(x)
x “+o00
/ g(u)67“2/2du = / e Ay — e 2y =21
— 0 r—+400 J_
—0o0
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18.

19.

20.

21.

donc
b o b 2 ¥j(x) 2
| g(u)e du = [ glu)e ™™/ 2du— [ g(u)e ™ /?du
vi(@) T —o0 —o0

+o0 ) ¥ (@) )
= [ g(we ™™ 2du— [ g(u)e " /?du, g est nulle sur ]b; +o0]
—00 —00

+oo 2 z 2
= f e W 2dy — f e W2y
—00 —0o0

+00 5
= [ e 12du > 0
€T
d’ott () < b . et puis £ = lirf Pi(x) <b.
Tr—1T00
Comme 1} est croissante , il existe ¢ > 0 tel que : ¢;(z) < £ pour tout x > c .

Si ¢ < b, il existe alors xg €]¢,b[ tel g(u) > 0, et par continuité de u — g(u)e’“Q/Z, il existe [a, 8] C]¢,b]
avec a < [ et xg €a, O] tel que : g(u)e_“Q/2 > 0 pour tout u € [«, ]. Soit alors z > ¢, on a :

B b

0 < fg(u)e_u2/2du < g(u)e /2 du = f;oo e~ /2y, e 0 ,ce qui est impossible, don
@ ¥;(z) -

{=h.

Si b = +o00, avec un raisonnement analogue au précédent, on montre que :

lim ;(z) = +o0.

r—-+00

Conclusion :
xEIPoo Yi(z) =a et xkgloo pi(z)=0b
11 est strictement croissante sur R, donc 1 (") et 11 (z7) existent dans R |, avec 11 (z) > ¢ (z7) ,
pour tout z € R .
Si x € D, alors ¥y (z7) > ¢1(z7).
Soit N € N*, D% ={z €D /¢i(z")— ¢1(z7) > = }, montrons que card(D
sont définis dans la question 17.)
Supposons a et b sont finis, comme ¥ (R) C [a, b], alors :
1
(b—a)= > (Wi(z) —i(x7)) = card(D )N’ donc card(D

(I?GDL
N

)< +(b—a)onaetb

1
N

) < N(b— a).

1 1
N N

1
ZN

Si a ou b est infini, 'inégalité précédente est triviale .

Ce que je peux dire c’est que D = [J D1, donc D est dénombrable .

N>1 N
Montrons que si ¥1(x) < ¥(x), alors g est nulle sur [¢1(x);2(x) | :
Y2(z) ) Y2(z) , Y1(z) ,
Ona: [ gwe™2du = [ guwe ™™ 2du— [ glu)e ™/ ?du
¥1 (@) —o0 o

T T
= [ e Pdu— [ e /2du=0.
—o0 —0o0
Comme u — g(u)e **/2 est continue , positive et d’intégrale nulle sur [Y1(z);2(x) |, avec :
P1(x) < a(x), on déduit que g est nulle sur [¢(z);2(z) |.
Supposons que g(¢1(x)) > 0, on a alors lim< P1(y) = Y1(z7) < YP1(x) car ) est strictement
y—zy<z

croissante .
Soit y < z, alors :
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Y1(x) ) P1(z) ) ¥1(z) ,
ST e Rdu = [ gwe Pdu— [ glu)e™Pdu
Y1(y) —00 —0
_ [ evtiau | e
- r fu2/2d 0
1{6 Y gy
¥1(x) )
donc [ g(u)e™/2du = 0.
Y1)

Si ¥1(x™) < 91(x), comme a la question 20., on a : g est nulle sur [¢1(x7),1(x)], en particulier
g(¢1(z)) = 0, ce qui contredit I'hypothése .D’ot ¢y (z7) = ¢1(x) .
De méme 1 (xt) =91 (x) , donc 11 est continue en z .

22. Supposons que 1 (x) # Pa(x), alors ¥ (z) < Pa(z) et par la question 20. g est nulle sur [¢(z), P2 (z)].
Soit 0 < € < ¥9(x) — ¥1(x), comme 1) est continue en z, il existe n > 0 tel que :

Vy €z, z +n); 0 <P1(x) < P1(y) < Yi(z) + e < o),

y o, ¥1(v) ) P2 () )
donc, pour y €lz,x +1); 0 < [e % 2du = [ gu)e™ 2du < [ g(u)e ™™ /2du = 0 ce qui est
z Y1(z) Y1(z)

impossible , d’out

Y1(z) = Pa(z)

23. Je crois qu'il y’a une erreur dans ’enoncé : Si I'on prend par exemple ¢ : © — x qui est continue
et strictement croissante sur R , ¢ = 1 (ici C = R) et K = {1,9}, alors, avec les conditions de
I'énonce, on a : zp = l et x;1 =9 (g = 0) et donc K C [zg,x1], mais pour u = l et v =9, on a :
P) —Yu)=9-1=8>1=c¢.

Peut-étre, on demande 'existence de des x; dans C tels que ...... , au lieu des x; dans K tels que
Dans la suite les x; seront pris dans C.
Soit ¢ > 0, ¥1 étant contiune sur le compact K, donc uniformément continue sur K, il existe alors
n > 0 tel que :

Vg€ Ko -yl <n= (@) - @)l <e ()

[, Bu] C C
Soit u € K C C, il existe ay, £, € C tel que : 0<fBy—ay<n

u €]ovy, Bul
Alors K C | Jow, Bul,, donc (Jau, Bul) ek est un recouvrement d’ouverts du compact K,on peut alors

ueK
extraire un recouvrement fini de K : 3¢ € N, tel que K C | Jou, By, [-
0<i<q
Posons z9; = a,; et xg41 = Buj, alors :
a) K C U ]ij?x2j+1[C U [x2j7x2j+1]
0<i<q 0<i<q
b) Pour j € {0,...,q} et z9; <u < v < 9541, on a, d'aprés (7) : 0 < Y1 (v) —P1(u) <e
D’oit le résultat demandé .
24. On sait que, voir question 16. que (p,(x)), est bornée.

Pour chaque = € C, on a 1jest continue en x et par la question 22.) ¢;(x) = ¥9(x) , donc la suite
(¢n(x))n admet une seule valeur d’adhérence finie ¢ (x), et par conséquent converge vers ¢1(x) . D’ou
(¢n)n converge simplement sur C vers ;. Pour z € K, d’aprés 23. (a), il existe j € {0,...,q} tel que
x € (x5, T2j41] et puis par 22. (b) :
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25.

[h1(z) — pn(@)] < [P1(x) — Pr(z25)

|+ [¥1(225) = @n(2)]

<Le

< e+ [Yi(mey) — on(a)|
Comme (p,),, converge simplement vers 11 sur C, il existe n; € N* tel que :

Vn >
Vn >

Donc . |[¢1(x25) —en(2)] < |[91(z25) —

nj; [P1(w25) — on(ri)| < €
ng; |1 (x2j41) — on(@2j1)] < €

<€+90n(33

< e+ on(

<e
) — ¢n($2j)

On(225)| + |@n(225) — n ()]

x2j+1) — ¢n(x2;) ( @n est une fonction croissante ).

Or E£(¢n(x2j+1) — n(r25)) = 1(29541) — Y1(w2)) <, il

Vn}n;

En conclusion : Pour Ny = max (n; +
0y

exist donc n; € N* tel que :

0 0 < @n(To41) — @nlrg)) < 26

n;) € N*, on a

Vn = No,Vz € K |[¢1(z) —

c’est a dire (), converge uniformément sur K vers ¢y .

‘Pn(x” < 4e

Une rectification de 1’énoncé : On montre, que pour tout A > 0, il existe ng tel que :

Ym>=ng: sup |em(u)| < |[i(—

ue[—

A,A]

A)l + |2 (A)] + 1.

Soit A > 0 ete = % > 0, par définition de 17 et 15 , il existe ng € N* tel que :

Pa(A) +¢
Som(_A)

< om(A) < Pa(A) + € et puis :

)
(A)] + 2¢ | L(=A)| + [2(A)] + 1.

 om(A) <
Vm)no,{¢l(_A)+E <
Donc : Vm > ng, Yu € [—A; A]; ¥1(—A) — e < om(—A) < on(u
|om (u)| < max(|p1(—A)| +€7W2( ) +e) < |Pi(—A)] + [¢o
D’ou :
sup  [pm(u)| < [Y1(=A)[ + [¢2(A)] + 1
u€e[—A,A]

Montrons que {|u — gon( WP/ |ul < A

et n > 1} est majoré .

Ona:{lu—g,(w)*/|u<Aetl<n<nt= U {lu

1<n<ngo

Pour n € {1,...,ng} fixé, Papplication u — |u— @, (u)|?
bornée, on note M, sa borne supérieure.

—en(w)” / Jul < A}

est coninue sur le compact [—A, A], donc

note

On a alors sup{|u — pn(u)* / Ju| < Aet 1 <n<ngl < max (M,) "= M.
1<n<ng

Sin >ng,alors 0< |u—pu(u)? <
<

done supf{u — po(u)[? / [u] < A et n >

(Jul + [pn(w)])?

(A |1 (=A)[ + [¢2
nO} < M//

)

()] +1)° "M

Conclusion : : L'ensemble {|u — ¢, (u)|? / |u| < A et n > 1} est majoré et

M = sup{lu — gn(w)|* / Jul < Aet n >

1} < max(M', M").
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26. Soit A > 0, ¢ > 0 et (A\y)p>1 la suit des points de discontinuités de ¢ dans [-A, A] .( s'il y'en a ),
I =1 — % M+ mglet K=[-A4,A — U Jp.

p=1
K est un compact de R, car fermé (intersection d’un fermé et du compémentaire d’un ouvert) et borné
(K Cl-A,4]).
A
T u=n(@P e Pdu= [Ju— pu()?e*Pdut [ fu—pnw)|® e/ du.
A K U

p=1

D’apres la question 24. lim [ |u — on(u)]? e~ /2y = [ lu—1 (u))? e~/ 2y |

+oo
J |u—90n(u)‘267u2/2du <> f |u—g0n(u)\2€7“2/2du
U Jp p=1J,

p>1
400 9
<M [e ¥ 2du
p=1

J
D’ou le résultat demandé .
4 2 a2 e 2 a2
27. Soit A>0ete>0,0ona:d [ |u—g,(u)* e 2du<i [ |u—p,(w)|?e ™/ 2du= 0(f,) < E(fn).
) —00

Mais lim E(f,) = E(g) ( question 15. ), donc , il existe ng € N* tel que : E(f,) < E(g) + € pour tout
noo

entier n > ng et par suite :

1 2
5 [ lu=en(wl e 2au < B(f) < Blg) +<.

A A
Par la question 24. hm% [ |u— pn(u) e 2y = 3 lu— P1(u)|? e **/2du, ce qui montre que
—A —A

A
LT fu— ga(w) e du < Bg) + <.
—A
Donc u — |u— 1 (u)[? e /2 est intégrable sur R et f lu— 1y (w)|? e % /2du < E(g) + e. et ceci

pour tout € > 0.
En conséquence :

Q (Y1) < E(g)

kokokokkokk
kK
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