
Mines-ponts maths I -CorrigéPar M. TAIBI Professeur en MP* Ly
ée Moulay Youssef RabatI. Cal
uls préliminairesOn rappelle qu'une suite réelle bornée, est 
onvergente si et seulement si elle n'admet qu'une seule valeurd'adhéren
e �nie .Pour f ∈ H0, on pose Ff (x) =
∫ x
−∞ f(u)e−u

2/2 et F1(x) =
x∫

0

f(u)e−u
2/2 pour tout x ∈ R1. Montrons que Ff est un C1-di�éomorphisme de R sur ]0,

√
2π[ .Pour x ∈ R, on a : Ff (x) =

∫ 0

−∞
f(u)e−u

2/2du

︸ ︷︷ ︸

Cte

+
x∫

0

f(u)e−u
2/2du, et 
omme u 7→ f(u)e−u

2/2 est
ontinue sur R, alors Ff est de 
lasse C1 sur R et Ff (x) = f(x)e−x
2/2 > 0 . Don
 Ff est stri
tement
oissante sur R et réalise un C1-di�éomorphisme de R sur ] lim

x→−∞
Ff (x); lim

x→+∞
Ff (x)[.Or lim

x→−∞
Ff (x) = lim

x→−∞

∫ x
−∞ f(u)e−u

2/2du = 0 (reste d'une intégrale 
onvergente ) et
lim

x→+∞
Ff (x) = lim

x→+∞

x∫

−∞
f(u)e−u

2/2du =
+∞∫

−∞
f(u)e−u

2/2du =
+∞∫

−∞
e−u

2/2du =
√

2π , don
 Ff est unC1-di�éomorphisme de R sur ]0,
√

2π[ .2. Montrons l'existen
e de ϕ fon
tion dé�nie sur R telle que : (*) ∀x ∈ R,
ϕ(x)∫

−∞
f(u)e−u

2/2du =
x∫

−∞
e−u

2/2du.On pose ϕ = F−1
f ◦ F1, alors, pour tout x ∈ R, on a : Ff (ϕ(x)) = F1(x), don
 :

ϕ(x)∫

−∞

f(u)e−u
2/2du =

x∫

−∞

e−u
2/2duUni
ité : si ψ est une autre fon
tion qui véri�e aussi (∗), alors, pour tout x ∈ R, on a :

Ff (ϕ(x)) = F1(x) = Ff (ψ(x)) et 
omme Ff est bije
tive (don
 inje
tive ) il en résulte que ϕ(x) = ψ(x)et 
e
i pour tout x ∈ R. D'où l'uni
ité .3. Par ϕ = F−1
f ◦ F1, on a ϕ est un C1-di�éomorphisme de R sur R, 
omme 
omposée deux C1-di�éomorphismes .et que ϕ est stri
tement 
roissante 
ar Ff et F1 le sont .4. Pour tout x ∈ R, on a : F1(x) = Ff (ϕ(x)) et par dérivation (toutes les fon
tions sont de 
lasse C1 ),on obtient : e−x2/2 = ϕ′(x)f(ϕ(x))e−ϕ

2(x)/2. D'où
ln(ϕ′(x)) + ln(f(ϕ(x))) − ϕ2(x)/2 = −x

2

2
.Par la relation : F1(ϕ

−1(x)) = Ff (x) pour tout x ∈ R, on obtient (après dérivation ) :
(ϕ−1)′(x)e−(ϕ−1(x))2/2 = F ′

f (x) = f(x)e−x
2/2 et puis

ln
(
(ϕ−1)′(x)

)
− (ϕ−1(x))2/2 = ln(f(x)) − x2

2
.D'où :

ln
(
(ϕ−1)′(x)

)
− ln(f(x)) − (ϕ−1(x))2

2
= −x

2

2
pour tout x ∈ R
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5. h ∈ CM (R,R) telle que x 7→ h(x)f(x)e−x
2/2 est intégrable sur R .Montrons que ∫ +∞

−∞ h(u)f(u)e−u
2/2du =

∫ +∞
−∞ h(ϕ(u))e−u

2/2du.Dans la se
onde intégrale, on fait le 
hangement de variable u 7→ x = ϕ(u) qui est un C1-di�éomorphismede R sur R, il vient alors :
∫ +∞

−∞
h(ϕ(u))e−u

2/2du =

∫ +∞

−∞
h(x)e−(ϕ−1(x))

2
/2(ϕ−1)′(x)

︸ ︷︷ ︸

=f(x)e−x2/2

dx =

∫ +∞

−∞
h(x)f(x)e−x

2/2dxD'où le résultat demandé .6. ϕ : R → R est un C1-di�éomorphisme stri
tement 
roissant, soit a > ϕ−2(0) = ϕ−1 ◦ ϕ−1(0) telque A = ϕ(a) > 0, alors pour tout x > A, on a : x + 1 > x > A et pour tout u ∈ [x, x + 1],
0 < ϕ(x) 6 ϕ(u) 6 ϕ(x+ 1), don
 ϕ2(x) 6 ϕ2(u) 6 ϕ2(x+ 1) .D'autre part : x2 6 u2 6 (x+ 1)2 et don
 e−(x+1)2/2 6 e−u

2/2 6 e−x
2/2.D'où ϕ2(u)e−u

2/2 > ϕ2(x)e−(x+1)2/2 et puis x+1∫

x
ϕ2(u)e−u

2/2du >

x+1∫

x
ϕ2(x)e−(x+1)2/2du = ϕ2(x)e−(x+1)2/2.En 
on
lusion :

∃A > 0,∀x > A;

∫ x+1

x
ϕ2(u)e−u

2/2du > ϕ2(x)e−(x+1)2/2 (i)7. Comme en 6., on prend a1 < .ϕ−2(0), tel que A1 = ϕ(a1) < 0 alors ϕ(A1) < 0. Pour tout x 6 A1, ona : x− 1 < x 6 A1 < 0 et pour tout u ∈ [x− 1;x], on a ϕ(x− 1) 6 ϕ(u) 6 ϕ(x) 6 ϕ(A1) < 0, don
 :
0 < ϕ2(x) 6 ϕ2(u) 6 ϕ2(x − 1). D'autre part : x2 6 u2 6 (x − 1)2 = (− |x| − 1)2 = (|x|+)2, don

e−(|x|+1)2/2 6 e−u

2/2 6 e−x
2/2 pour tout u ∈ [x− 1, x] et puis ϕ2(x)e−(|x|+1)2/2 6 ϕ2(u)e−u

2/2.Par intégration, on a :
ϕ2(x)e−(|x|+1)2/2

6

∫ x

x−1
ϕ2(u)e−u

2/2du pour tout x 6 A1. (ii)Par l'inégalité (i) de la question 6., on a : ϕ2(x)e−(x+1)2/2 6
∫ +∞
x ϕ2(u)e−u

2/2du pour tour x > A.Comme lim
x→+∞

∫ +∞
x ϕ2(u)e−u

2/2du = 0 ( reste d'une intégrale 
onvergente ), il existe B1 > A tel que :
∀ x > B1,

∫ +∞
x ϕ2(u)e−u

2/2du 6 1 et don
 ϕ2(x)e−(x+1)2/2 6 1 et puis
(∗) |ϕ(x)| 6 e(x+1)2/4 pour tout x > B1De même il existe B2 < A1 < 0 tel que : ∀x 6 B2 , 0 <

x∫

x−1

ϕ2(u)e−u
2/2du 6

x∫

−∞
ϕ2(u)e−u

2/2du 6 1(
ar lim
x→−∞

x∫

−∞
ϕ2(u)e−u

2/2du = 0 ), et par (ii), on a :
ϕ2(x)e−(|x|+1)2/2 6

x∫

x−1

ϕ2(u)e−u
2/2du 6

x∫

−∞
ϕ2(u)e−u

2/2du 6 1 pour tout x 6 B2 et puis :(**) |ϕ(x)| 6 e(|x|+1)2/4.Par (*) et (∗∗), il existe A = max(B1,−B2) > 0 tel que : pour tout réel |x| > A, |ϕ(x)| 6 e(|x|+1)2/4 .8. Primitive de u 7→
(
uϕ(u) − u2 − ϕ′(u) + 1

)
e−u

2/2. :On remraque que pour tout u ∈ R, on a :
(−ϕ(u)e−u

2/2)′ = −ϕ′(u)e−u
2/2 + uϕ(u)e−u

2/2 et (ue−u
2/2)′ = 1.e−u

2/2 − u2e−u
2/2 , don
 :

Ψ : u 7→ (u− ϕ(u)) e−u
2/2 est une primitive de la fon
tion 
ontinue u 7→

(
uϕ(u) − u2 − ϕ′(u) + 1

)
e−u

2/2.9. Cal
ul de I =
∫ +∞
−∞

(
uϕ(u) − u2 − ϕ′(u) + 1

)
e−u

2/2du.Pour tout u ∈ R, on a :
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∣
∣
∣(u− ϕ(u)) e−u

2/2
∣
∣
∣ 6 e−u

2/2 (|u| + |ϕ(u)|)
6 e−u

2/2
(

|u| + e(|u|+1)2/4
) pour |u| assez grand

6 e−u
2/2 |u| + e(|u|+1)2/4−u2/2Or e−u

2/2 |u| + e(|u|+1)2/4−u2/2 = e−
1

2
u2 |u| + exp

(
1
4u

2 + 1
2 |u| + 1

4 − 1
2u

2
)

= e−
1

2
u2 |u| + exp

(
−1

4u
2 + 1

2 |u| + 1
4

)
→

|u|→+∞
0

,don
 lim
u→∞

(u− ϕ(u)) e−u
2/2 = 0 et par suite I = lim

x→+∞

x∫

−x

(
uϕ(u) − u2 − ϕ′(u) + 1

)
e−u

2/2du

= lim
x→+∞

[

(u− ϕ(u)) e−u
2/2

]u=x

u=−x
= 0

.Con
lusion :
I = 0II. Une inégalité intéressante :On note E(f) =

+∞∫

−∞
f(u) ln(f(u))e−u

2/2du et Φ(f) = 1
2

+∞∫

−∞
|u− ϕ(u)|2 e−u2/2du où f ∈ H0.10. Remarquons que les fon
tions sous les signes intégrales sont 
ontinues sur R .On rappelle que la fon
tion α : x 7→ x ln(x) est bornée sur ]0, 1] ( 
ontinue sur ]0, 1] et admet unprolongement par 
ontinuité en 0 ) et pour tout x ∈]1,+∞[, 0 < ln(x) 6 x .Comme lim

x→0+

x

2(1 + x)
= 0, il existe r > 0 tel que 0 <

r

2(1 + r)
< ρ.Posons ‖α‖∞ = sup

x∈]0,1]
|α(x)| . Pour u ∈ R, on a : |rf(u) ln(f(u))| = |f(u) ln(f r(u))|

6

{
r ‖α‖∞ si f(u) 6 1

f (1+r)(u) si f(u) > 1

,don
 |rf(u) ln(f(u))| 6 max
(
r ‖α‖∞ ; f(u))(1+r)

)

6 r ‖α‖∞ + (f(u))(1+r) = r ‖α‖∞ + 1
ρ1+r e

(1+r)( 1

2
−ρ)u2et puis ∣

∣
∣rf(u) ln(f(u))e−u

2/2
∣
∣
∣ 6

(
r ‖α‖∞ + f1+r(u)

)
e−u

2/2

= r ‖α‖∞ e−u
2/2 + 1

ρ1+r e
(1+r)( 1

2
−ρ)u2

e−u
2/2

= r ‖α‖∞ e−u
2/2 + ρ−1−r exp

(
−u2

(
(1 + r)ρ− r

2

))

.Or l'appli
ation u 7→ e−u
2/2 est intégrable sur R et u 7→ exp

(
−u2

(
(1 + r)ρ− r

2

)) est intégrable sur R
ar (1 + r)ρ− r
2 > 0 et don
 exp

(
−u2

(
(1 + r)ρ− r

2

))
= o

|u|→+∞
(

1

u2
). D'où u 7→ r.f(u) ln(f(u))e−u

2/2est intégrable sur R et par suite u 7→ f(u) ln(f(u))e−u
2/2 est intégrable sur R.Par la question 7. , pour |u| > A, , on a : |ϕ(u)| 6 e(|u|+1)2/4, don
 :

|u− ϕ(u)|2 e−u2/2 6 u2e−u
2/2 + 2 |uϕ(u)| e−u2/2 + (ϕ(u))2e−u

2/2

6 2
(

u2e−u
2/2 + (ϕ(u))2e−u

2/2
)

6 2u2e−u
2/2 + e(|u|+1)2/4e−u

2/2 = 2u2e−u
2/2 + e−(|u|+1)2/4et 
omme les fon
tions u 7→ u2e−u

2/2 et u 7→ e−(|u|+1)2/4 sont intégrables sur R (ells sont négligeablesdevant 1

u2
au voisinage de ∞ ), il en résulte que u 7→ |u− ϕ(u)|2 e−u2/2 est intégrable sur R .11. Posons h = ln ◦f, alors h est 
ontinue ( 
omposée de deux fon
tions 
ontinues ) et intégrable sur R(d'après la question 10. ). Par la question 5.) on a :

∫ +∞
−∞ f(u) ln(f(u)e−u

2/2du =
∫ +∞
−∞ f(u)h(u)e−u

2/2du

=
∫ +∞
−∞ h(ϕ(u))e−u

2/2du

=
∫ +∞
−∞ ln(f(ϕ(u)))e−u

2/2duEn 
on
lusion : ∫ +∞

−∞
f(u) ln(f(u)e−u

2/2du =

∫ +∞

−∞
ln(f(ϕ(u)))e−u

2/2du
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12. On ulilise la relation ln(f(ϕ(u))) = 1
2ϕ

2(u) − u2

2 − ln(ϕ′(u)) pour tout u ∈ R., on a alors :
E(f) − Φ(f) =

+∞∫

−∞
ln(f(ϕ(u)))e−u

2/2du− 1
2

+∞∫

−∞
|u− ϕ(u)|2 e−u2/2du

=
+∞∫

−∞

(

ln(f(ϕ(u)))e−u
2/2 − 1

2 (u− ϕ(u))2 e−u
2/2

)

du

=
+∞∫

−∞

(
ln(f(ϕ(u))) − 1

2u
2 + uϕ(u) − 1

2ϕ
2(u)

)
e−u

2/2du

=
+∞∫

−∞

(
−u2 + uϕ(u) − ln(ϕ′(u))

)
e−u

2/2duOn a que I =
∫ +∞
−∞

(
uϕ(u) − u2 − ϕ′(u) + 1

)
e−u

2/2du = 0. (d'après la question 9. ), don
 :
E(f) − Φ(f) =

+∞∫

−∞

(
−u2 + uϕ(u) − ln(ϕ′(u))

)
e−u

2/2du+ I =
+∞∫

−∞
(−1 + ϕ′(u) − ln(ϕ′(u))) e−u

2/2du.En 
on
lusion :
E(f) − Φ(f) =

+∞∫

−∞

(
−1 + ϕ′(u) − ln(ϕ′(u))

)
e−u

2/2du (1)13. Relation d'ordre entre Φ(f) et E(f) :D'après la question 12.) E(f) − Φ(f) =
+∞∫

−∞
(−1 + ϕ′(u) − ln(ϕ′(u))) e−u

2/2du, or pour tout x > 0,

− ln(x) + x − 1 = −




ln(x) − (x− 1)

︸ ︷︷ ︸

60




 > 0, don
 pour tout u ∈ R, (−1 + ϕ′(u) − ln(ϕ′(u))) > 0 etpar suite E(f) − Φ(f) =

+∞∫

−∞
(−1 + ϕ′(u) − ln(ϕ′(u))) e−u

2/2du > 0.En 
on
lusion :
E(f) > Φ(f).14. L'appli
ation u 7→ (−1 + ϕ′(u) − ln(ϕ′(u))) e−u

2/2 est 
ontinue et positive sur R, don
 :
E(f) = Φ(f) ⇔ E(f) − Φ(f) =

+∞∫

−∞
(−1 + ϕ′(u) − ln(ϕ′(u))) e−u

2/2du

⇔ ∀u ∈ R, (−1 + ϕ′(u) − ln(ϕ′(u))) e−u
2/2 = 0

⇔ ∀u ∈ R, −1 + ϕ′(u) − ln(ϕ′(u)) = 0Si l'on pose X = ϕ′(u) , on a :
E(f) = Φ(f) ⇔ −1 +X + ln(X) = 0 ⇔ ln(X) = X − 1 ⇔ X = 1.Don
 E(f) = Φ(f) ⇔ ∀u ∈ R , ϕ′(u) = 1 ⇔ ∃c ∈ R,∀u ∈ R , ϕ(u) = u+ c .Par ∀u ∈ R ,ϕ′(u)f(ϕ(u))e−ϕ

2(u)/2 = e−u
2/2 (d'après la question 4. ), on a :

∀u ∈ R, f(u+ c)e−(u+c)2/2 = e−u
2/2, don
 ∀u ∈ R , f(u)e−u

2/2 = e−(u−c)2/2 et puis :
f(u) = e−(u−c)2/2eu

2/2 = e−c
2/2ecu pour tout u ∈ RRé
iproquement : toute fon
tion f telle que f(u) = e−c

2/2ecu pour tout u ∈ R est bien dans H0 etvéri�e E(f) = Φ(f).En 
on
lusion : Les fon
tions f ∈ H0 
her
hées sont de la forme : u 7→ f(u) = e−c
2/2ecu où c est une
onstante réelle .
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III. Extension aux fon
tions positivesPour n ∈ N
∗ et u ∈ R, fn(u) =

n− 1

n
g(u) +

1

n
>

1

n
> 0 
ar g est positive sur R.D'autre part : fn(u) = g(u)+ 1

n(1−g(u)), don
, si g(u) > 1 , alors: { fn(u) 6 g(u)

fn(u) =
n− 1

n
g(u) +

1

n
>
n− 1

n
+

1

n
= 1don


1 6 fn(u) 6 g(u) (∗)De même si, pour n > 1, fn(u) > 1, alors n− 1

n
g(u) +

1

n
> 1, don
 g(u) >

n

n− 1
(1 − 1

n
) = 1 et par suite

g(u) > 1 .15. L'appli
ation Ψ : x 7→
{
x ln(x) si x > 0
0 si x = 0

est 
ontinue sur sur [0;+∞[, et on a :
‖Ψ‖∞,[0;1] = sup

x∈[0,1]
|Ψ(x)| =

∣
∣
∣
∣
Ψ(

1

e
)

∣
∣
∣
∣
=

1

e
. Sur ]1,+∞[, Ψ est stri
tement 
roissante .Pour tout n ∈ N

∗,ave
 n > 1 et u ∈ R, on a :
|Ψ(fn(u))| 6

{ 1

e
si fn(u) 6 1

Ψ(g) si fn(u) > 1 (⇔ g(u) > 1)don
 :
|Ψ(fn(u))| 6

1

e
+ Ψ(g)Comme (fn)n 
onverge simplement sur R vers g 
ar, pour n ∈ N

∗ , ave
 n > 1 et u ∈ R :

|fn(u) − g(u)| =
1

n
|1 − g(u)| →

n→+∞
0, et que Ψ est 
ontinue sur R+, il en résulte que (Ψ ◦ fn)n 
onvergesimplement vers Ψ ◦ g ∈ C(R,R) et par suite u 7→

(

Ψ ◦ fn(u).e−u
2/2

)

n>1

onverge simplement vers

u 7→ Ψ ◦ g(u).e−u2/2 sur R . De plus ∀n ∈ N
∗ , ave
 n > 1, ∀u ∈ R :

∣
∣
∣Ψ ◦ fn(u).e−u

2/2
∣
∣
∣ 6

(
1

e
+ Ψ(g)

)

e−u
2/2 =

1

e
e−u

2/2 + Ψ(g)e−u
2/2 et u 7→ 1

e
e−u

2/2 + Ψ(g)e−u
2/2 estintégrable sur R, 
omme somme de deux fon
tions intégarbles sur R. On déduit alors par le théorèmede 
onvergen
e dominée, que :

E(g) =

∫ +∞

−∞
Ψ(g)e−u

2/2du = lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
Ψ(fn)e

−u2/2du = lim
n→+∞

E(fn).16. Avant de réponre à 
ette question, justi�ons d'abord que ψj est dé�nie sur R :
• La suite de fon
tions (fn)n 
onverge simplement sur R, vers g ∈ C(R,R) , que : ∀n ∈ N, ∀u ∈ R;
{

0 < fn(u) 6 g(u) + 1
|fn(u) − g(u)| 6 g(u) + 1

et que u 7→ (g(u) + 1) e−u
2/2 est 
ontinue et intégrable sur R, don
 parle théorème de 
onvergen
e dominée :

lim
n→+∞

ψj(x)∫

−∞

|g(u) − fn(u)| e−u
2/2du = 0 et

ψj(x)∫

−∞

g(u)e−u
2/2du = lim

n→+∞

ψj(x)∫

−∞

fn(u)e
−u2/2du. (I)

• Montrons maintenant que, pour x ∈ R, (ϕn(x))n est bornée, pour 
on
lure que ψj est dé�nie sur R,pour j = 1 et j = 2 :
⊲ Supposons que (ϕn(x))n n'est pas majorée, il existe alors une suite (nk)k d'entiers stri
tement 
rois-sante telle que lim

k→+∞
ϕnk

(x) = +∞.
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On a :
ϕnk

(x)
∫

−∞
fnk

(u)e−u
2/2du =

x∫

−∞
e−u

2/2du (III)

∣
∣
∣
∣
∣

ϕnk
(x)

∫

−∞
fnk

(u)e−u
2/2du−

+∞∫

−∞
g(u)e−u

2/2du

∣
∣
∣
∣
∣

6

ϕnk
(x)

∫

−∞
|fnk

(u) − g(u)| e−u2/2du+
+∞∫

ϕnk
(x)

g(u)e−u
2/2du

6

+∞∫

−∞
|fnk

(u) − g(u)| e−u2/2du+
+∞∫

ϕnk
(x)

g(u)e−u
2/2duOr lim

k→∞

+∞∫

−∞
|fnk

(u) − g(u)| e−u2/2du = 0 et lim
k→∞

+∞∫

ϕnk
(x)

g(u)e−u
2/2du = 0 (reste d'une intégrale 
onver-gente ), don
 lim

k→+∞

ϕnk
(x)

∫

−∞
fnk

(u)e−u
2/2du =

+∞∫

−∞
g(u)e−u

2/2du et par (A) : 0 =
+∞∫

−∞
g(u)e−u

2/2du−

∫ x
−∞ e−u

2/2du =
+∞∫

−∞
e−u

2/2du −
∫ x
−∞ e−u

2/2du =
+∞∫

x
e−u

2/2du > 0 
e qui est absurde .D'où (ϕn(x))nest majorée .
⊲ Supposons que (ϕn(x))n n'est pas minorée, il existe alors une suite (nk)k d'entiers stri
tement 
rois-sante telle que lim

k→+∞
ϕnk

(x) = −∞.On a :
ϕnk

(x)
∫

−∞
fnk

(u)e−u
2/2du =

x∫

−∞
e−u

2/2du (III)

∣
∣
∣
∣
∣

ϕnk
(x)

∫

−∞

fnk
(u)e−u

2/2du

∣
∣
∣
∣
∣

6

ϕnk
(x)

∫

−∞

(g(u) + 1)e−u
2/2du →

k∞
0Mais ϕnk

(x)
∫

−∞
fnk

(u)e−u
2/2du =

x∫

−∞
e−u

2/2du et par (III) : 0 =
∫ x
−∞ e−u

2/2du > 0 
e qui est absurde .D'où
(ϕn(x))n estminorée .En Con
lusion :(ϕn(x))n est bornée, don
 lim supϕn(x) et lim inf ϕn(x) sont �nies, et apr suite ψ1 et
ψ2 sont dé�nies sur R .Montrons ψj(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du =
x∫

−∞
e−u

2/2du pour j = 1, 2 :Par dé�nitions de ψj , j = 1; 2, pour x ∈ R donné, il existe deux suites d'entiers (nk)k et (n′k)kstri
tement 
roissante telle que : lim
k→∞

ϕnk
(x) = ψ1(x) lim

k→∞
ϕn′

k
(x) = ψ2(x) .Don
 :

∣
∣
∣
∣
∣

ϕnk
(x)

∫

−∞
g(u)e−u

2/2du−
x∫

−∞
e−u

2/2du

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

ϕnk
(x)

∫

−∞
g(u)e−u

2/2du−
ϕnk

(x)
∫

−∞
fnk

(u)e−u
2/2du

∣
∣
∣
∣
∣

6

ϕnk
(x)

∫

−∞
|g(u) − fnk

(u)| e−u2/2du

(II)Comme ϕnk
(x) →

k→+∞
ψ1(x), par (I) et (II), il vient :
x∫

−∞

e−u
2/2du = lim

k→∞

ϕnk
(x)

∫

−∞

g(u)e−u
2/2du =

ψ1(x)∫

−∞

g(u)e−u
2/2du.De même ϕn′

k
(x) →

k→+∞
ψ2(x),par (I) et (II), on a :
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x∫

−∞

e−u
2/2du = lim

k→∞

ϕn′

k
(x)

∫

−∞

g(u)e−u
2/2du =

ψ2(x)∫

−∞

g(u)e−u
2/2duEn 
on
lusion :

ψj(x)∫

−∞

g(u)e−u
2/2du =

x∫

−∞

e−u
2/2du pour j = 1 et j = 217. Montrons que ψj est stri
tement 
roissante et que lim
x→−∞

ψj(x) = a et lim
x→+∞

ψj(x) = b pour j = 1 et
j = 2 :

• Soient x et x′ deux réels tels que : x < x′, alors, par la question 16.) :
ψj(x

′)∫

ψj(x)

g(u)e−u
2/2du =

ψj(x
′)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du−
ψj(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du

=
x′∫

−∞
e−u

2/2du−
x∫

−∞
e−u

2/2du

=
x′∫

x
e−u

2/2du > 0 
ar u 7→ e−u
2/2 est 
ontinue et stri
tement positive ,

don
 ψj(x
′)∫

ψj(x)

g(u)e−u
2/2du > 0 et puisque u 7→ g(u)e−u

2/2 est 
ontinue et positive, il en résulte que
ψj(x) < ψj(x

′) et par suite ψj est stri
tement 
roissante sur R .
• Pour j = 1 et j = 2, ψj est stri
tement 
roissante, don
 lim

x→±∞
ψj(x) existe dans R .

⊲ On suppose a ∈ R , soit x ∈ R, alors : 0 6
∫ x
−∞ e−u

2/2du =
ψj(x)∫

−∞

g(u)e−u
2/2du =

ψj(x)∫

a
g(u)e−u

2/2du
ar g(u) = 0 pour tout u ∈] − ∞, a[, et puisque u 7→ g(u)e−u
2/2 est 
ontinue et positive et que

ψj(x)∫

a
g(u)e−u

2/2du > 0 , il en résulte que ψj(x) > a 
ar sinon.......et puis lim
x→−∞

ψj(x) > a .Supposons ℓ = lim
x→−∞

ψj(x) > a, il existe alors x0 ∈]a, ℓ[ tel que g(x0) > 0 et puis par 
ontinuité de
u 7→ g(u)e−u

2/2, il existe (α, β) ∈ R
2 tel que α < β, x0 ∈ [α, β] ⊂]a, ℓ[ et ∀u ∈ [α, β] ; g(u)e−u

2/2 > 0, don
 0 <
β∫

α
g(u)e−u

2/2du 6

ψj(x)∫

a
g(u)e−u

2/2du =
∫ x
−∞ e−u

2/2du →
x→−∞

0 
e qui est impossibe. On endéduit alors lim
x→−∞

ψj(x) = a .
⊲ On suppose a = −∞, il existe alors c ∈ R tel que : g(u) > 0 pour tout u 6 c. Soit u 6 c,alors ψj(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du =
∫ x
−∞ e−u

2/2du →
x→−∞

0 (∗∗). Si ℓ = lim
x→−∞

ψj(x) > a (ℓ ∈ R ), alors
ψj(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du →
x→−∞

ℓ∫

−∞
g(u)e−u

2/2du > 0 
ar u 7→ g(u)e−u
2/2 est 
ontinue et stri
tement positiveau voisinage de −∞, 
e qui 
ontredit (∗∗) , don
 : lim

x→−∞
ψj(x) = a

⊲ De même pour lim
x→+∞

ψj(x) = b :On suppose b < +∞, soit x > b, alors :
ψj(x)∫

−∞

g(u)e−u
2/2du =

∫ x

−∞
e−u

2/2du →
x→+∞

∫ +∞

−∞
e−u

2/2du =
√

2π
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don

b∫

ψj(x)

g(u)e−u
2/2

︸ ︷︷ ︸

>0

du =
b∫

−∞
g(u)e−u

2/2du−
ψj(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du

=
+∞∫

−∞
g(u)e−u

2/2du−
ψj(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du, g est nulle sur ]b; +∞[

=
+∞∫

−∞
e−u

2/2du−
x∫

−∞
e−u

2/2du

=
+∞∫

x
e−u

2/2du > 0d'où ψj(x) 6 b . et puis ℓ = lim
x→+∞

ψj(x) 6 b .Comme ψj est 
roissante , il existe c > 0 tel que : ψj(x) 6 ℓ pour tout x > c .Si ℓ < b, il existe alors x0 ∈]ℓ, b[ tel g(u) > 0, et par 
ontinuité de u 7→ g(u)e−u
2/2, il existe [α, β] ⊂]ℓ, b[ave
 α < β et x0 ∈]α, β[ tel que : g(u)e−u2/2 > 0 pour tout u ∈ [α, β]. Soit alors x > c, on a :

0 <
β∫

α
g(u)e−u

2/2du 6

b∫

ψj(x)

g(u)e−u
2/2du =

∫ +∞
x e−u

2/2du →
x→+∞

0 ,
e qui est impossible, don
ℓ = b.Si b = +∞, ave
 un raisonnement analogue au pré
édent, on montre que :

lim
x→+∞

ψj(x) = +∞.Con
lusion :
lim

x→−∞
ψj(x) = a et lim

x→+∞
ψj(x) = b18. ψ1 est stri
tement 
roissante sur R, don
 ψ1(x

+) et ψ1(x
−) existent dans R , ave
 ψ1(x

+) > ψ1(x
−) ,pour tout x ∈ R .Si x ∈ D, alors ψ1(x

+) > ψ1(x
−).Soit N ∈ N

∗, D 1

N
= {x ∈ D / ψ1(x

+)− ψ1(x
−) > 1

N }, montrons que card(D 1

N
) 6 1

N (b− a) où a et bsont dé�nis dans la question 17. )Supposons a et b sont �nis, 
omme ψ1(R) ⊂ [a, b], alors :
(b− a) >

∑

x∈D 1
N

(ψ1(x
+) − ψ1(x

−))
︸ ︷︷ ︸

> 1

N

> card(D 1

N
).

1

N
, don
 card(D 1

N
) 6 N(b− a).Si a ou b est in�ni, l'inégalité pré
édente est triviale .19. Ce que je peux dire 
'est que D =

⋃

N>1

D 1

N
, don
 D est dénombrable .20. Montrons que si ψ1(x) < ψ2(x), alors g est nulle sur [ψ1(x);ψ2(x) ] :On a : ψ2(x)∫

ψ1(x)

g(u)e−u
2/2du =

ψ2(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du−
ψ1(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du

=
x∫

−∞
e−u

2/2du−
x∫

−∞
e−u

2/2du = 0.Comme u 7→ g(u)e−u
2/2 est 
ontinue , positive et d'intégrale nulle sur [ψ1(x);ψ2(x) ], ave
 :

ψ1(x) < ψ2(x), on déduit que g est nulle sur [ψ1(x);ψ2(x) ].21. Supposons que g(ψ1(x)) > 0, on a alors lim
y→x,y<x

ψ1(y) = ψ1(x
−) 6 ψ1(x) 
ar ψ1 est stri
tement
roissante .Soit y < x, alors :
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∫ ψ1(x)∫

ψ1(y)

g(u)e−u
2/2du =

ψ1(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du−
ψ1(x)∫

−∞
g(u)e−u

2/2du

=
x∫

−∞
e−u

2/2du−
y∫

−∞
e−u

2/2du

=
x∫

y
e−u

2/2du →
y→x,y<x

0,

,
don
 ψ1(x)∫

ψ1(x−)

g(u)e−u
2/2du = 0.Si ψ1(x

−) < ψ1(x), 
omme à la question 20., on a : g est nulle sur [ψ1(x
−), ψ1(x)], en parti
ulier

g(ψ1(x)) = 0, 
e qui 
ontredit l'hypothèse .D'où ψ1(x
−) = ψ1(x) .De même ψ1(x

+) = ψ1(x) , don
 ψ1 est 
ontinue en x .22. Supposons que ψ1(x) 6= ψ2(x), alors ψ1(x) < ψ2(x) et par la question 20. g est nulle sur [ψ1(x), ψ2(x)].Soit 0 < ε 6 ψ2(x) − ψ1(x), 
omme ψ1 est 
ontinue en x, il existe η > 0 tel que :
∀y ∈]x, x+ η]; 0 < ψ1(x) < ψ1(y) 6 ψ1(x) + ε 6 ψ2(x),don
, pour y ∈]x, x + η]; 0 <

y∫

x
e−u

2/2du =
ψ1(y)∫

ψ1(x)

g(u)e−u
2/2du 6

ψ2(x)∫

ψ1(x)

g(u)e−u
2/2du = 0 
e qui estimpossible , d'où

ψ1(x) = ψ2(x)23. Je 
rois qu'il y'a une erreur dans l'enon
é : Si l'on prend par exemple ψ : x 7→ x qui est 
ontinueet stri
tement 
roissante sur R , ε = 1 (i
i C = R) et K = {1, 9}, alors, ave
 les 
onditions del'énon
é, on a : x0 = 1 et x1 = 9 ( q = 0) et don
 K ⊂ [x0, x1], mais pour u = 1 et v = 9, on a :
ψ(v) − ψ(u) = 9 − 1 = 8 > 1 = ε.Peut-être, on demande l'existen
e de des xj dans C tels que ...... , au lieu des xj dans K tels que......Dans la suite les xj seront pris dans C.Soit ε > 0, ψ1 étant 
ontiune sur le 
ompa
t K, don
 uniformément 
ontinue sur K, il existe alors
η > 0 tel que :

∀x, y ∈ K, |x− y| 6 η ⇒ |ψ1(x) − ψ1(y)| 6 ε (i)Soit u ∈ K ⊂ C, il existe αu, βu ∈ C tel que : 





[αu, βu] ⊂ C
0 < βu − αu 6 η
u ∈]αu, βu[

.Alors K ⊂ ⋃

u∈K

]αu, βu[,, don
 (]αu, βu[)u∈K est un re
ouvrement d'ouverts du 
ompa
t K,on peut alorsextraire un re
ouvrement �ni de K : ∃q ∈ N, tel que K ⊂ ⋃

06j6q
]αuj , βuj [.Posons x2j = αuj et x2j+1 = βuj , alors :a) K ⊂

⋃

06j6q
]x2j , x2j+1

[⊂
⋃

06j6q
[x2j , x2j+1

]b) Pour j ∈ {0, ..., q} et x2j 6 u 6 v 6 x2j+1, on a, d'après (i) : 0 6 ψ1(v) − ψ1(u) 6 εD'où le résultat demandé .24. On sait que, voir question 16. que (ϕn(x))n est bornée.Pour 
haque x ∈ C, on a ψ1est 
ontinue en x et par la question 22.) ψ1(x) = ψ2(x) , don
 la suite
(ϕn(x))n admet une seule valeur d'adhéren
e �nie ψ1(x), et par 
onséquent 
onverge vers ψ1(x) . D'où
(ϕn)n 
onverge simplement sur C vers ψ1. Pour x ∈ K, d'après 23. (a), il existe j ∈ {0, ..., q} tel que
x ∈ [x2j , x2j+1] et puis par 22. (b) :
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|ψ1(x) − ϕn(x)| 6 |ψ1(x) − ψ1(x2j)|
︸ ︷︷ ︸

6ε

+ |ψ1(x2j) − ϕn(x)|

6 ε+ |ψ1(x2j) − ϕn(x)|Comme (ϕn)n 
onverge simplement vers ψ1 sur C, il existe nj ∈ N
∗ tel que :

{
∀n > nj; |ψ1(x2j) − ϕn(x2j)| 6 ε
∀n > nj; |ψ1(x2j+1) − ϕn(x2j+1)| 6 εDon
 . |ψ1(x2j) − ϕn(x)| 6 |ψ1(x2j) − ϕn(x2j)|

︸ ︷︷ ︸

6ε

+ |ϕn(x2j) − ϕn(x)|

6 ε+ ϕn(x) − ϕn(x2j)
6 ε+ ϕn(x2j+1) − ϕn(x2j) ( ϕn est une fon
tion 
roissante ).Or lim

n∞
(ϕn(x2j+1) − ϕn(x2j)) = ψ1(x2j+1) − ψ1(x2j) 6 ε, il exist don
 n′j ∈ N

∗ tel que :
∀n > n′j; 0 6 ϕn(x2j+1) − ϕn(x2j) 6 2ε.En 
on
lusion : Pour N0 = max

06j6q
(nj + n′j) ∈ N

∗, on a :
∀n > N0,∀x ∈ K; |ψ1(x) − ϕn(x)| 6 4ε
'est à dire (ϕn)n 
onverge uniformément sur K vers ψ1 .25. Une re
ti�
ation de l'énon
é : On montre, que pour tout A > 0, il existe n0 tel que :

∀m > n0 : sup
u∈[−A,A]

|ϕm(u)| 6 |ψ1(−A)| + |ψ2(A)| + 1.Soit A > 0 etε = 1
2 > 0, par dé�nition de ψ1 et ψ2 , il existe n0 ∈ N

∗ tel que :
∀m > n0;

{
ϕm(A) 6 ψ2(A) + ε
ψ1(−A) + ε 6 ϕm(−A)Don
 : ∀m > n0, ∀u ∈ [−A;A]; ψ1(−A) − ε 6 ϕm(−A) 6 ϕm(u) 6 ϕm(A) 6 ψ2(A) + ε et puis :

|ϕm(u)| 6 max(|ψ1(−A)| + ε, |ψ2(A)| + ε) 6 |ψ1(−A)| + |ψ2(A)| + 2ε = |ψ1(−A)| + |ψ2(A)| + 1.D'où :
sup

u∈[−A,A]
|ϕm(u)| 6 |ψ1(−A)| + |ψ2(A)| + 1Montrons que {|u− ϕn(u)|2 / |u| 6 A et n > 1} est majoré .On a : {|u− ϕn(u)|2 / |u| 6 A et 1 6 n 6 n0} =

⋃

16n6n0

{|u− ϕn(u)|2 / |u| 6 A}Pour n ∈ {1, ..., n0} �xé, l'appli
ation u 7→ |u− ϕn(u)|2 est 
oninue sur le 
ompa
t [−A,A], don
bornée, on note Mn sa borne supérieure.On a alors sup{|u− ϕn(u)|2 / |u| 6 A et 1 6 n 6 n0} 6 max
16n6n0

(Mn)
noté
= M ′.Si n > n0, alors 0 6 |u− ϕn(u)|2 6 (|u| + |ϕn(u)|)2

6 (A+ |ψ1(−A)| + |ψ2(A)| + 1)2
noté
= M ′′

,don
 sup{|u− ϕn(u)|2 / |u| 6 A et n > n0} 6 M ′′ .Con
lusion : : L'ensemble {|u− ϕn(u)|2 / |u| 6 A et n > 1} est majoré et
M = sup{|u− ϕn(u)|2 / |u| 6 A et n > 1} 6 max(M ′,M ′′).
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26. Soit A > 0, ε > 0 et (λn)n>1 la suit des points de dis
ontinuités de ψ1 dans [−A,A] .( s'il y'en a ),
Jp =]λp − 1

2p
ε
M , λp + 1

2p
ε
M [ et K = [−A,A] − ⋃

p>1
Jp..

K est un 
ompa
t de R, 
ar fermé (interse
tion d'un fermé et du 
ompémentaire d'un ouvert) et borné( K ⊂ [−A,A] ).
A∫

−A

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2du =

∫

K

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2du+

∫

S

p>1

Jp

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2du.D'après la question 24. lim

n∞

∫

K

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2du =

∫

K

|u− ψ1(u)|2 e−u
2/2du .

∫

S

p>1

Jp

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2du 6

+∞∑

p=1

∫

Jp

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2du

6
+∞∑

p=1
M

∫

Jp

e−u
2/2du

6 e−A ε
M

+∞∑

p=1

1
2p−1 = 2e−A ε

M .D'où le résultat demandé .27. Soit A > 0 et ε > 0, on a : 1
2

A∫

−A

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2du 6 1

2

+∞∫

−∞
|u− ϕn(u)|2 e−u

2/2du = Φ(fn) 6 E(fn).Mais lim
n∞

E(fn) = E(g) ( question 15. ), don
 , il existe n0 ∈ N
∗ tel que : E(fn) 6 E(g) + ε pour toutentier n > n0 et par suite :

1

2

A∫

−A

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2du 6 E(fn) 6 E(g) + ε.Par la question 24. ) lim

n∞

1
2

A∫

−A

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2du = 1

2

A∫

−A

|u− ψ1(u)|2 e−u
2/2du, 
e qui montre que

1
2

A∫

−A

|u− ψ1(u)|2 e−u
2/2du 6 E(g) + ε.Don
 u 7→ |u− ψ1(u)|2 e−u

2/2 est intégrable sur R et 1
2

+∞∫

−∞

|u− ψ1(u)|2 e−u
2/2du 6 E(g) + ε. et 
e
ipour tout ε > 0.En 
onséquen
e :

Φ(ψ1) 6 E(g)**********
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