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A.Produit scalaire de matrices

1. Montrons la formule de trace
Notons C = (&4, ...,&,) la base canonique de R", B = (ey, ..., e,) une base orthonormée de R, alors

pour toute matrice M = (a;;)i; € M,(R), on a a;; =< Me;,e; > et tr(M Z < Me;,e; >

Soit P la matrice de passage de C a B, alors P est une matrice orthogonale et ei = Pe; pour tout i € [[1,n]],
donc

tr(A) =tr(*PAP) = Z <tPAPg;,e; >= Z < APg;, Pe; >= Z < Ae;,e; >
i=1 i=1 i=1
2. Un produit scalaire sur 1, (R) La bilinéarité , la symétrie sont triviales.
Soit A € M,,(R) et (e, ..., e,) une base orthonormée de R™ alors
n n

tr(tAA) = Z <'Ade;e; >=Y || Ae;|* > 0, de plus si tr(*AA) = 0, on aura
=1
Vi € [[1, ]] Ael—o donc A = 0.
3. Montrons que < A, B > est positif
La matrice B étant symétrique réelle, donc d’aprés le théoréme spectral, il existe une base (e, ...,e,)de
vecteurs propres de B associés aux valeurs propres Aq, ..., A, qui sont positives grace a la positivité de B
de plus A est symetrlque positive, donc Vi [[ n]] < *Ae;,e; >=< Ae;,e; > > 0, ce qui entraine que

< A,B>=tr(*AB) = Z <tABe;, e; >= Z)\ <tAe;e; > >0.
=1 =1
B.Décomposition polaire

4. Expression de || A4]|2
PAA) =TAA.
Vr e R, < PAAx,z >= || Az|* > 0.
. tAA étant symétrique réelle positive, donc diagonalisable dans une base orthonormée de ses vecteurs
propres (eq, ..., €,) associée aux valeurs propres positives \q, ..., \,,.

n

Pour tout = € R™ tel que ||z|| = 1, z = Z <we;>e 6t AAr =D N\ <z, > e; donc

=1 =1
n

n
|Az||? =< tAAx, z >= z:l)\l- <z, e >2< <1r£?§xn)\ Zl <z e >i= (lrgax ) |lz])? = = jax i
1= K2

ce qui entraine que ||A4|2 < ./ max \;, de plus
1<i<n

Si /\j = 1I£IZa<Xn iy alors ||A€j||2 =< tAAej,ej >= >‘j <ej,e5 >= >‘js dou I’égallté ||A||2 = /1r£1?<xn A
5. Existence de I'auto-adjoint /
f*of estun endomorphisme auto-adjoint positif de E, donc d’aprés le théoréme spectral, il existe (eq, ..., e,,)
une base orthonormée de E de vecteurs propres de f, alors 'endomorphisme h de E défini par
h(e;) = v/ Aie; OU Ay, ..., \,, les valeurs propres de f*of qui sont positifs grace a la positivité de f*of, répond
a la question.

6. Restriction de /1 a I'm(h) est un automorphisme
. h(Im(h)) C Im(h).
.Soit y = h(z) € Ker(h) N Im(f), alors h?(z) = h(y) = 0, donc < h%(z),z >=< h*oh(z),z >= ||h(z)|]* = 0,
et par suite y = h(x) = 0.

7. Existence de 'isomorphisme v
.Soitz € B, [|h(2)|2 =< h2(z),z >=< fof(x),x >=< f(z), f() >= | f()|2 donc ()| = ||f ()]
Légalité ||h(z)| = || f(x)|| pour tout z € E entraine que Ker(h) = Ker(f), et par suite
dim(Ker(h)) = dim(Ker(f)) = n — dim(Im(f)) = dim(Im(f))*.
. On choisit une base orthnormée (ey, ...,¢,) de Ker(h) et (1, ...,£,) une base orthonormée de (Im(f))*,
on définit v : Ker(h) — (Im(f))* par v(e;) = &, alors v transforme une base orthonormée a une base
orthonormée, donc v est un isomorphisme qui conserve la norme.
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Construction de I'automorphisme orthogonal «

. E = Ker(h) @(Ker(h))*, or (Ker(h))* = (Ker(h*))* = Im(h), donc E = Ker(h) @ Im(h).

. Soit u I'endomorphisme de E définit par u = foh ! sur Im(h) et u = v sur Ker(h).

. u conserve la norme, en effet Vo € F, 3x1 € Ker(h),xz2 € Im(h) tel que = 1 + x4, alors

u(zy) = v(zy) € (Im(f))*t etu(zs) = f(ﬁ_l(xg)) € Im(f), donc u(x1) L u(zs) et par suite

lu(@)[)? = u(zy) +u(z2)|? = llu@)]? + @)l = [lo(e)]2 + 10 @) 2 = 2] + 15 @2))]? =
= ||@1]|? + ||x2||? = ||=||?, donc u est un automorphisme orthogonal.

. On vérifit bien que uoh = f, en effet Ker(h) = Im(f), donc uoh = f = 0 sur Ker(h) et uoh = foh~'oh = f
sur Im(h).

La décomposition polaire

. On munit E = R™ du produit scalaire canonique, et soit A € M, (R), f 'endomorphisme canoniquement
associé a A, d’aprés ce qui précéde f = uoh ou v un automorphisme orthogonal de E et h un endomor-
phisme auto-adjoint positif de E.

. Soient U la matrice de « dans la base canonique de R", S celle de h dans cette base, alors U € O,,(R) et
S symétrique positive, et par traduction matricielle on obtient A = US.

C.Projeté sur un convexe compact

Existence de 1

. Lapplication h — ||z — h|| est continue sur le compact H a valeurs réelles, donc elle est bornée et atteint
sa borne inférieure dans H, c’est a dire 3hy € H tel que d(z, H) = ||z — ho||.

Unicité de A

ho + hy

. Supposons 3hg # hy € H tels que ||x — ho|| = || — hq||, alors par convexité de H , m = € H et

I'égalité de la médiane appliquée au triangle (x, ho, h1) S'écrit

1 1
lz = hol|* + [l = ha||* = 2]l = m[|* + S lho — hull*, donc &z —m|* = & — ho[|* = J[l7n = hol|* < ||z — ho|?,
ce qui contredit la minimalité de hy.

Caractérisation de i

. Soit hy € H tel que d(x, H) = ||z — hol|, alors Vh € H Vt €]0,1]

|z — (1 —t)ho — th||?> = ||x — ho — t(h — ho)||? = ||z — hol|?> — 2t < 2 — hg, h — hg > +t%||h — hol|? > ||z — hol|?
donc, 2 <x—hg,h—ho> < t|h— hol? etentendantt vers 0, on obtient < z — hg, h — hg >< 0.

. Réciproquement, supposons 3hg € H tel que Vh € H, < x — hg,h — hg > < 0, alors

Vh € H, ||(E — hH2 = ||($ — ho) — (h — h())||2 = HZC — h”2 —2<x—hg,h—hg > +||h — h()||2 > ||(E — h()||2, donc
Vh € H, ||z — h|| > ||= — hol|, ce qui entraine que ||z — ho|| est un minorant atteint de {||jz — || /h € H}, dou
d(z, H) = ||z — hol|.

D.Théoréme de Carathéodory et compacité

L'enveloppe convexe coincide avec les combinaisons convexes
. 2 € E est une combinaison convexe d’élémentsde H <= dp € N*,zy,....,2p € H, A1,..., A, >0

p p p p
telque Y A =1letz=> N, Posons Cp ={x =Y Na; /Vie[[L,p],\i>0,a; € H > A =1}
=1 1=1 =1 1=1
Montrons que conv(H) = | | C,.

peEN*
. C est convexe.

Soient z,y € C, t €]0,1[, alors 3p, g € N*, A, ..., Ap, pt1, ooy pig > 0 €t 21, oy p, Y1, yg € H
q

P q p
telsque = = > Na; ety =y, alors te+ (1 -ty =Y thia; + Y (1 —t)uiy; € Cprq C C.
=1 =1 =1 =1
. C contient H.
H=C0C cC.
. Minimalité de C.
Soit K un convexe contenant H, alors une récurrence sur p montre que K contient les C,,. En effet

- K contient H = (.
p+1

-Supposons que K contient C,, et soit z € C,y1, alors I, ..., Ap1 > 0etay, ...z, 1 € H tels que Z N\ o=1
=1

p+1 p
etr = Z \;z;, alors en posant A = Z \;, On aura
=1 =1
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P P
g . ) Ai :
z=A) i+ Ap+1ap41, OF par hypothése de récurrence > i € K etayys € K etpuisque A+ X1 =
i=1 i=1
1, la convexité de K entraine que z € K.
donc K contient tout les C,, et par suite C.
En conclusion C est le plus petit convexe contenant H, c’est donc conv(H).

Existence des scalaires p,z

card(zy — 1,...,xp —x1) =p—1>n+1, donc c’est une fam|IIe liée de E, d’ou I'existence de W2, .., fp dES
p
réels non tous nuls tels que » i (z; — Z“m - Z“Z )1 = 0, donc avec y; = Z““ on aura
=2 =2 =2

p p
Z/“ =0etx = Z,Uﬂ?i-
i=1 i=1

conv(H) est constitué des combinaisons convexes d’au plus n + 1 éléments

Les p; sont non tous nuls, donc I'un d’eux est strictement positif, considérons

6= mzn{)\— /ie]l,p]] et pi >0} = 2—’ alors en posant a; = A; — 6, pour i € [[1, p]], on aura

7
-SquSO a; N — Op; > 0.

A
_SIM1>O Q= Mz(;_e)zo
-a]—O '
p

p
Zaz Z)‘i —QZM =1-6.0=1.
i=1 i=1
Z ;5.

i+1litj
Donc z est combinaison convexe de (p — 1) éléments de H.
En conclusion on refait le méme procédé avec ce dernier x tant que p > n + 1, donc conv(H) est constitué
des combinaisons convexes d’'au plus (n + 1) éléments de H.
Lenveloppe convexe d’'un compact est un compact
n+1
. D’aprés la question précédente, conv(H) = {z = Z XNixi | (t1,etnp1) €A € 29, . 20y € H}.

. On considere I'application

0 H™ x A — E

($1, -~-,$n,+1,t1, ---7tn+1) — Z t;x;
=1

E est de dimension finie, donc ¢ est a composantes polynémiales, elle est donc continue.

. O™+ est produit fini de compacts, donc c’est un compact, de plus A est fermé borné de R™+!, donc c’est
un compact.

. H = o(H"! x A) est compact comme image d’un compact par une application continue.

E.Enveloppe convexe de O, (R)

Lenveloppe convexe de O,,(R) est compact
. O, (R) est un fermé.
- l'application ¢ : M,,(R) — M, (R) définie par (M) = *M M est a coéfficients polyndmiaux, donc ¢ est
continue, et par suite O,,(R) = ¢~ !({I,,}) est un fermé comme image réciproque du fermé {I,,}.
.VYM € O,(R), ||[M|; = tr(*MM) =n, ou ||.||; estla norme définie dans la partie 4, donc O,,(R) est borné.
En conclusion O,,(R) est un fermé borné de M,,(R) qui est de dimension finie, donc O,,(R) est une partie
compacte, et par suite d’apres la question 15, conv(O,,(R)) est compacte.
Lenveloppe de O, (R) est contenu dans la boule unité

P P
Soit M = Z AiM;oUp e N*, My,..., M, € O,(R), A1, ..., A, des réels positifs tels que Z A; = 1, alors

=1 =1

P p
Ml < || M;||2, or || M;]|2 = A) = A) =1,donc | M||2 < A= 1.
1241 < 3 Az, or AL \/AES%M \Juax () LUEEDY

Les inégalités demandées
.SiV € O0,(R), alors tr(AV) — tr(AN) = tr(A(V — N))) = tr(!(M — N)(V — N)) =< M — N,V — N >,
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or N est le projeté de M sur conv(O,(R)), donc d’aprés la question 11, puisque V' € O, (R), on aura
<M-NV-N> <0, donctr(AV)gtr( N).

p
. Si V € conv(O,(R)), alors V = ZAM Ol Ay, Ay > Otel que Y\ = LetV,....V, € On(R), alors
=1 =1

p

tr(AV) = tr()_ \AV) Z Aitr(AV;) <3 Aitr(AN) = tr(AN).

=1 i:l
. ir(AN) — tr(AM) = (A(N M)) = tr({(M — N)(N — M)) = —||M — N|j2, or M ¢ conv(O,(R)) et
N € conv(O,(R)), donc M # N et par suite ||M — N||; > 0, dou tr(AN) < tr(AM).
Ltr(S) =tr(U7A) = tr(AUY), or U~ € O, (R), donc d’aprés l'inégalité stricte précédente
tr(S) = tr(AUY) < tr(AM) = tr(USM).
Linégalité tr(MUS) < tr(S)
S étant symétrique réelle positive, soit (e1, ..., e,,) une base orthonormée de vecteurs propres de S associée

aux valeurs propres i, ..., A, alors tr(MUS) = Z)\i < MUe;,e; >= Z \i < Ue;,"Me; > et l'inégalité de
=1 =1
Cauchy-Schwarz entraine que
<Ue;,'Me; >< ||Ue;||||[! Me;]|, or U € O,(R), donc ||Ue;|| = ||e:|| = 1 de plus Sp(* M M) = Sp(M*M), donc
[ M]|2 = [|*M]|2, ce qui entraine que
tr(MUS) <Y N[ M2 <> A =tr(S) (car |[M]|z < 1).
i=1 =1

Conclusion

. D’aprés la question 17, conv(0,(R)) C B

. Supposons que cette inclusion est stricte, alors il existe M € 9B et M n’appartient pas a conv(O,(R)), ce
qui aboutit d’aprés les questions 18 et 19 & la contradiction ¢r(S) < tr(USM) = tr(MUS) < tr(S).
. En conclusion conv(0,,(R)) est la boule unité fermée de (M, (R), ||.||2)-

F.Points extrémaux

Une matrice orthogonale est extremale dans la boule unité

Soit X € R", alors I'égalité de la médiane appliquée au triangle (O, VX, W X) s’écrit

VX +[WX|? = %IIVX —WX|?+2|UX]]?, donc %(IIVX —WX|? = |VX|?+ [WX]|? - 2|UX]|]?), or
||1UXH = X1, VXN < VI X < [[ X et [WX]| < [W]2]| X]| < [[X]], ce qui entraine que

§||VX —WX|? < |IX]]2 + | X||* - 2||X]||> = 0, donc VX € R*, VX = WX, cest adire V = W ce qui
entraine que U = V = W, d’ou I'extrémalité de U dans 8.

La forme demandée de la matrice A

. D’aprés la question 9, A = US ou U € O,(R) et S symétrique réelle positive, S est diagonalisable dans
une base orthonormée, donc 3Q € O, (R), D = diag(ds, ...,d,) ou les d; sont les valeurs propres positives
ou nulles tels que S = tQDQ, donc A = U'QDQ = PDQ avec P = UtQ € O,(R).

Montrons que les d; sont inférieurs a 1 non tous éhaux a 1

TAA ='QD'PPDQ ='QD?Q, donc Sp(*AA) = Sp(*QD?*Q) = Sp(D?) = {d2, ...,d2}, donc

|All2 = V/max(d?,...,d2) = maz(dy, ...,dy,), or ||Al|2 < 1,donc Vi € [[1,n]],d; <1

. Supposons que Vj € [[1,n]],d; > 1,doncVj € [[1,n]],d; = 1 et par suite D = I,, ,ce qui entraine I'absurdité
A= PQ € O,(R).

Conclusion

. Soit j € [[1,n]] tel que d; < 1 et soit a > O tel que d; + a < 1.
1
. Notons D,, = diag(ds,...,d;j—1,d; + o, d;11,...,d,), alors avec A, = PD,Q, on aura A = §(Aa +A_,)

avec A,, A, € 8 mais A # A,, donc A n’est pas extrémal dans 5.
. On vient de montrer dans cette partie F que O,,(R) est I'ensemble des points extrémaux de la boule unité

de (M, (R), [[.][2)-



