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CONCOURS COMMUNS
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera

sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été
amené a prendre.

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé d’'un exercice et d’'un probleme dont les parties sont largement
indépendantes.



EXERCICE

M. Toutlemonde habite dans un immeuble dont la porte d’entrée est sécurisée par un code a 4
chiffres dont chacun est compris entre 0 et 9 . Malheureusement, il se trouve devant cette porte et
il en a oublié le code.

1°.

2°.
3°.

Déterminer la fonction génératrice d’'une variable aléatoire suivant une loi géométrique de
parametre p €]0, 1[ puis en déduire son espérance.

En essayant un code au hasard, quelle est la probabilité de tomber sur le bon code?

M. Toutlemonde décide de trouver le bon code en procédant de la maniere suivante : il essaye
un code au hasard choisi par les codes non encore testés. On note X la variable aléatoire égale
au nombre de codes testés jusqu’a obtenir le bon code. Déterminer la loi de X et donner son
espérance.

. Ala place de la stratégie précédente, M. Toutlemonde essaye des codes au hasard, sans se

soucier du fait qu'’il les ait déja essayés ou non. On note encore X la variable aléatoire égale
au nombre de codes testés jusqu’a obtenir le bon code. Déterminer la loi de X et donner son
espérance.

. Informatique Pour Tous.

Compléter, en langage Python, le script suivant pour qu’il simule une personne essayant de
deviner le code 4714 :

code =4714

n=int( input ( " Taper un code & 4 chiffres : ’))
k= ...

while ................

print("Vous avez trouvé le code en "+str(k)+"essais.")

(coveeereenreennnes représente une instruction ou une partie d’instruction a compléter.)

Pour ne plus oublier le code, M. Toutlemonde décide de I’écrire sur un papier qu’il garde dans
sa poche. Pour ne pas se faire dérober le code il le crypte de la maniére suivante : il remplace
chacun des 4 chiffres par lui-méme additionné de 5 et réduit modulo 10. Par exemple, le code
4714 est crypté 9269.

. Informatique Pour Tous.

Ecrire, en langage Python, une fonction crypte (m) qui recoit en entrée une liste m de 4
chiffres et renvoie en sortie la version cryptée de cette liste. Par exemple,

crypte ([4,7,1,4]) renvoie [9,2,6,9]

PROBLEME - Intégrales de Fresnel

Dans ce probléme, on étudie certaines intégrales et séries numériques reliées aux intégrales dites
de Fresnel. Augustin Fresnel (1788-1827) démontra le caractére ondulatoire de la lumiere et, pour
cette raison, il est considéré comme un des fondateurs de I'optique moderne.



Partie I - Intégrales fonctions de leur borne

X

. 2 . 2
Dans cette partie, on définit la fonction H par 'expression H(x) = j e'’” dt, ot e'! signifie exp (i tz)

7°.
8°.
9°.

10°.

11°.

12°.

13°.

14°.

0
Démontrer que H est définie et de classe 6 sur R. Donner une expression de H' (x).

Etudier la parité de la fonction H.

.2
Démontrer que la fonction t — e'*" est développable en série entiére au voisinage de 0 . En
déduire un développement en série entiére de la fonction H au voisinage de 0, en précisant
I'intervalle sur lequel ce développement est valable.

H( )—lfxz
x—2 |

Si x > 0, démontrer que :

eiu
du.
vu

Pour x > 472, en déduire que:

ix? . . ~x2 iu
H(x)- HV2m) = —i%— + — —1f ¢ _du.

2x  2V2x 4J2n >
+too .,
En déduire que I'intégrale généralisée f e’ dt converge.
0

Informatique Pour Tous. Proposer, en langage Python, une fonction I(f, a, b, n) qui prend
en entrée une fonction f a valeurs réelles ou complexes, deux réels a et b et un entier naturel

b
n et qui renvoie une valeur approchée avec la méthode des rectangles de f f(®)dt calculée
a
avec n rectangles.

Informatique Pour Tous. Proposer, en langage Python, une fonction H(x,n) qui prend en
entrée un réel x et un entier naturel n et qui renvoie une valeur approchée de H(x) calculée
avec la fonction de la question précédente. On rappelle que le code Python, pour el
exp(1j*t**2).

, est

Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel

Dans cette partie, on étudie la fonction g d’expression :

Pour cela, on pose f(x,t) =
15°.
16°.
17°.

18°.

19°.

+00 o—x?(£%~i)
= —dt
g(x) f_ T2

e—xz(tz—i)
12—
Si(x,t) € R2, déterminer les modules des nombres complexes e_xz(tz_i) et 1> —1i.
Démontrer que g est définie et continue sur R (on pourra utiliser un argument de parité).
Soit (x,), une suite divergente vers +oo. A l'aide du théoréeme de convergence dominée, dé-

montrer que nlilP g (x,) = 0. En déduire la limite de g en +oo et en —oo.
—1+00

Démontrer que g est de classe € sur R*.
+oo

—_ 2 z N\ z *
On admet dans cette question que I'intégrale f e ' dt converge et est égale a /7. Vérifier
—00
que:

Vx>0, g(x)=-2vme™.



20°. Décomposer dans C(X) la fraction rationnelle On admet ensuite que :

X2-i

1 1-i (\/E 2X -2 i V2 2X+V2 i

X2-i 4

X + ——X +
2 X2-Xv2+1 X2-XvV2+1 2 X2+XV2+1 X2+XvV2+1

+00 1 +oo
Démontrer que f ———— dt = &#v'2. Donner la valeur de f _—
—oo t2—\/2t+1 —oo 2+V2t+1

déterminer la valeur de g(0).

dt puis

21°. En déduire que :
QA+

V2
+00

.2
ol la fonction H a été introduite dans la partie I. Donner ensuite les valeurs de f e'dt,
0

Vx>0, g(x)= —2v/7 x H(x)

+00

+00
def cos(tz)dt et def sin(tz)dt.
0 0

Partie I1I - Etude d’une série de fonctions

Dans cette partie, on étudie la fonction § d’expression :

inx
100 o

S(x) = .
PN

inx

vn'
22°. On suppose que (a@y),cn+ est une suite réelle positive décroissante de limite nulle et que
(by) nen €St Une suite bornée. En admettant 'identité suivante :

Pour tout entier naturel » non nul, on note f;, la fonction d’expression f;,(x) =

N N
YNeN*, ) an(bp—bu-1)= ) (an—an+1)bn+ ani1by — ayby,

n=1 n=1
démontrer que la série Z a, (b, — b,_) converge.
23°. Soient x €]0,27x [ et n € N*. Démontrer que :

|=

2 o g, ()
=1 )

24°. ATlaide des deux questions précédentes, démontrer que S est définie sur ]0,27].

NI& [N

sin (

25°. On admet dans cette question que si ke N* et x €]0,27x]| :

ei(k+1)x _ eikx k+1 eitx dr 1
ixVk kot aks’

Démontrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout x €]0,27] :

ix_l +o00 pitx
¢ S(x)—f P
ix 1 Vi

N

<C.

26°. Déterminer la limite, quand x tend vers 0%, de :

\/_ +00 eitx
I(x) = xf dt
1 Ve

27°. Déterminer la limite en 0" de la fonction x — . Donner alors un équivalent de S(x)

ix
quand x tend vers 0.

FIN



CORRIGE

EXERCICE

+00 +00 t
1°. Soitte]—1,11,on Gx(H= ¥ P(X=mt"= Y pA-p)"ten=—F"
n=1 n=1 1-(1-p)t

1
Facilement E(X) = Gy (1) = ;

1
2°. La probabilité cherchée est 1oF"
3°. X(w) = [1, N, avec N = 10*.
N-1 N-2 N-(n-1) 1 1
Vnel[l,N]], PX=n)=———..... . =—,
N (N-1) (N-(n-2)) (N—-(n-1)) N
car les tirages ici des codes est sans remise, donc a chaque tirage le nombre de codes diminue.

Autrement X suit une loi uniforme sur [[1, N1]], alors :

N
EX)=) nP(X=n)= N+l

n=1

1
4°. Ici X — G(p) avec p = 1o% et g = 1 — p, car les tirages ici des codes est avec remise, et on

répette la méme expérience un nombre infini de fois, alors :
-VreN*: P(X=n)=pq" ! et
+00 1
-E(X)= ) npq" ' =—, d’apréslaquestion 1.
n=1 p
5.  code =4714
n= int input(’Taper un code a 4 chiffres’))
k=1
while n'!=code:
n=int (input(’Taper un code & 4 chiffres’))
k+=1
print ("Vous avez trouve le code en "+str(k)+"essais.")

6°. def crypte(m)
for i in range(len(m)):
m[i]=(m[i]+5)%10
return m

PROBLEME - Intégrales de Fresnel

Partie I - Intégrales fonctions de leur borne

.2
7°. Lapplication £ — '’ est continue sur R, alors H est de classe €' surR, et VxeR, H'(x)=
. 2
e'* il apparait bien que H est € sur R.
8°. Avec un changement de variable u = — ¢, H est impaire.

+o00 N
¥ . it2 P - ‘s
9°. OnaVvzeC, e* = Z — donc I'application t — e'*" est développable en série entiére en 0.
n=0 1
x 2 X +00 inth too rx N 2n ine2n
Soit x € R, onaH(x):f e' dt:f Y dt = dt, car )_ est une
0 0 n=0 n=0Jo n! nso N

série entiere de rayon de convergence +oo. Alors
too jn x2"+1

HEx) =), nen+l)

n=0



Avec un rayon de convergence égale a +oo, car I'égalité est vraie pour tout x € R.

10°. Avec un changement de variable yu=t,ona:

H(x)—1 " el du
=3 NG

11°. Soit x > 47r. Avec intégration par parties on a :

H(x) - H(V2m) = e—du

27 \/_
27 2 u2

x 2 iu
. 2 i
i X elu
-~ | —du
4 Jon uz
e

i X elu
=—i f —du
2x 2\/_ 4 Jor uz

elu

1
2i | vu
1
2_

u
12°. Lapplication u+— —5 est continue sur [27, +ool.
uz

iu
On Yu =2x,0ona|—
uz

1

s 3
2

1
et 'application u — —; est intégrable sur [27, +oo, donc
uz2

u .
1224
par comparaison I'application u — —- est intégrable sur [27, +oo], ainsi la convergence de

uz
+00 piu
e
[
27 uz

Donc xliIP H (x) existe d’apres I’égalité précédente..
—T00
+00

.2
Par conséquent la convergence de f el dt= xlirP H(x).
0 —+00

13°. def I(f, a, b, n):
dt=(b-a) / n
s=0
for i in range( n)
s+=f (a+dt * i)
return s*dt

14°. def H(x,n):
f= lambda t:exp(lj*t**2)
return I(f,0,x,n)

Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel
=e " et |2 —i|=Vir+1.

+o00o

0
6°. g(x):f f(x,t)dt+f fx,ndt.
—00 0

5°. (x, 1) € R? ‘e‘xz(tz"')

+00

()}
orf [fx,0dt = fx,ndt (-t=u)
—00 0

+00
donc g(x) = 2[ fx,0dt
0

-VxeR: t— f(x,0) est €° sur [0, +ool.



-VteR: x— f(x,t) est €° sur [0, +ool.

1
-V, eR% |f(x, D)< =@(1)
Vit +1
1
Or ¢ est €Y et intégrable sur [0, +oco| car @(f) g

Donc g est €° sur R.
17°. g(x ):2f+oowdt
. n | 7 .
Posons u,(t) =2f (x,,t) :
-VneN, u, est €° sur [0, +ool.
-Vte[0,+o0l; uy,(l) B 0 = u(t) et u est continue sur R™.

-VteR"dou |u,(H)| < =@(1), et g est €0 et intégrable sur R,

1
Vit+1

Le théoreme de la convergence dominée s’applique et lir_P g(x,) =0.
n—+00
- Par la caractérisation séquentielle de la limite : liIP g(x)=0.
X—+00

- g est paire, donc xErp g(x)=0.

18°. -VxeR*; t— f(x,1) est € etintégrable sur R. (Question précédente).

0 ,
-VteR; x— f(x,t) est €' surR* et a—f(x, 1= _oxe ¥ (i) ;
x

0
-VxeR*; t— %(x,t) est € surR.

of a2
ox (x, )

-VteR: Vxela,blcR*: <2ce” tz:w(t),oﬁc:max(lal,lbl)etd:min(lal,lbl)

On a y est ¥° er intégrable sur R, donc g est € sur R*.
19°. d’apres Q18,six>0
+o0o 20,2
g'(x)= —f 2xe™* (-1 g4

(e.9]

. 2 +00 2
= —2¢'* f xe D dqy
—00

) +00
= —2e”‘2f e du (u=x1)

(o.0]
> .2
=-2Vme™
i L i .
20°. Les racines carrées de i, sont les nombres e'% et —e'4, donc elles existent deux complexes
a,b tels que :
1 a b
2_; s T x
x“—1i x-—e'7 x+els
1 1
avec a = -

20 s V204D
\/52 1 1

Ona t2—\/§t+1:(t——) +—:—[(t\/i—1)2+1]
2 2 2

Avecle changement: tv2-1=u
+oo dt +oo du
[ Lo TR
—0o 2—V2E+1 —0o U+1
Et avec le changement t = —v:

f+00 dt f+00 dV ].[\/E

o E24+vV2t+1 Joo v2-V20+1




Soit a € R, alors

al 2t—2 2t+2 a’-av2+1
- dt=In| ———

0 \F2-tvV2+1 £2+tV2+1 a’+av2+1
1 1

[l

1+4V2+ %

Donc

too [ 2F_\/2 2t+2
- dt
0 2-tv2+1 2+tV/2+1

Le a est quelconque, alors

0 2t—V2 2t+2
[ . ar=o
o\ 2= tvV2+1 2+tV2+1
Donc
too [ 2p_\/2 2t+2
- dt=0
—o \2—tV2+1 £2+tV/2+1
1-i)i 1+i
Posons}L:( ) :( ),alors

4

+00 1 1
(0):7Lf ( + )dt
g o \E2—tV2+1 £2+1tv2+1

=2A7V2
@+ i)

\Az T

X
21°. On af g'(t)dt = g(x) — g(0), donc par la question 19 :
()}

(1+1)
V2

Par la question 17 et ce qui précede, on alors :

Vx>0, gx)= T —2\/7 x H(x)

+oo |,
f e''dt= lim H(x)
0 X—+00

_(A+im
Sy
VT ix

=-—e4

2
Alors:

+00 ) +o0 ) +oo +oo
f cos(t )dt:f sin(t )dt:Ref e'’ dt:Imf e'd
0 0 0 0

VT

{=—

2V2

Partie III - Etude d’une série de fonctions

N

22°. Posons YN eN*,Sy = Y ap (bp—by,-1), par définition, la série )_ ay, (b, — bu-1) est conver-

n=1 n=1
gente si et seulement si la suite (Sy) y est convergente.



On a (b,) est bornée, donc IM >0 tel que VreN, |b,| < M, alors :
VreN*, [(an— ani1)bnl < M(ap— apy1),
Or la série télescopique, Z a, — a,+1 est convergente car la suite (a,), est convergente.

N
Doncla série Z(an— a,+1) by, est convergente, donc sa suite des sommes partielle ( Z (an— any: l)bn)
n=1 N
est convergente.
La suite (ay+1by) est de limite nulle, car (by) y est bornée, en regardant I'égalité admise, la
suite (Sy) ny est convergente, donc la série Z a, (b, —b,_1).
n=1

23°. x€]0,27[, donc e’* # 1, alors :

k=1 k=1
inx
_ix l-e
1-eix
ix eznxlz emxlz _ e—mxlz
=e

eixlz eixlz_e—ixlz
i(n+1)x Sin (%)
=e 2 X——3
sin(3)

1 ,
24°. Soit x €]0,27x[, on prendici, Vre N*, a, = — et (b,) o telle que Vr e N*, b,,—b,_; = e'™*.

vn

n
Facilement, YReN*, b,=)_ ¢'** si on prend par exemple by = 0.
k=1

La suite (a,) est décroissante de limite nulle, et la suite (by),, est d’apres la question 23 bornée
1

par sin(%)'
einx

Les conditions de la question 22 sont satisfaites, alors la série ) converge, ce qui signifie

n=1
que S a un sens sur ]0,2|.

25°. Ona
+00 ei(k+1)x_eikx ~ 1 +Zo:o ei(k+l)x
k=1 ix\/E ix k=1 \/E
1 .
= —(e"*S(x) - S(x)
ix

—S(x))

ix _ 1
= S(x)

X

D’autre part avec la continuité de la valeur absolue :

eix -1 +00 eitx +00 ei(k+1x _ eikx k+1 eitx
g [ [ (e e
ix 1 Ve =1 ixVik Kk Vit
_ +00 ei(k+1x _ eikx k+1 eitxdt‘
k=1 ixVk k Vit
Jio 1
s —_—
= 4]3/2
1 Pl |
La série Z 375 est convergente d’apres Riemann, on prend donc C = Z 2z >0
k=1 4k k=1 4k



dt
26°. Avec le changement de variable, vVxt = u, on a \/Ez—ﬁ =du, alors:
too |,
I(x)=2 f e du
VX

_2(1+i)\/5_(1+i)\/5
T o2v2 V2

too .,
lim I(x) :2[ e du
0

x—07

27°. Posons v(x) = e'*, alors :

e —lzlv(x)—v(O) . %v’(O):l

ix i x-0 x—0*

La question précédente donne :

eix -1 +00 eitx
Vi tsw-vE [ Sdi<cvE—o
ix 1 Vit
Alors ]
-1 1+i
lim \/}e . S(x) = M
x—0* ix V2
Ce qui s’écrit
1+1i
Sx) ~ A+i)vm
x—0* V2x
FIN
Pour vos remarques sadikoulmeki@yahoo.fr



