
SESSION 2022 MP1M1

CONCOURS COMMUNS
INP

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP
———————————————————–

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures
——————————–

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené à repérer ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été
amené à prendre.

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé d’un exercice et d’un problème dont les parties sont largement
indépendantes.
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EXERCICE

M. Toutlemonde habite dans un immeuble dont la porte d’entrée est sécurisée par un code à 4
chiffres dont chacun est compris entre 0 et 9 . Malheureusement, il se trouve devant cette porte et
il en a oublié le code.

1o . Déterminer la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique de
paramètre p ∈]0, 1[ puis en déduire son espérance.

2o . En essayant un code au hasard, quelle est la probabilité de tomber sur le bon code ?

3o . M. Toutlemonde décide de trouver le bon code en procédant de la manière suivante : il essaye
un code au hasard choisi par les codes non encore testés. On note X la variable aléatoire égale
au nombre de codes testés jusqu’à obtenir le bon code. Déterminer la loi de X et donner son
espérance.

4o . À la place de la stratégie précédente, M. Toutlemonde essaye des codes au hasard, sans se
soucier du fait qu’il les ait déjà essayés ou non. On note encore X la variable aléatoire égale
au nombre de codes testés jusqu’à obtenir le bon code. Déterminer la loi de X et donner son
espérance.

5o . Informatique Pour Tous.

Compléter, en langage Python, le script suivant pour qu’il simule une personne essayant de
deviner le code 4714 :

code =4714
n=int( input ( " Taper un code à 4 chiffres : ’))
k= ................
while ................

................

................

print("Vous avez trouvé le code en "+str(k)+"essais.")

(.................... représente une instruction ou une partie d’instruction à compléter.)

Pour ne plus oublier le code, M. Toutlemonde décide de l’écrire sur un papier qu’il garde dans
sa poche. Pour ne pas se faire dérober le code il le crypte de la manière suivante : il remplace
chacun des 4 chiffres par lui-même additionné de 5 et réduit modulo 10. Par exemple, le code
4714 est crypté 9269.

6o . Informatique Pour Tous.

Écrire, en langage Python, une fonction crypte (m) qui reçoit en entrée une liste m de 4
chiffres et renvoie en sortie la version cryptée de cette liste. Par exemple,

crypte ([4,7,1,4]) renvoie [9,2,6,9]

.

PROBLÈME - Intégrales de Fresnel

Dans ce problème, on étudie certaines intégrales et séries numériques reliées aux intégrales dites
de Fresnel. Augustin Fresnel (1788-1827) démontra le caractère ondulatoire de la lumière et, pour
cette raison, il est considéré comme un des fondateurs de l’optique moderne.
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Partie I - Intégrales fonctions de leur borne

Dans cette partie, on définit la fonction H par l’expression H(x) =
∫ x

0
ei t 2

dt , où ei t 2
signifie exp

(
i t 2)

7o . Démontrer que H est définie et de classe C ∞ sur R. Donner une expression de H ′(x).

8o . Étudier la parité de la fonction H.

9o . Démontrer que la fonction t 7→ ei t 2
est développable en série entière au voisinage de 0 . En

déduire un développement en série entière de la fonction H au voisinage de 0 , en précisant
l’intervalle sur lequel ce développement est valable.

10o . Si x > 0, démontrer que :

H(x) = 1

2

∫ x2

0

ei u

p
u

d u.

11o . Pour x > 4π2, en déduire que :

H(x)−H(
p

2π) =−i
ei x2

2x
+ i

2
p

2π
− i

4

∫ x2

2π

ei u

u
3
2

d u.

12o . En déduire que l’intégrale généralisée
∫ +∞

0
ei t 2

dt converge.

13o . Informatique Pour Tous. Proposer, en langage Python, une fonction I ( f , a, b, n) qui prend
en entrée une fonction f à valeurs réelles ou complexes, deux réels a et b et un entier naturel

n et qui renvoie une valeur approchée avec la méthode des rectangles de
∫ b

a
f (t )d t calculée

avec n rectangles.

14o . Informatique Pour Tous. Proposer, en langage Python, une fonction H(x , n) qui prend en
entrée un réel x et un entier naturel n et qui renvoie une valeur approchée de H(x) calculée

avec la fonction de la question précédente. On rappelle que le code Python, pour ei t 2
, est

exp
(
1 j∗t∗∗2

)
.

Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel

Dans cette partie, on étudie la fonction g d’expression :

g (x) =
∫ +∞

−∞
e−x2(t 2−i )

t 2 − i
d t

Pour cela, on pose f (x , t ) = e−x2(t 2−i )

t 2 − i
.

15o . Si (x , t ) ∈R2, déterminer les modules des nombres complexes e−x2(t 2−i ) et t 2 − i .

16o . Démontrer que g est définie et continue sur R (on pourra utiliser un argument de parité).

17o . Soit (xn)n une suite divergente vers +∞. À l’aide du théorème de convergence dominée, dé-
montrer que lim

n→+∞g (xn) = 0. En déduire la limite de g en +∞ et en −∞.

18o . Démontrer que g est de classe C 1 sur R∗.

19o . On admet dans cette question que l’intégrale
∫ +∞

−∞
e−t 2

dt converge et est égale à
p
π. Vérifier

que :

∀x > 0, g ′(x) =−2
p
πei x2

.
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20o . Décomposer dans C(X ) la fraction rationnelle
1

X 2 − i
. On admet ensuite que :

1

X 2 − i
= 1− i

4
×

(p
2

2
× 2X −p

2

X 2 −X
p

2+1
+ i

X 2 −X
p

2+1
−
p

2

2
× 2X +p

2

X 2 +X
p

2+1
+ i

X 2 +X
p

2+1

)

Démontrer que
∫ +∞

−∞
1

t 2 −p
2t +1

dt = π
p

2. Donner la valeur de
∫ +∞

−∞
1

t 2 +p
2t +1

dt puis

déterminer la valeur de g (0).

21o . En déduire que :

∀x > 0, g (x) = (1+ i )πp
2

−2
p
π×H(x)

où la fonction H a été introduite dans la partie I. Donner ensuite les valeurs de
∫ +∞

0
ei t 2

d t ,

de
∫ +∞

0
cos

(
t 2)

d t et de
∫ +∞

0
sin

(
t 2)

d t .

Partie III - Étude d’une série de fonctions

Dans cette partie, on étudie la fonction S d’expression :

S(x) =
+∞∑
n=1

ei nx

p
n

.

Pour tout entier naturel n non nul, on note fn la fonction d’expression fn(x) = ei nx

p
n

.

22o . On suppose que (an)n∈N∗ est une suite réelle positive décroissante de limite nulle et que
(bn)n∈N est une suite bornée. En admettant l’identité suivante :

∀N ∈N∗,
N∑

n=1
an (bn −bn−1) =

N∑
n=1

(an −an+1) bn +aN+1bN −a1b0,

démontrer que la série
∑

an (bn −bn−1) converge.

23o . Soient x ∈]0, 2π [ et n ∈N∗. Démontrer que :

n∑
k=1

ei k x = e
i (n+1)x

2 × sin
(nx

2

)
sin

( x
2

)
24o . À l’aide des deux questions précédentes, démontrer que S est définie sur ]0, 2π[.

25o . On admet dans cette question que si k ∈N∗ et x ∈] 0, 2π[ :∣∣∣∣ei (k+1)x −ei k x

i x
p

k
−

∫ k+1

k

ei t x

p
t

dt

∣∣∣∣É 1

4k
3
2

.

Démontrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout x ∈]0, 2π[ :∣∣∣∣ei x −1

i x
S(x)−

∫ +∞

1

ei t x

p
t

d t

∣∣∣∣ÉC .

26o . Déterminer la limite, quand x tend vers 0+, de :

I (x) =p
x

∫ +∞

1

ei t x

p
t

d t

27o . Déterminer la limite en 0+de la fonction x 7−→ ei x −1

i x
. Donner alors un équivalent de S(x)

quand x tend vers 0+.

FIN
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CORRIGÉ

EXERCICE

1o . Soit t ∈]−1, 1], on GX (t ) =
+∞∑
n=1

P (X = n)t n =
+∞∑
n=1

p(1−p)n−1t n = pt

1− (1−p)t
.

Facilement E (X ) =G ′
X (1) = 1

p
.

2o . La probabilité cherchée est
1

104 .

3o . X (ω) = [[1, N ]], avec N = 104.

∀n ∈ [[1, N ]], P (X = n) = N −1

N

N −2

(N −1)
.....

N − (n −1)

(N − (n −2))
.

1

(N − (n −1))
= 1

N
,

car les tirages ici des codes est sans remise, donc à chaque tirage le nombre de codes diminue.
Autrement X suit une loi uniforme sur [[1, N ]], alors :

E (X ) =
N∑

n=1
nP (X = n) = N +1

2

4o . Ici X ,→ G(p) avec p = 1

104 et q = 1− p , car les tirages ici des codes est avec remise, et on

répètte la même expérience un nombre infini de fois, alors :
-∀n ∈N∗ : P (X = n) = pq n−1, et

- E (X ) =
+∞∑
n=1

npq n−1 = 1

p
, d’après la question 1.

5o . code =4714
n= int input(’Taper un code a 4 chiffres’))
k=1
while n!=code:

n=int(input(’Taper un code à 4 chiffres’))
k+=1

print("Vous avez trouve le code en "+str(k)+"essais.")

6o . def crypte(m) :
for i in range(len(m)):

m[i]=(m[i]+5)%10
return m

PROBLÈME - Intégrales de Fresnel

Partie I - Intégrales fonctions de leur borne

7o . L’application t 7−→ ei t 2
est continue sur R, alors H est de classe C 1 sur R, et ∀x ∈R, H ′(x) =

ei x2
, il apparait bien que H est C ∞ sur R.

8o . Avec un changement de variable u =−t , H est impaire.

9o . On a ∀z ∈C, ez =
+∞∑
n=0

z n

n!
, donc l’application t 7−→ ei t 2

est développable en série entière en 0.

Soit x ∈ R, on a H(x) =
∫ x

0
ei t 2

d t =
∫ x

0

+∞∑
n=0

i n t 2n

n!
d t =

+∞∑
n=0

∫ x

0

i n t 2n

n!
d t , car

∑
nÊ0

i n t 2n

n!
est une

série entière de rayon de convergence +∞. Alors

H(x) =
+∞∑
n=0

i n x2n+1

n!(2n +1)
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Avec un rayon de convergence égale à +∞, car l’égalité est vraie pour tout x ∈R.

10o . Avec un changement de variable
p

u = t , on a :

H(x) = 1

2

∫ x2

0

ei u

p
u

d u

11o . Soit x > 4π. Avec intégration par parties on a :

H(x)−H(
p

2π) = 1

2

∫ x2

2π

ei u

p
u

d u

= 1

2i

[
ei u

p
u

]x2

2π
+ 1

4i

∫ x2

2π

ei u

u
3
2

d u

= 1

2i

(
ei x2

x
− 1p

2π

)
− i

4

∫ x2

2π

ei u

u
3
2

d u

=−i
ei x2

2x
+ i

2
p

2π
− i

4

∫ x2

2π

ei u

u
3
2

d u

12o . L’application u 7−→ ei u

u
3
2

est continue sur [2π,+∞[.

On ∀u Ê 2π, on a

∣∣∣∣ei u

u
3
2

∣∣∣∣ É 1

u
3
2

et l’application u 7−→ 1

u
3
2

est intégrable sur [2π,+∞[, donc

par comparaison l’application u 7−→ ei u

u
3
2

est intégrable sur [2π,+∞[, ainsi la convergence de∫ +∞

2π

ei u

u
3
2

d u.

Donc lim
x→+∞H(x) existe d’après l’égalité précédente..

Par conséquent la convergence de
∫ +∞

0
ei t 2

d t = lim
x→+∞H(x).

13o . def I(f, a, b, n):
dt=(b-a) / n
s=0
for i in range( n) :

s+=f(a+dt * i)
return s*dt

14o . def H(x,n):
f= lambda t:exp(1j*t**2)
return I(f,0,x,n)

Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel

15o . (x , t ) ∈R2
∣∣∣e−x2(t 2−i )

∣∣∣= e−x2t 2
et

∣∣t 2 − i
∣∣=√

t 4 +1.

16o . g (x) =
∫ 0

−∞
f (x , t )d t +

∫ +∞

0
f (x , t )d t .

or
∫ 0

−∞
f (x , t )d t =

∫ +∞

0
f (x , t )d t (−t = u)

donc g (x) = 2
∫ +∞

0
f (x , t )d t

- ∀x ∈R : t 7−→ f (x , t ) est C 0 sur [0,+∞[.
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- ∀t ∈R : x 7−→ f (x , t ) est C 0 sur [0,+∞[.

- ∀(x , t ) ∈R2. | f (x , t )| É 1p
t 4 +1

=ϕ(t )

Orϕ est C 0 et intégrable sur [0,+∞[ carϕ(t ) ∼+∞
1

t 2 .

Donc g est C 0 sur R.

17o . g (xn) = 2
∫ +∞

0

e−x2
n(t 2−i )

t 2 − i
d t .

Posons un(t ) = 2 f (xn , t ) :

- ∀n ∈N, un est C ◦ sur [0,+∞[.

- ∀t ∈ [0,+∞[; un(t ) −→
n−→∞ 0 = u(t ) et u est continue sur R+.

- ∀t ∈R+ d’où |un(t )| É 1p
t 4 +1

=ϕ(t ), etϕ est C 0 et intégrable sur R+,

Le théorème de la convergence dominée s’applique et lim
n→+∞g (xn) = 0.

- Par la caractérisation séquentielle de la limite : lim
x→+∞g (x) = 0.

- g est paire, donc lim
x→−∞g (x) = 0.

18o . -∀x ∈R∗; t 7−→ f (x , t ) est C 0 et intégrable sur R. (Question précédente).

- ∀t ∈R; x 7−→ f (x , t ) est C 1 sur R∗ et
∂ f

∂x
(x , t ) =−2xe−x2(t 2−i ) ;

- ∀x ∈R∗; t 7−→ ∂ f

∂x
(x , t ) est C 0 sur R .

-∀t ∈R : ∀x ∈ [a, b] ⊂R∗ :

∣∣∣∣∂ f

∂x
(x , t )

∣∣∣∣É 2ce−d 2t 2 =ψ(t ), où c = max(|a|, |b|) et d = min(|a|, |b|)
On aψ est C 0 er intégrable sur R, donc g est C 1 sur R∗.

19o . d’après Q18, si x > 0

g ′(x) =−
∫ +∞

−∞
2xe−x2(t 2−i )d t

=−2ei x2
∫ +∞

−∞
xe−(x t )2

d t

=−2ei x2
∫ +∞

−∞
e−u2

d u (u = x t )

=−2
p
πei x2

20o . Les racines carrées de i , sont les nombres ei π4 et −ei π4 , donc elles existent deux complexes
a, b tels que :

1

x2 − i
= a

x −eiπ/4
+ b

x +ei π4

avec a = 1

2e
iπ
4

= 1p
2(1+ i )

=−b

On a t 2 −
p

2t +1 =
(

t −
p

2

2

)2

+ 1

2
= 1

2

[
(t
p

2−1)2 +1
]

Avec le changement : t
p

2−1 = u∫ +∞

−∞
d t

t 2 −p
2t +1

=
p

2
∫ +∞

−∞
d u

u2 +1
=π

p
2

Et avec le changement t =−v :∫ +∞

−∞
d t

t 2 +p
2t +1

=
∫ +∞

−∞
d v

v 2 −p
2v +1

=π
p

2
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Soit a ∈R, alors

∫ a

0

(
2t −p

2

t 2 − t
p

2+1
− 2t +p

2

t 2 + t
p

2+1

)
d t = ln

(
a2 −a

p
2+1

a2 +a
p

2+1

)

= ln

(
1− 1

a

p
2+ 1

a2

1+ 1
a

p
2+ 1

a2

)
Donc ∫ +∞

0

(
2t −p

2

t 2 − t
p

2+1
− 2t +p

2

t 2 + t
p

2+1

)
d t = 0

Le a est quelconque, alors

∫ 0

−∞

(
2t −p

2

t 2 − t
p

2+1
− 2t +p

2

t 2 + t
p

2+1

)
d t = 0

Donc

∫ +∞

−∞

(
2t −p

2

t 2 − t
p

2+1
− 2t +p

2

t 2 + t
p

2+1

)
d t = 0

Posonsλ= (1− i )i

4
= (1+ i )

4
, alors

g (0) =λ
∫ +∞

−∞

(
1

t 2 − t
p

2+1
+ 1

t 2 + t
p

2+1

)
d t

= 2λπ
p

2

= (1+ i )p
2
π

21o . On a
∫ x

0
g ′(t )d t = g (x)−g (0), donc par la question 19 :

∀x > 0, g (x) = (1+ i )p
2
π−2

p
π×H(x)

Par la question 17 et ce qui précède, on alors :∫ +∞

0
ei t 2

d t = lim
x→+∞H(x)

= (1+ i )
p
π

2
p

2

=
p
π

2
e

iπ
4

Alors :

∫ +∞

0
cos(t 2)d t =

∫ +∞

0
sin(t 2)d t = Re

∫ +∞

0
ei t 2

d t = Im
∫ +∞

0
ei t 2

d t =
p
π

2
p

2

Partie III - Étude d’une série de fonctions

22o . Posons ∀N ∈N∗, SN =
N∑

n=1
an (bn −bn−1), par définition, la série

∑
nÊ1

an (bn −bn−1) est conver-

gente si et seulement si la suite (SN )N est convergente.
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On a (bn) est bornée, donc ∃M > 0 tel que ∀n ∈N, |bn | É M , alors :

∀n ∈N∗, |(an −an+1)bn | É M(an −an+1),

Or la série télescopique,
∑

an −an+1 est convergente car la suite (an)n est convergente.

Donc la série
∑

(an−an+1)bn est convergente, donc sa suite des sommes partielle

(
N∑

n=1
(an −an+1)bn

)
N

est convergente.

La suite (aN+1bN ) est de limite nulle, car (bN )N est bornée, en regardant l’égalité admise, la
suite (SN )N est convergente, donc la série

∑
nÊ1

an (bn −bn−1).

23o . x ∈]0, 2π[, donc ei x 6= 1, alors :

n∑
k=1

ei k x =
n∑

k=1
(ei x )k

=ei x 1−ei nx

1−ei x

=ei x ei nx/2

ei x/2

ei nx/2 −e−i nx/2

ei x/2 −e−i x/2

=e
i (n+1)x

2 × sin
(nx

2

)
sin

( x
2

)
24o . Soit x ∈]0, 2π[, on prend ici,∀n ∈N∗, an = 1p

n
et (bn)nÊ0 telle que∀n ∈N∗, bn−bn−1 = ei nx .

Facilement, ∀n ∈N∗, bn =
n∑

k=1
ei k x si on prend par exemple b0 = 0.

La suite (an) est décroissante de limite nulle, et la suite (bn)n est d’après la question 23 bornée

par
1

sin
( x

2

) .

Les conditions de la question 22 sont satisfaites, alors la série
∑

nÊ1

ei nx

p
n

converge, ce qui signifie

que S à un sens sur ]0, 2π[.

25o . On a

+∞∑
k=1

ei (k+1)x −ei k x

i x
p

k
= 1

i x

(+∞∑
k=1

ei (k+1)x

p
k

−S(x)

)
= 1

i x

(
ei x S(x)−S(x)

)
= ei x −1

i x
S(x)

D’autre part avec la continuité de la valeur absolue :∣∣∣∣ei x −1

i x
S(x)−

∫ +∞

1

ei t x

p
t

d t

∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣+∞∑

k=1

(
ei (k+1x −ei k x

i x
p

k
−

∫ k+1

k

ei t x

p
t

d t
)∣∣∣∣∣

É
+∞∑
k=1

∣∣∣∣ei (k+1x −ei k x

i x
p

k
−

∫ k+1

k

ei t x

p
t

d t

∣∣∣∣
É

+∞∑
k=1

1

4k3/2

La série
∑

kÊ1

1

4k3/2
est convergente d’après Riemann, on prend donc C =

+∞∑
k=1

1

4k3/2
> 0
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26o . Avec le changement de variable,
p

x t = u, on a
p

x
d t

2
p

t
= d u, alors :

I (x) = 2
∫ +∞
p

x
ei u2

d u

lim
x→0+ I (x) = 2

∫ +∞

0
ei u2

d u = 2
(1+ i )

p
π

2
p

2
= (1+ i )

p
πp

2

27o . Posons v (x) = ei x , alors :

ei x −1

i x
= 1

i

v (x)−v (0)

x −0
−→

x→0+
1

i
v ′(0) = 1

La question précédente donne :∣∣∣∣px
ei x −1

i x
S(x)−p

x
∫ +∞

1

ei t x

p
t

d t

∣∣∣∣ÉC
p

x → 0

Alors

lim
x→0+

p
x

ei x −1

i x
S(x) = (1+ i )

p
πp

2

Ce qui s’écrit

S(x) ∼
x→0+

(1+ i )
p
πp

2x

FIN
Pour vos remarques sadikoulmeki@yahoo.fr
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