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EXERCICE

a. F est un compact de R? et f est continue sur R* d'aprés les théorémes généraux sur la continuité et la stabilité
par les opérations de la continuité des fonctions de deux variables, donc f est bornée sur F et y atteint ses
bornes; en particulier, f atteint sa borne supérieure M sur F.

b. D'aprés les théorémes généraux sur la classe d'une fonction de deux variables, f est en fait de classe C' sur R?,
donc aussi sur l'ouvert Q. Par suite, si sa borne supérieure sur F est atteinte en un point de l'intérieur Q de F, elle
constitue un extremum de f sur Q et est par conséquent nécessairement atteinte en un point critique de f sur Q.
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or i(x; y)zL_XZ:O@l—Uy—x2 =0et par symétrieﬂ(x; y)=0=1-2xy-y?=0.
ox (1+ y2X1+ xz) oy
1-2xy—x? =
Les points critiques sont donc les solutions du systéme {1 2xy XZ ((; soit {(]/ﬁl/\@) (—1/\/§—J/J§)}

Dans le second cas on obtient une valeur négative pour f, ce qui est a exclure parce que par exemple (0;0) = 0.
Il ne reste donc que la premiére possibilité, et on a f(]/\/g;]/\/ﬁ)z 3\/5/8 .

Si la borne supérieure est atteinte sur O alors nécessairement :|M = 3\/5/8

c. Sur la frontiére de F, I'une des deux coordonnées est égale a0 ou a 1.

Par symétrie, on peut supposer qu'il s'agit de y. Or f(x,0)= n X - < % (carl+x? —2x=(1-x)’ >0) et%< % .
+X

x+1  of 1-2x-x*
D'autre part f(x,1)= et—(xl)=——5

P ( ) 2‘1+X2i 6X( ) 2(1+X2)2
x> f(x1)admet sur [0;1] un maximum au point],/(1+ ﬁ) l'autre zéro de la dérivée étant en dehors de l'intervalle.
Mais la calculatrice donne f (1/(1+ \/5)1); 0,6035533905 tandis que 3\/5/8 = 0,6495190530 .
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=0< (1— x(1+ \/5) 1- x(l— \/5))= 0. Par conséquent, la fonction

Ainsi, le maximum de f sur la frontiere de F est f(l/(l+ ﬁ)1)< —— et par conséquentM =
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PROBLEME : ECHANGES DE LIMITES ET D'INTEGRALES

PARTIE PRELIMINAIRE

1. Fonction Gamma d'Euler

a. Pour tout x > 0, la fonction f :t+> e 't**

est continue sur ]0;+oo[.

. . 1 . .
D'autre part, on sait que Vx>0, lim e 't*"* =0, donc e 't** = o(t—zj et par comparaison avec une fonction de
t +o0

—>+0

Riemann intégrable sur [1;+oo[ on en déduit que f est intégrable sur [1;+o].
Au voisinage de 0, f(t)~t**avec x—1>—1et donc par comparaison avec une intégrale de Riemann
intégrable sur ]0;1] on en déduit que f est intégrable sur ]0;1] [. On peut donc conclure que:

f est intégrable sur J0;+oo[

b. x>0= x+1>0et par intégration par parties on obtient F(x+1):J e 't dt = —e’ttx]goc + XJ. e 't tdt = x'(x).
0 0
=0

Vx> 0,[(x+1)= x(x)

"

CommeT'(1)= I “edt =1, on en déduit immédiatement par récurrence que|vn >1,T(n)=(n-1})!|

0




2. Fonction zéta de Riemann

1 pcodt_podt 4o (it 1] 1
a. VX>1,Vk22,k—X=I _'[k Dochx>1Vn>1z .[ —:{(1 } :(x—

N e 2= v, T
1
vx>1LVnz1L R (X)€ ——
() (x=1n**
b. p>2= p>1.Donc Zk——g *— |-R,(p) =R, (p). D'aprés la question précédente, pour rendre cette
k=1
1
o L . 1 . , 1 p-1
quantité inférieure a ¢, il suffit de rendre —————<¢ . Pour cela, il suffit que [n= (—j .
(p=1)n® £(p-1)

c. Pour p =7 ete =10"° la calculatrice donne n > 7,418363756; donc n = 8 convient.

8
On calcule donc Zki? et la calculatrice fournit 1,008348846. Donc ¢(7)=1,008348846 & 10°° preés.

PREMIERE PARTIE : SUITES DE FONCTIONS

3. Théoréme de convergence uniforme pour les suites de fonctions
La limite uniforme d'une suite de fonctions continues sur un intervalle étant continue sur cet intervalle, la
fonction f est continue sur le segment [a;b], donc intégrable sur ce segment.

D'autre part, la convergence uniforme peut s'exprimer par la limiteu,, = (ma%(] f x]) —0.
XE a,;
I L (x )dx X)dx| = U x))dx| <
a

4. Exemples et contre-exemples
a. Soit pour n > 2 la fonction f, dont le graphe sur [0;1] est formé des 4 segments de droites joignant en une

Mais

ﬂ (x)- f(x]dxsJ;bundx:(b—a)un —0.D'ou le TH1.

ligne brisée continue les 5 points suivants: (0;0)— (i—i 'Oj - [l; n’ ] - (£+i2;0j —(L0).
n n n n n

R
L'intégrale de f, sur [0;1] est I'aire d'un triangle de basei2 et de hauteur n?, donc elle vaut toujours 1.
n

Mais f,(0) =0 et six> 0 alors3p N, Vn > p,lJri2 <x, donc a partir du rang p on aura f,(x) = 0.
n n

Par conséquent la suite f, converge simplement vers la fonction nulle, dont l'intégrale vaut 0.
Il en résulte d'apres le théoréme TH1 (et sans qu'on ait besoin de le vérifier directement) que cette

convergence n'est pas uniforme. Bien entendu, cela apparait en remarquant que Tai( f,=n>50.
0;1

b. Il suffit de considérer la suite des fonctions f : x> x", dont l'intégrale vaut—l, tandis que cette suite
n+

converge simplement sur [0;1] vers la fonction f nulle partout sauf en 1 ou elle vaut 1.
f n'est pas continue (donc la convergence n'est pas uniforme) mais est continue par morceaux et son

intégrale vaut bien0 = lim L .
n+1

5. Cas d'un intervalle quelconque
n-1,-x

- , X .
a. f, est dérivable sur | et f', (x)= [n—x]. Donc f, admet sur | un maximum pour x = n.

Or, d'apreés I'équivalent de Stirling, fn(n): ne 1 — 0, ce qui prouve que la suite (f,) converge
nt J2m

uniformément vers la fonction nulle sur I. Nous sommes donc en présence des hypothéses du TH1.




D'autre part, les fonctions f,, sont intégrables sur | avec la méme justification qu'a la question 1.a. et on
+00
remarque quej f.(x)dx = F(n—:Ll) =1d'aprés 1.b., alors que la fonction nulle est intégrable d'intégrale nulle sur
0 n!
I. La conclusion du TH1 est donc falsifiée.
Le TH1 tombe en défaut si l'intervalle n'est pas borné

b.i. D'aprés la convergence uniforme de la suite (f,) vers f, on peut écrire: Ip e N, Vn > p, vx e I, |f(x)- f, (x)] <1.

En prenantn=ponaalors3peN,vx e I,‘|f(x]—|fp(x]‘£|f(x)— fp(xjgletalorSVXe I If(x) <1+]f, (x).

La fonction f, étant supposée intégrable et la fonction constante égale & 1 étant intégrable sur l'intervalle
borné I, il en est de méme de1+| fp| , puis par théoréme de domination, de f.

f estintégrable sur |

ii. La démonstration se fait de fagon identique a celle de la question 3., en remplacant a la fin b — a par £ (1).
Le TH1 est vrai sur un intervalle borné

6. Théoréme de convergence dominée pour les suites de fonctions
a. La question est un peu mal posée. En fait, s'il est vrai qu'il est inutile de vérifier que les fonctions f, sont
intégrables, il faudrait quand méme le préciser avant d'évoquer leurs intégrales dans le TH2, de méme qu'on
le fait pour f. D'autre part, le TH2 étant admis dans le cours, cette question n'est pas un rappel.
En fait, I'intégrabilité des f, résulte de leur domination par la fonction intégrable positive ¢, et cette domination
reste vraie pour f par passage a la limite.

b.i. On peut reprendre I'exemple de la suite de fonctions proposée en 4.b., dont on a vu qu'elle convergeait
simplement, mais pas uniformément sur le segment [0;1] et qui est dominée sur ce segment par la fonction
intégrable constante égale a 1. Elle vérifie donc les hypothéses du TH2 et en satisfait bien la conclusion.

e

ii. La suite de fonctions continues x — converge simplement sur [0;+oo[vers X et est dominée

2

1+x? 1+ X
sur cet intervalle par la fonction continue intégrable positive x — i Elle vérifie donc les hypothéses du
+ X
sin(lj
o X o T L. . +og AN s
TH2. CommeJ. — =arctan x];” ==, on peut en déduire que| lim —dx =",
0 1+x2 2 o do 14 x 2

DEUXIEME PARTIE : SERIES DE FONCTIONS

7. Théoreme de convergence uniforme pour les séries de fonctions
Une série de réels (respectivement de fonctions) n'est autre que la suite formée des sommes partielles et c'est
d'ailleurs dans ce sens qu'est prise la notion de convergence uniforme d'une série de fonctions; de plus, la
somme d'une telle série (lorsqu'elle converge) est la limite de la suite associée. Enfin, une somme finie de
fonctions continues est continue. Il en résulte que le TH3 n'est rien d'autre que le TH1 appliqué a la suite des
sommes partielles des fonctions f,.

8. Application : séries trigonométriques et séries de Fourier

Lo , , L 8 . L
a. Le theoreme de Parseval affirme que si une série trlgonometrlque—+z [a, cosnx+b, sin nx] est la série de

nx1

Fourier d'une fonction réelle f, 2x-périodique et continue par morceaux sur R alors la
2 +00
Z 2 2 Lz a, 1 2 2 1 ¢ 2
série a; +b’ Jconverge et plus précisément que—-+= » (a’ +b :—J- f(t) dt.
El( ?) ge et plus p que-, 2n§:1(n H=oo ] 116

- Y . ’ B 1 - ) 2 2 Y - 1
Mais pour la série trigonométrique Z—sm nx, la serlez a’ +b? )est la série divergente Z—.
n>1 \/ﬁ n>1 n>1 n

Toute série trigopnométrigue n'est pas la série de Fourier d'une fonction 2r-périodigue continue par morceaux




. - . a . : . .
b. Si la série de fonctlons—°+z [a,, cosnx+b, sin nx]converge uniformément vers une fonction f sur R, alors f

nx1
est continue comme limite uniforme d'une série de fonctions continues et 2n-périodique comme limite simple
d'une suite de fonctions 2r-périodique. Pour répondre a la question il suffit donc de montrer que la série

a—°+Z[an cosnx+h, sin nx]est la série de Fourier de f. Comme f(x):a—°+z [a, cosnx+b, sin nx], on peut

n>1 n>1

appliquer le TH3 et onapourp>1:

27 2z 27

f dx =— d dx+b_|si dx |.
I (x)cos pxdx J-cos pX X+Z|: Lcosnxcos pxdx + anm NX cOS px x}

27
En utilisant les résultats rappelés dans I'énoncé, on en déduit quej f(x)cos pxdx=a,z . On en déduit que
0

pour p > 1, a, est bien le coefficiet de Fourier "pair" d'indice p de f. On le montre de méme pour p = 0 et pour
les by,

Une série trigo uniformément convergente est la série de Fourier d'une fonction 2rn-périodique continue

9. Intégration terme a terme d'une série de fonctions et application au théoreme de Hardy

a. Sur tout segment|[e; 4], on a|— <MT ouM = max{|a| |ﬁ|}

La série Z a, étant convergente, la suite (a,) tend vers 0 et est donc bornée (cette propriété est d'ailleurs

n n

M .
< max|an|T, qui

, . , a, X
suffisante pour conclure dans cette question). Il en résulte que pour tout Vx € [a; ﬂ],

est le terme général d'une série convergente (vers (max|an|)e“" ).

n

, L a,x . .
Par conséquent la serlez I est normalement convergente sur tout segment de R. Il en résulte qu'elle est

n>0

simplement convergente sur R et que sa limite est continue sur tout segment de R, donc continue sur R.

x"e™ :

b. La fonction x - f(x)e * est la limite simple sur R de la série de fonctions Z— Ces fonctions sont
n=0 n:

a,x"e™

+00
toutes continues et intégrables sur [0;+oo etj dx = |an| , comme cela a été vu en 5.a.
0

Par hypothese, la série Z|an| converge et nous sommes donc dans les hypothéses du TH4.
oo ~ a,x"e™ "gx

Par suiteJ. f(x)Je ™ dx = J. a,
a3 [ - e,

10. Cas ou les TH3 et TH4 ne s'appliquent pas
a. La série de fonctions Z(—l)” x" est une série entiére connue, de rayon de convergence 1, et dont la somme

n>0
P
1+Xx Z

n=0

| p+1 x PH

| l+ X | x—1"

sur [0;1] est la fonction x 1 .Or
1+x

1
>

p

2

n=

Donc sup

x"| - 0 et par suite la série Z(—l)" x" ne converge pas uniformément sur [0:1].
XE[O 1

n>0

b. La série converge simplement vers une fonction continue sur [0;1[et elle est formée de fonctions continues et
bornées, donc intégrables sur [0;1[. On va donc mettre en défaut la derniére hypothese du TH4.

> Jjeor

Donc les hypothéses du théoréme TH4 ne sont pas toutes vérifiées.

1 ‘. . .
= Z—lest en effet une série notoirement divergente.
n+




1y Py

0 1+x

c. On reprend les calculs du a.:
1 Z": Ty
o 1+ x

p 0

Z I:(_l)n X" dx — J::[Z (_ 1)” X" JdX

n=0 n=0 n=0
Ainsi ZI )" x"dx converge et 2E(—1)” X"dx = L‘(:Zwo(—l)n X" ]dx olixx 2.

n>0

1 1
J.xp*ldx:——>0.
0 p+2

11. Théoréme de convergence monotone
La suite S, est la suite associée a la série Z f, . Comme les f, sont par hypothése continues par morceaux et

intégrables sur I, il en est de méme de leur somme finie S,. D'autre part, par hypothése la série z f, converge

simplement vers une fonction f continue par morceaux sur I. Il ne reste donc plus gu'a trouver une fonction
positive intégrable ¢ qui domine toutes les fonctions S, pour achever la vérification des hypothéses du TH2.
Or les fonctions f, étant positives, on avneN,vxe1,0<S, (x)<limS,(x)= f(x). Comme la fonction f est

supposée intégrable par hypothése, elle convient pour jouer le rdle de .
Ainsi (S,) vérifie les hypothéeses du théoréme TH2.
On en déduit immédiatement en écrivant S, comme une somme partielle et sa limite f comme une série que:

la série ;J.I f.(x)dx converge et 2.[' f,(x)dx = L(g f, (x)]dx

12. Application a la physique

a. Pour te [0+, et €Joa]. Il en résulte quet — 1 —est limite simple de la série de fonctions > "e™ .

3 34—t
or f(t)= tt n :lt © —, donc f est limite simple sur [0;+c[ de la série de fonctions » ' t%e " .
e —e

En effectuant le changement de variable u = (n+1)t on déduit de la question 1.a. que chaque fonction
(continue) t > t% " est intégrable sur J0;+«[ . De plus, ces fonctions sont positives sur 0;+c[ .
Par passage a la limite f est aussi positive sur]0;+oo[, et f est intégrable sur ]0;+o[ car équivalente & t* (donc

prolongeable par continuité) en 0 et équivalente a t’e™ en +w (voir 1.a.).
Nous sommes donc en présence des hypothéses du théoréme de convergence monotone. On peut en

o . . o +o o 2
déduire que la série numérique ZI t3% " dt converge versj f(t)dt :J t dt .
>0 *° 0 e -

T 3 —(ne)t _ 1 B S F(4) o __”_4
Orj0 t3e dtu:(K+1)t (n+1)4L ule du_(n+1)4 ,doncj0 et_1dt r(4)(4)=3!. T

c J‘+°° 1 1

8ahe — ——— -
4d P e 4N
e’ s _1 kg AT

On a donc bien démontré la loi de Stefan: |M =

jo € goz2kel” [ 20}
o gl —1 h3c? 15

13. Généralisation
x-1

=T (x)g(x).

+00
a. Par un raisonnement identique a celui de la question 12.a. on trouve Vvx >1,I
0

b.OnadoncIm tt dt =1(2)¢(2)=

o e -1

=T(7)e(7)=7205(7) = 726,011691 (a 10~ pres).

Fin du corrigé.



