Corrigé du probleme ENS Ulm-Lyon 2003, filiere MP.

R.Krust (romain.krust@prepas.org)

1. (a) 0 € Tiors et si nz = 0 et n'z’ = 0 (ou n,n’ € Z\ {0}), alors nn/(z — ') = 0, d’out
x — 2 € Tiors- Ceci montre que T'yops est un sous-groupe de T' (appelé sous-groupe de

torsion).
7 \N
(b) Tiors n’est pas forcément fini. Si, par exemple, I' = <2Z> ,alors T'yops =T
2. (a) On déduit de la définition de h, en substituant = a y et en posant My = M + |h(0)] :
Ih(22) — 4h(2)| < My

Soient alors p < ¢ des entiers naturels. On a :

My 1 o1 1 " My
MO 1 MO
— _ p+2 = p+1
prz S @) - b e) <
Mo 1 +3 +2 Mo
_4p+3 < mh(2p {L‘) — mh(2p x) < Ap+3
M, 1 L e My
v ZRh(297) — ——p(991 -
1 < T h(2%z) 11 h(297 z) < 1

et, en sommant :

1 1
ZR(29g) — —p(2P
I h(2%2) TS h(2Pz)

My

<
3 x 4pr

1

Ceci montre que la suite <4nh(2"x)) est de Cauchy, donc converge.
n

De plus, en substituant 0 & p et n a ¢ dans I'inégalité précédente :

4inh(2"x) ~ h(a)

< Mo
3

M
En posant M’ = ?0 et en passant a la limite quand n — oo :

() = h(z)] < M’

(b) On a, pour tous z,y € I, |[h(2"x + 2"y) + h(2"z — 2"y) — 2h(2"x) — 2h(2"y)| < M,

dou unh(?"(x +y)+ ﬁh@"(x ) 2 h(2") 21h(2"y)’ <

" " R En passant a

la limite quand n — oo :

h(z +y) + h(z — y) = 2h(z) + 2h(y)

(¢) En substituant 0 & z et y dans la relation L.2.b, on voit que h(0) = 0, puis Vy, h(—y) = h(y).
Par ailleurs, en substituant nx a = et x a y, toujours dans 1.2.b, on a :

h((n+1)z) = 2h(nz) — h((n — 1)z) + 2h(x)

Une récurrence immeédiate fournit alors :

Vn € Z, h(nz) = n’h(z)
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3.

(a)

(b)

Soit B € R*. Si h(z) < B alors, d’aprés 'inégalité 1.2.a, h(z) < B+ M’. Comme h est
admissible, Iensemble des z € T' vérifiant cette relation est fini et A(x) est admissible.

Si h(z) = 0, alors h(nz) = n2h(z) = 0 pour tout n € N. h étant admissible, cela entraine
que {nz,n € N} est fini. En particulier, il existe p < ¢ € N tels que px = gz, d’on
(g—p)x =0et z € Tios.

Réciproquement, si & € Ty, alors il existe n € Z \ {0} tel que nx = 0, d’ou anL(x) =
h(nz) = 0 et h(z) = 0.

C’est clair.

20(y) — (h(x) + h(2)) =
—%ﬁ(az +2)<0

(A(2y) — 2h(z) — 20(2)) =

(fl(a: — 2) = 2h(z) — 2h(2)) =

N |
N |

Soit Z C I fini vérifiant
Veel,dze€e Z,Jyel; x=2+2y

Soient m = max h, et Z' = {y e T; fl(y) < m+ 1}. On va montrer que Z’, qui est fini,
engendre T.

Soit # € I'. D’aprés la propriété ci-dessus, il existe deux suites (zx)r € Z° et (yg)r € IV
vérifiant : yo = x et yr = 2k+1 + 2yYk+1- On a, d’apres I'inégalité 1.3.d et pour tout & :

h(yrr1) < =(hlyr) + h(zx)) < = (h(yx) +m)

|
N —

d’ol1, par récurrence,
- 1

Ce qui montre Pexistence d’un entier N tel que yx € Z'. En conséquence,

h(z) +m

:c:zl+222+4Z3+...+2N*12N+2Ny1\/

appartient bien au sous-groupe de I' engendré par Z’.

Les intersections de D, , et C sont les solutions (z,y) du systéeme P, , = 0, y = uz + v,
z > 0. Comme P, , est un polynéme de degré 3, n(u,v) < 3.

n(u,v) est clairement égal au nombre de racines distinctes de P, ,. Munissons R3[X] d’une
norme quelconque et considérons ’ensemble V' des polynémes de R3[X] admettant trois
racines réelles distinctes. Pour A € R3[X], A € V équivaut a dire qu'il existe ¢ < 1 <
xe < x3 tels que A(x;)A(x;41) < 0. A A(x;)A(x;41) étant continue, V' est un ouvert de
R3[X]. Et comme l'application ¢ : (u,v) +— P, , est continue, U = ¢~ (V) est un ouvert
de R2.

Si n(u,v) > 2, P,, s’annule au moins deux fois et est par conséquent scindé sur R. Or, si
D, , n’est pas tangente a C, P, , n’a, d’apres ’équivalence T1-T2, pas de racine double.
P, , admet alors trois racines réelles distinctes et n(u,v) = 3.

Un point P = (z,y) appartient a C' et voit sa tangente passer par (a,b) si et seulement si
y? = 2% — Dz et 2y(b—y) = (32% — D?)(z — a), ce qui entraine 2by = 2(z® — D%z) + (322 —
D?)(z — a), puis, en élevant au carré 4b*(x® — D*z) = [2(2® — D*z) + (32* — D?)(z — a)]*.
Cette équation admet au plus 6 racines, et il existe au plus 12 points P de C' dont la

tangente passe par (a,b) (il s’agit bien sir d’une majoration grossiere).
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2. (a) Un point (z,y) € C vérifie 2* — D?*z = y*> > 0 et x > 0, donc z > D. Comme x +— z° — Dz
induit une bijection de [D, +oo[ dans R, il est clair qu’étant donné ¢ € R, il existe un
unique x € R vérifiant t* = 2® — D?x. Ceci permet de définir F/(t) = z et P(t) = (F(t),1),
de sorte que C' = {(F(t),t), t € R}.
(b) Les trois premieres propriétés de F' sont immédiates. Montrons que F' est C*. L’application
g:x— 2°— D%z de [D, 400 dans R, est de classe C*, et sa dérivée ne s’annule pas. Donc
F . y— g (y?) est de classe C' sur R, et sur R_. Sa dérivée étant nulle en 07 et 07,
elle est de classe C'.

(¢) On a lirf g(x) = 400, donc lirf g 1 (2) = +oo, et liI:il F(y) = +oo. 1l en résulte,
Tr——400 Z—1+00 Yy—=xo0
lorsque y — %00, F(y) = o(F(y)*) et y* = F(y)*~D*F(y) ~ F(y)?, d'on lim_[y|"*/*F(y) =
y—too
1.
F(a)— F(t
(d) D(a,t) est la droite d’équation X = F'(a) + Ltw
@ —
de D(a,t) et de C' ont donc une ordonnée annulant le polynéme (en Y) :

Y? - <F(a) + M(Y - a))3 - D? (F(a) + M(Y - a))

a—t a—t

(Y —a). Les points d’intersection

Ses racines sont a, ¢, et une troisiéme racine £. D’apres I’équivalence admise entre (T1) et
(T3), a (resp. t) est une racine double lorsque D(a,t) est la tangente en a (resp. t), tandis
que dans le cas général (£ # a et & # t), £ est ordonnée du troisiéme point d’intersection de
D(a,t) et C. Or, en calculant le coefficient de Y et le coefficient constant de ce polynome,

on voit que

= <F<t§:;<a>>3

Donc £ = H,(t), et on a prouvé les équivalences demandées.

(tF(a) - aF(t)>3 _ peltF(a) —aF(t)

t—a t—a

(e) Un calcul immédiat donne

lim H,(t) = —l(F(a)g’ —D?F(a)) = —a

t—+oo a

La droite D(a,t) ”tend” vers la droite X = F(a) (il est donc naturel de considérer que

cette droite intersecte C'(Q) en c0).

Remarque : On aura besoin du résultat suivant. Soient a € R*. La tangente en P(a) a C

intersecte C' en un ”troisiéme” point d’ordonnée b (qui peut étre confondu avec P(a)), et l'on

ab= tlim H,(t). En effet, la tangente en a a C a pour équation X = F(a) + F'(a)(Y — a),
—a

et les racines du polynéme
Y2 - [(F(a) + F'(a)(Y — a))® — D*(F(a) + F'(a)(Y — a))]

sont, d’aprés I'équivalence T1-T3, a (racine double) et b. 11 vient

a’b=— ﬁ [(F(a) — aF'(a))® — D*(F(a) — aF'(a))]

c’est-a-dire, en effet, d’aprés 2.d., b = tlim H,(t).
—a

2
3F(1)2 — D2
évidemment continue, tandis que lim L(y) = 0, lirf L(y) = Q. Ceci montre que L

Y——00 Y—1T00

3. (a) Ona, pourtoutt € R, F(t) > D, d’on > 0. L est donc strictement croissante,

induit une bijection de R sur ]0, Q.

B 2 - 2

- 3F(y)2-D? 3F(-y)?- D?
L(y) + L(—y) est indépendant de y. En examinant la limite quand y — +00, on voit que
L(y) + L(—y) = Q.

= 0. Donc

(b) L est de classe C* et I'on a %(L(y) + L(—y))
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4. (a)

(b)

n
X —xj
Q et Z Q(x;) H 2 1 sont deux polynoémes de degré au plus n — 1 qui prennent
i=1 joi Ti T
les mémes valeurs aux n points x;. Ils sont donc égaux.

La relation précédente peut s’écrire :

— Q(z:) X XQ(X)
;P’(x)X

En substituant X* & Q (0 <k <n—1), ¢t & X, puis en prenant la limite quand ¢ — +oo0,

on obtient :

i) = 0 si0<k<<n-2
i=1
n n—1
— P'(z;)
i=1
t) — t
Une équation de la droite contenant les P;(t) est Y = va(t) — w1 )(X —z1(t)) + y1(t)

za(t) — 21 (t)
(22(t) # x1(t) puisque la droite en question intersecte C' en trois points distincts et n’est

donc pas parallele & Oy). Elle est donc de la forme Y = u(t)X + v(t), olt u et v sont de
classe C'. On va montrer
AL(i(1) _ w (Daa(t) +v'(1)
e Py o @i(t)

Pour cela, dérivons les relations y;(t)* = z;(t)* — D*2;(t) et Py),o) (zi(t)) = 0. 1l vient :

{ 2y:()y,(t) = (3a(t)% — D?)ai(t)
Pl oo (@i(8)2(t) = 2(u(t)z; () + v(t)) (W (£ () + ' (1)) = 243 (8) (u' (8)as(2) + 0 (2))

Puis, si y;(t) # 0,

dL(yi(t)) / ; fog
% - L(yi(t))yi(t)zm

O
3z;(t)2 — D% y;(¢)
W)z (t) + ' ()

Py win (1))

2

Maintenant, si y;(to) = 0 et que tg est un zéro isolé de y;, cette relation subsiste en tg
par continuité. Tandis que si ¢y est un zéro non isolé de y;, alors P;(t,) = (D, 0) pour une
certaine suite (¢, ),en+ qui converge vers tg (t, # to), ce qui montre que z}(tg) = y.(tg) = 0.
On a aussi u(t,)D +v(t,) = 0, d’ott v/(to)D + v'(ty) = 0 et

dL(yz(t)) |t_t —9 yg(to) —0=— 2u’(to)xi(t0) + U'(to)
dt =to 3x;(tg)2 — D2 P o) (1) (Ti(t0))

On a ainsi montré que, pour tout ¢ :

3 3 1

(S L) — o _wl) L
o (;Mzﬂﬂ)) =2u'(t)) j2] (z:(0) +2 (t); Py (@i(t)

i=1 " u(t),v(t)

Comme les x;() sont les trois racines de P,) (1), on peut conclure, grace a 4.b.,

¥ (Z L<yi<t>>> =0

i=1

S
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(b) L’application t — L(a)+L(t)+L(H,(t)) est continue sur Ja, +00], et, d’apres 5.a., constante
sur chaque intervalle sur lequel H,(t) # a et Hy(t) # t. Or, d’apres 2.d, H,(t) = a si et
seulement si D(a, t) est la tangente en P(a) & C, ce qui ne peut arriver que pour au plus une
valeur de ¢ (ordonnée du ”troisieme” point d’intersection de la tangente en P(a) a C'), tandis
que H,(t) =t si et seulement si la tangente en P(t) & C passe par P(a), ce qui, d’apres
1.d., ne peut se produire que pour un nombre fini de valeurs de ¢. Tout ceci montre que
t— L(a) + L(t) + L(H4(t)) est constante sur ]a, +o0o[. Comme tligloo H,(t) = —a, il vient,
en examinant la limite en 400 : Vt > a, L(a)+ L(t) + L(Hq(t)) = L(a) + Q+ L(—a) = 2.

(¢) Notons que si 'un des y; est nul, alors les deux autres sont (non nuls et) de mémes signes.

Par conséquent, soit deux des y; sont strictement positifs, soit deux d’entre eux sont stricte-
ment négatifs.
Or, si deux des y; sont strictement positifs, par exemple 0 < y1 < yo, alors y3 = Hy, (y2)
et il résulte de la question précédente que L(y1) + L(y2) + L(ys) = 2Q2. Mais, de la méme
maniere, pour tout a < 0, et pour tout t < a, L(a) + L(t) + L(H,(t)) = L(a) + L(—a) = Q.
Donc si deux des y; sont strictement négatifs, L(y1) + L(y2) + L(ys) = Q.

(d) y1 = 0 n’est pas clairement pas possible, et 'on a, d’aprés la remarque faite en II.2.e,
Yya = tlirill Hy, (t). Donc, si y1 > 0, 2L(y1) + L(y2) = tEr} L(y1) + L(t) + L(Hy, t) = 2Q
(d’apres 5.b.). De méme, si y; < 0, 2L(y1) + L(y2) = 2. 1

(e) On peut bien siir supposer y; < y2 < y3. Notons que, puisque L(y;) €]0,Q[, L(y1)+ L(y2)+
L(ys) € QZ équivaut & L(y1) + L(y2) + L(ys) € {,29Q}.

Supposons L(y1) + L(y2) + L(y3) = Q. Cela entraine y5 < 0 puisque, dans le cas contraire,

ys > y2 = 0, dou L(yz) > %, L(ys) > % et L(y2) + L(y3) > Q. Donc y; et ya sont
strictement négatifs et il vient, d’apres ce qui a été vuen 5.c., L(y1) + L(y2) + L(Hy, (v1)) =
Q, d’ou L(ys) = L(Hy,(y1)) et ys = Hy,(y1). Les points P(y;) sont donc alignés. Le méme
type de raisonnement s’applique lorsque L(y1) + L(y2) + L(ys) = 2.

Remarque : De la méme maniére, si y; et yo € R sont tels que 2L(y1) + L(y2) € QZ, alors
P(ys) est sur la tangente en P(y;) a C. En effet, si, par exemple, 2L(y1) + L(yz) = 29,
alors y; > 0 et, en notant y3 I'ordonnée du ”troisieme” point d’intersection de la tangente
en P(y1) a C (voir remarque en 2.e.), on a, d’aprés 5.d., L(y2) = L(ys), d’'ott y2 = ys.

2
6. (a) L’application y %L(y) réalise une bijection de R dans ]0, 27[. Donc E est une bijection

de C dans G, et il existe une unique loi + sur C définie par E(P + Q) = E(P)E(Q). Cette
loi fait naturellement de C un groupe commutatif isomorphe a G.

Soient maintenant P,Q € C tels que P+ @) # co. On a

exp (QgTL(y(P + Q))) = EBE(P+Q)=EP)EQ)

d’ou L(y(P+Q)) = L(y(P))+ L(y(Q)) mod Q. Il en résulte, puisque L(y(P+Q)) €]0, [
et L(y(P)) + L(y(Q)) €]0,29[, que L(y(P)) + L(y(Q)) # Q et

Ly(P+Q)) = L(y(P))+ L(y(Q)) si L(y(P)) + L(y(Q)) < 2
Ly(P+Q)) = Ly(P))+L(yQ)) —2si L(y(P)) + L(y(Q)) > Q
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(b)

o0 est neutre pour + puisque F(0o) = 1 et que 1 est le neutre de G. Par ailleurs

P+ P+ P;=0 E(P1+P2+P3):1

E(P)E(P)E(Ps) =1
oxp (27 (P + L) + Lo(PI)) =1

L(y(P1)) + L(y(P,)) + L(y(F3)) € QZ

[

ce qui équivaut, d’apres 5.e., a P, Py, P3 alignés.

Remarque : De la méme facon, si P, et P, sont deux éléments distincts de C', alors 2P +
P>, = oo si et seulement si Py est sur la tangente en P; a C. Et 3P; = oo si et seulement si
P, est un point d’intersection ”triple” de la tangente en Py, a C et de C, c’est-a-dire si le
polynéme correspondant P, ,, admet une racine triple (la démonstration est identique, sur
la base de la remarque faite en 5.e.) ).

On a, d’apres 3.b., L(y) + L(—y) = Q, donc E(P(y) + P(—y)) =1 et P(y) + P(—y) = oc.
Ceci montre que Popposé de P(y) est P(—y), soit, en effet, son symétrique par rapport &
Iaxe Ozx.

C et G sont deux groupes isomorphes. Or, pour a € G, 'équation 2?> = @ d’inconnue
z € G possede deux solutions exactement. Donc I'équation 2¢) = P dans C possede deux
solutions exactement.

On sait, d’apres le cours, que 0 — € est un homéomorphisme (c’est-a~dire une bijec-
tion continue dont la réciproque est continue) de | — 7, n[ dans G \ {1}. Donc h : ¢t —

o;
exp (gL(t)) réalise un homéomorphisme de R dans G \ {1}. Notons que lon a, pour

tout P € C, h(y(P)) = E(P). Soient y; et y, € R. On a, lorsque (21, 22) — (¥1,Y2),

E(P(z1) + P(22)) = E(P(21))E(P(22)) = h(21)h(22)
—  h(y1)h(y2) = E(P(y1))E(P(y2)) = E(P(y1) + P(y2))

Siy1 +y2 # 0, alors 21 + 29 # 0 pour z; assez proche de y; et I'on a P(y;) + P(y2)) # oo,
P(z1) + P(22) # oo, ot E(P(y1) + P(y2)) # 1, E(P(21) + P(22)) # 1, et, en composant
par h™ 1,

y(P(z1) + P(22)) = y(P(y1) + P(y2))

Siy1 +y2 = 0, alors E(P(y1) + P(y2)) = E(o00) = 1, dott E(P(21) + P(z2))—1. Or

h~H(w)] — oo, dolt [y(P(z1) + P(22))| = |h~ (E(P(z1) + Pl 7 oo

Soient Py, P5 et P3 deux a deux distincts. On sait que Py + P>+ P3 = oo signifie que Py, Ps,

et P3 sont alignés. La droite passant par P; et Py a pour équation Y = g +u(X —x1).
T2 — T1

Les P; sont alors les points d’intersection de cette droite et de C'. Donc x1, 2, et x3 sont les

2
trois racines (distinctes) du polynéme P(X) = X3 — D?X — <y1 + u(X - xl)) . La

To — T
. Y2 — Y1 s
somme des racines de P vaut alors z14+xz5+x3 = | =——— | . Or, en effectuant la différence
T2 — T1
2 2 2
Y2 — Y1 ]+ xixo + a5 — D

des deux relations y? = 2f — D?*z; (i = 1,2), il vient =
T2 — T Y1+ Y2

2 2 2\ 2
Tt 4+ rix0 + 25 — D —
etxg,:(l 102 2 ) — T — To. Deplus,y3=y1+u(ﬂc3—x1):
, y%+y22 To — T
Ty + T129 + 25 — D
Y1+ — 12 2 (w3 — x1).
Y1+ Y2
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Dans le cas ou, par exemple, P; = P;, la remarque faite en I1.6.b. et 1’équivalence ad-
mise T1-T2 montrent que 2; = 23 est racine double du polynéme P(X) = X® — D?X —
2
<y1 + u(X — m1)> , et ces résultats subsistent.
To — X1
(b) 1 4+ D, x5 + D et x3 + D sont les trois racines du polynéme (X — D)* — D*(X — D) —

2
<y1 + u(X -D x1)> . Donc
To — X1

(21 + D)(x2 + D)3 + D) = <y1 _ H(DHI))Q _ <(m1 +D)iz :zz +D)y1)2

2. (a) Posons y; = y, P, = P (= P(y)), et considérons P, = P(y2) quand ys tend vers y.
Puisque y + y2 # 0 pour yo assez proche de y (car y # 0), on a, d’apres IL.6.e, y(P(y1) +
P(y2)) - y(2P(y1)). En notant, comme en 1., Ps le point tel que P; + P> + P35 = oo,
on a dg;cy;(Pg) = —y(P + Py) - —y(2P(y1)) = —y/, ainsi que, en appliquant F,
x(P3) — 2'. Les formules désiréeyszs’gllotiennent alors en passant a la limite quand y2 — 41

Y2—Y1
dans les formules obtenues en 1.a.

2 _ 2\ 2 2 n2\2 2
) x,:(3x D) —2x:(3x D)2 83:y.
2y (2y)
22 + D?\?
2y ) '
(c) N suffit de vérifier, outre co € C(Q), que P, € C(Q), P, € C(Q) entrainent P, — P, € C(Q),

ce qui résulte immédiatement des formules démontrées en 1.a et 2.a., les cas particuliers

En développant et en utilisant 3> =

x3 — D%z, il vient ' = (

s’étudiant aisément.

(d) On a, d’apres 1.b. appliqué a (Py, Po, —P3) et a (P1, — P2, —Py),

(21 + D)*(z2 + D)*(z5 + D) (24 + D)
= (xz1+ D)(x2+ D)(z3+ D) X (1 + D)(x2 + D)(x4 + D)
_ ((fcl + D)yz — (z2 + D)yl>2 ((931 + D)(—y2) — (z2 + D)y1)2

T2 — I T2 — 1

[(z1 + D)*y3 — (z2 + D)*yi)?

(z2 —x1)4
_ (@1 + D)*(a3 — Dw») — (w2 + D)*(af — D?y)P?
- (w2 — x1)*
_ [wa(@ + D)*(w> + D)(wa — D) — w1 (w2 + D) (1 + D) (21 — D))
(z2 —x1)*
= (1}1 + D)2($2 + D)2 [1‘2(331 + D)(l‘g - D) — xl(l’2 + D)(l‘l _ D)]2
(z2 —x1)4
= (x + D)Q(x + D)2 (.%'2 - x1)2(:§11‘2 + D(gc1 + $2) _ D2)2
1 2 (7 o)

d’ou

r1To + D(I’l + 1’2) — D2 2
To — T1

(Ig + D)(CC4 + D) = (

IV
IV. A
1. (a) Sia = b? alorsa > 0 et, pour tout p premier, v,(a) = 2v,(b), d’ott v,(a) = 0. Réciproquement,

2
si a > 0 et vp(a) = 0 pour tout p, alors ¢ = Hp”f’(“) = (Hpvp(“)/2> .
P

p
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(b)

Ecrivons a = p”P(“)E, b = p”f’(b)g ou u,v,r,s € Z\ {0}, vp(u) = vp(v) = vp(r) =
v s

(a) us + pvp(b)_”p(a)rv

vy(s) =0. Onaa+b= pvp(a) (% _,_pvp(b)—vp(a)g) = pUr - . Puisque

vp(b) — vp(a) > 0, p ne divise pas us + p*»® =@ Donc v,(a + b) = v,(a).

Puisque ¢ est un carré, v,(c) est pair et, bien sir, vy(c) > 1 = vp(c) > 2. On a par

ailleurs, par définition de c,

vp(x) <0 et vy(x) pair = up(c) = —vp(2)
vp(x) <0 et vy(x) impair = wvp(c) = —vp(x) +1
vp(x) 20 = 1,(c)=0

Donc
vp(e) 21 = vp(x) <0 = vp(e) +vp(z) € {0,1} = vp(a) € {0,1}
On a y? = z(x — D)(x + D), d’ou
Ay? = ala — Dc)(a + Dc)

Comme c est un carré, a(a — Dc)(a+ Dec) est le carré d’un rationnel. S’agissant d’un entier,

c’est le carré d’un entier.

Remarque : Soit p un nombre premier. Si vy(c) > 1 alors, d’apres la question précédente,
vp(a) < 1, vp(c) = 2, d’ott

vp(a — Dc) = vp(a+ Dc) = vp(a)

II vient 3v,(c) +2v,(y) = 3vp(a), et, puisque vy(c) est pair, v,(a) pair, et méme nul puisque
vp(a) € {0,1}. On a ainsi montré que a et ¢ sont premiers entre eux.

Si p|e, alors vy(a) = 0 d’aprés ce qui précede, et v,(a + Dc) = 0 (par 1.b).

Si p 1 ¢, distinguons deux cas :

Soit pla, auquel cas p t Dc entraine pt (a — Dc), pt (a+ Dc), d’ott v,(a) = v,(y?) pair ainsi
que vp(a + Dec) = 0.

Soit p t a, auquel cas v,(a) = 0, et 2v,(y) = vp(a — De) + vy(a + De). Or, puisque
(a 4+ Dc) — (a — Dc) = 2Dc et p ¢ SU{2}, p ne peut diviser simultanément (¢ — Dc) et
(a + Dc). Donc v,(a + Dc) est pair.

Soient P, P, € C, et Ps= P, + P,. Si P, = co ou P, = 00, on a clairement ¢(P; + Py) =
O(Py) + &(Py). Si PL+ Py = oo, alors P, = —Py, 6(P1) = ¢(Py), et ¢(Py) + 6(Ps) =
(0,0,...,0) = ¢(c0).

Sinon, en posant P; = (z;,y;) et d’aprés II1.1.b, zja923 et (1 + D)(ze + D)(x3 + D)
sont des carrés dans Q. Donc, pour tout nombre premier p, vy(zs) = vp(x1) + vp(x2),

vp(xs + D) = vp(x1 + D) + vp(x2 + D) et V'on a ¢(P1 + P) = ¢(P1) + ¢(Po).

P # (D,0) car 2D n’est pas un carré dans Q. Posons Q = (z,y). D’apres I11.2.b, si 2/,
2?2+ D? 22+ 2Dx — D? ot 2?2 — 2Dz — D?

2’ — D et 2’ 4+ D sont des carrés dans Q, alors ,
Y Y Y

sont dans Q. Ce qui entraine

x 1 2?2 +2Dx — D? 2% —2Dx — D? cQ

y 4D Y Y

11 ( 2?4+ D?  z?+4 2Dz — D? xQ—QDx—D2) €0

y 4D? y y y
d’ou (z,y) € C(Q).
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(¢) On va montrer

Ker(¢) = {2Q, Q € C(Q)}

On a bien stir co = 200.

Soit maintenant P = (z,y) € C(Q) N Ker(¢). On a, pour tout p premier, m =
vp(x + D) = 0 (d’apreés 2.c. sip ¢ SU{2}, et parce ¢p(x) = 0 sinon). Puisque z > 0,
z et 2+ D sont des carrés dans Q. Comme y? = x(z — D)(z + D), x — D est aussi un carré,
et, d’apres I1.6.d et 3.b., P est de la forme 2Q, @ € C(Q).

Réciproquement, si P = (z,y) € C(Q) \ {(D,0)} est de la forme 2Q (Q € C(Q)), les
formules II1.2.b. montrent que x et x + D sont des carrés dans Q. Donc ¢(P) = 0.

11 reste & voir, puisque ¢((D,0)) # 0 (car D est impair), que P = (D,0) n’est pas de la
forme 2Q, Q € C(Q). Soit Q@ = (z,y) € C tel que P = 2Q. La tangente en Q & C,
d’équation 2y(Y — y) = (322 — D?)(X — z) doit passer par —P = P, et Q € C' :

—2y* = (322 — D*)(D — 1)
y* = (z — D)(z + D)

d’ot1, aprés éliminition de la solution parasite (z,y) = (D, 0), z2 —2xD — D?* = 0 et, puisque
x>0, z=D(1+V2) ¢ Q.

(d) Soit Z une partie (forcément finie) de C'(Q) telle que chaque élément de I'image de ¢ possede
un unique antécédent dans C(Q). Alors un élément quelconque P de C(Q) peut s’écrire
sous la forme Py + Q, ou ¢(FPp) = ¢(P), Py € Z, et Q € Ker(¢). Compte tenu du résultat
prouvé dans la question précédente, ceci exprime que C(Q) est de type fini modulo 2.

IV. B

1. Puisque h est manifestement positive, et que h(oco) = 0, le résultat est clair si P = oo ou
P = (D,0) (2(D,0) = 00). Supposons P € C(Q)\ {(D,0)}, posons 2P = (2, y") (voir IV.B.3.a)

2, p2\?

et désignons par ¢’ le plus petit carré rendant ¢z’ entier. D’apres IIL.2.b., 2’ = x;—) ,
Y

donc ¢*(2y)%z’ = (a® + D?*c?)? est entier. Comme ¢*(2y)? = 4c(a® — D?a) est un carré (de

rationnel) et un entier, c’est un carré entier et ¢’ divise ¢*(2y)?. Il vient, en utilisant & nouveau

une formule de II1.2.b.,

h(2P) = log(¢ (z' + D)) < log(c*(z? + 2Dz — D?)?) < log(c*(z + D)*) < 4h(P)

2. (a) On a, modulo d :
2&1(0,2+DCQ) =T+U+DV =0

2a3(a1 + D) =T+U-DV =0

Mais aussi

2D2alc§ = (2Dajc2)(Dey) = —2Dajascs (car 2a;(ag + Deg) = 0)
2D2alc§ = (2D202)(a102) =92D2%a5¢109 = —2a1a§ (car ajco = ascy et ajas + D?cico = 0)
d’ou

4D?*ayc2 = —2Dajazcy — 2a1a3 = —2aza1(ag + Dey) =0
De méme, 4D%ayc? = 0.

(b) 1l résulte de la remarque faite en IV.A.2.b. que pged(ai,c1) = pged(ag,c2) = 1. Sip
premier ¢ S U {2} divise 4D?%a;c3 et 4D%ayc? alors, clairement, p divise soit a; et ap mais

ni ¢q ni cg, S0it ¢1 et ¢ mais ni aq ni as. Dans les deux cas, p ne peut diviser ajas + D%cqes.
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Soit p € S U {2}, de sorte que v,(2D) = 1. Si p* divise 4D?%a;c3 et 4D%ascs, alors soit p
divise a; et asz, tandis que p ne divise ni ¢; ni ¢y, soit p divise ¢; et ¢, mais ni a1 ni as.
On a dans le premier cas vp(aiaz) > 4, ’Up(4D20102) =2, d’out vy(a1a2 + 4D20102) =2 et
dans le second, vp(aiaz) =0, Up(4D20162) >4, d'ot vp(arag + 4D20102) =0.

Soient § = pged(ajas +D%¢i¢o, a1a9— D?cres +D(aica+agcr),arce —agcs), et p un nombre
premier. D’apreés 2.a., 2.b. et 2.c., v,(d) = 0sip ¢ SU{2}, et v,(0) < 3sip ¢ SU{2}.
Donc v,(8) < v,((2D)?) et §|(2D)>.

Tout d’abord, c3c4d = pged(ezcad, cscad’, czcae) = pged(asage, (az+Dces)(as+Dey)e, cseqe),
donc e divise c3csd. Ensuite,

h(P3) 4+ h(Py) = log[(csca(zs + D)(z4 + D)]

d/
log <03C4 )
e

= log <03c46> + log(d') — log(¥)
e

S0 S 1, h(Py) + h(Py) > log(d) — log(9).
(&

et, puisque

Les hypotheses x1 # z9 et P + P, = 0o sont équivalentes. On peut, d’apres I11.4., choisir
d = (a1a2 + D201€2)2, d' = (a1az + D(aica +ascr) — D261€2)2, e=(ajco — a201)2. Comme
5|[(2D)3]? d’apres 2.d., on a log(d) < 2log((2D)?). Par ailleurs, en utilisant x; > D (donc
a; 2 ¢D) :

log(d') = 2log((a1 + De1)(az + Dey) — 2D201622)D2
= 2(h(P1) + h(Py)) + 2log (1 (o + Dcl)zci:- ch)>
> 2(h(Py) + h(P2)) + 2log (1 " D+ ;i)g; + Dc2)>
> 2(h(P1) + h(P2)) — 2log(2)

d’ol1, en utilisant 2.e.,

h(Pi+ Po) + h(Py = Po) = 2(h(P1) + h(P2)) — 2log(2(2D)?)

Les solutions, dans G, de I'équation z? = 1 sont 1 et —1. Or E(o0) = 1, L(0) = Q/2 (car
L(0) + L(—0) = Q), d'ott E(D,0) = —1. Et les solutions dans C' de 2P = oo sont oo et

(D,0). Comme elles sont rationnelles, ce sont aussi les solutions dans C(Q).

Résolvons, en préliminaire, les équations 2P = 0o, 3P = 00, 4P = oo dans C(Q).
Si 2P = 0o, P = (D,0) d’apres 3.a.

4P = oo équivaut & 2P = 0o ou 2P = (D, 0) (ce qui, d’apres ce qui a été vu en IV.A.3.c,
n’est pas possible), donc a P = (D, 0).

Enfin, I’équation 3P = oo n’a pas de solution dans C(Q). Elle peut en effet s’écrire
2P+ P = o0, c’est-a-dire que le ”troisieme” point d’intersection de la tangente Y = uX +v
en P & C est P lui-méme (voir remarque faite en I11.6.b.). Or, si le polynéme P,, =

X% — D?X — (uX + v)? admet une racine triple, c’est la racine de P;”v = 3X — 2%

2 2\ 3
u u

Donc =z = 3 P,, = <X— 3) , dott w8 = 270?, u* = —3(D? + 2uv). Le point
2
u

P = (z,y) = (g,ux + v) devant étre & coordonnées rationnelles, on voit successivement

4 D2
que u? € Q, uy:u2x+uv:u2z—%—7 € Q, doncu:%e(@etv:y—uze(@,
Y

ce qui n’est pas compatible avec la relation u5 = 270> (valuation de 3).
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La relation désirée est clairement satisfaite lorsque P = oo ou P = (D, 0) (car h((D,0)) =
log(2D)). Supposons P € C(Q) \ {(D,0)} (donc 3P + P # o0, 2P+ P # o0). On a en
utilisant 1. et 2.f.,

4h(2P) + h(2P) h(4P) + h(2P)

h(3P + P) + h(3P — P)

2(h(3P) + h(P)) — 2log(2(2D)?)

2(h(2P + P) + h(2P — P)) — 2log(2(2D)?)
(

4(h(2P) + h(P)) - 61og(2(2D)*)

VWV WV WV WV

d’otu, en effet,
h(2P) > 4h(P) — 6log(2(2D)?)
(c) Cela résulte immédiatement de IV.B.2.f. et IV.B.3.b.
(d) En appliquant 3.c. 8 P+Q et P—@Q, il vient h(2P)+h(2Q) >
Puis, en utilisant 1., h(P + Q) + h(P — Q) < h(P) + h(Q) +

que h (qui est bien positive) est une hauteur sur C(Q).

(h(P+Q)+h(P-Q)) -

Ce qui, avec 3.c., montre

ﬁ{\i-u

(e) Soit B€R,. Si P = (x, ) € C(Q) est tel que h(P) < B, alors, avec les notations utilisées
< 55

auparavant, c(xz 4+ D) < e? d’ot, puisque z > D, ¢ Beta=cr<clx+ D)<

2D
Les valeurs possibles pour z = & sont done en nombre fini, {P € C(Q); h(P) < B} est fini

c
et h est une hauteur admissible.

(f) L’existence d’une hauteur admissible sur C'(Q) montre, en vertu de 1.3.c, que C(Q)ors €st
fini et, en vertu de 1.3.e et IV.A.3.d., que C(Q) est de type fini.
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