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DEUXIkME CPREUVE DE MATHENIATIQUES 

I > U R É E  : 6 Iicurcs 

RAPPELS : 

1. Une solution i i  d'une S.quation tlitl'dreiiticllc. tldtïiiic sur un iiitcrvallc J t I ,  b [  est dite iniiximale si et seule- 
' ment si il n'existe pus tlc solution cld'iuic sur uii iritcrvallc ouvert co1l\tcnii1it stiicteinciit ] LI, b( doiit lu 

rcstriction h ]c i ,  I I[  cciiricidc avec I I .  

2. Pour une fonctioiij'borntk sur [a ,  111 on note II j'll,,,, = Sup ( 1  f( s)l) . 
3. 1.a notirtion de I.aiitlau j'( x )  = O (g( x ) )  (pour x tciid vers + O Q )  signifie : 

3 c > O 3 x v Y > x I j ' ( x ) I  4 c Ig (  Y ) 1 .  

r Cu. b) 

Soit E I'dquation difl'6rciiticllc y' = s + y2 .  

Dans tout le problkme o n  se limite B dtutlier cette Ccliiiitioii rmur des vale iirs strictcment pasitivcs de .v. 
Cette Cquatioii, qui intervient dilns diverses questiorls concrètes, ne  peu^ pas Gtre integrde en terines de fonc- 
tions tXrnciitairix 
L'objet du problknw est d'etuclier certaines propridtds tle ses soIutim,s, d'abord d'un point de vue qualitatif, 
essenticllcmeiit local pour 1. et II., gl0l)itl pour I l l . ,  p i s  tl'w point tk: 'wc qriantitatif au IV. 

pour I'Ctude de a 011 pourra utiliser, lorsqu'clle existe, une v,dt:tir strictement positive de y telle que 

y *  < x,, - :) * 
& Y  

5.  Faire un croquis sommaire montrant I'illlllrc tlcs solutions. 

Tournez la page S.V.P. 
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1. fi. Soient II et vtleux fonctions positives continues sur 10, I telles que : 
i l (0)  = v ( 0 )  = O 

et que II  (x) soit équivalente à v (x) lorsque x tend vers zdro. Montrer que : 

u (x) = i 4 ( f ) t l f  et V ( x )  = J; v ( t ) d r  I: 
sont dcluiviilcntcs lorsque x tend ycrs ziro. 

6. Soiciit II et I' deux fonctions positives continires sur lu, PI telles que II (A') soit équivalente B v ( x )  

lorsque x tend vers et que I'iatdgralc " u ( I )  tlf  soit ilivcrgente. Montrer que : 1. 
U ( x )  = r u ( r ) d t  et V ( A ' ) =  1,: v ( t ) d f  

a 

sont équivalentes lorsque x tend vers fi. Que peut-on dire lorsque I I  ( f )  dt est convergente ? II: 
2. Diterminer une  Cyuation tliffirenticlle E' telle qii'iine fonction g soit solution de E' si et seulement si, 

I 
g 

sur tout intervalle où gne s'annule pas, - est solution de E. 

Soit CI > O .  Montrer qu'il existe une unique solution maxiniale de I'dquation E, difinie sur un intervalle de 
la forme]a, n[ telle qiic ji ( A )  teiitlc vcrs + 00 lorsqiie A' tend vcrs 11, et de niême une unique solution maxi- 
male /* , difime sur u n  intervalle lu, PI telle que X tciiile vcrs - 00 lorsque x tend vers a. 
I)6termincr u n  Cquivalent siiiiple de j ;  (resp. h) an voisiniigc de u. 

3. f ,  ci j i  ctant ddïnics comme ci-dessiis, o n  note LI I;i fonction difinie sur ]a, fi[ \ { a )  par : 

?4 /;, I]l'.,d = 1; ' j ; ,  I]'l,,i[ = f2 
(où 1 note la rcstr iction). Montrer qu'il existe imc siiite ( N , ) , , ~  cl un rCcl k tels que, sur un voisinoge 
convc1ial)lc de 11, 

On tldtermincra explicitement X, (I,,, O,,  CI* et o i i  donnera une 
fonction de  LI^,, ..., N,,, 1 .  ( 0 1 1  ne chercherit pas cxplicitcr (t, , .)  

( i ) k  . 

forniulc de ricurrence exprimant a', en ' 

IXterminer, en fonction de u, un miliorant du rayon de convergence de la série entière. 
Diterminer, en fonction de u, un majorant du rayon clc convergence de la sirie entière. 
Calculer nuiniriquelnent les cocfficicnts CI,, h (ilIl lorsque CI = 5 puis LI 

dans un tableau.) Dans ces deux cas, calculer 

5 0 .  (Les résultats seront prbentts 
10 &. Commenter les résultats. 

Tournez la page S.V.P. 
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On appellera solution giniralisCe de I’iquaiion E une fonction g dGfinie sur le complimentaire 
G - Rt \ S  dans Rt d’un ensemble S (ivcntuclleiiiciit vide) de points isolis telle que, en tout point de G, g soit 
solution de E et que au voisinage de tout point ii dc S lit lonclion g ctiiiicitle avec lit fonction du type 6tuclii 
en 11.3. (L’enseni1)le S peul dCpentlre tlc la fonction g.) 

1 ,  Moiilrer quc pour tout x > O i l  existe ime solutioii gdiidritlisdc g et ~ I I I C  sculc de E telle que g(.x) - O .  

2. Soit II une solution généralisée de E de domaine tle ddfinilion G. Soient s et c les deux fonctions ddfinies sur 
G par : 

2 1 r ( x )  sx 
x + 112 (A-)  

x - 112 (x )  
s ( x )  = = + 1 1 2 ( x )  * 

Montrer que, pour tout x, e (x )  = c (x )  + is ( x )  est de niotliilc 1. 
Montrer que Ics fonctions s et c sont borndes et iItlIIICItCIiI des prolongements de classe %Yi ii R+*. 
Montrer qu’il existe une fonctioii 0 clc clilsse ‘&’ clc Us* tliIns R telle que pour tout x > O 
(on pourra cldtcrmiiicr 0’ (x)), 

exp ( i O (  x)) - e (x )  

Montrer que : 

(tan disigne la fonction tangente). 
Montrer que : 

lorsque x tend vers + CO. 
Retrouverà l’aide de ces risultats certains cies rCstdtitts de 1. 

4 
3 

8 (x )  = - .~3b + O (III (x))  

3. Soit p une fonction continue sur R. 
Montrer que l’ensemble des zCros d’une solution niaximale y de I’dquation diff6rentielle y“ + py = O n’a 
pas de point J’accuinulation. 
En diduire que I’enseml,le cles zdros de y positifs peul être intlcxé cn une suite (dventuellement finie o u  
vide) strictemciit croissiwle. 

2’ 
4. Montrer, a l’aide de I’Cquation E” tltkluite tle E par le changement de fonction inconnue y = - - que toute 

solution gCn6ralisCe tle E pcut s’exprimer de fason globale comme quotient de deux séries entières de rayon 
de convergence ialini. 
Montrer que, si E est solution (le 15”, entre tlcux n 1 5 - o ~  consdculifs tlc z i l  y u un ziro et un seul de t’ et que 
crltre deux zdros consccutifs tlc z’  i l  y a IIII z6ro CI IIII seul tlc z. 

Z 

5 .  Soient p et q deux fonctions continues sur k ~ $  tellos que V x p ( x ) <  9 ( x )  et u (resp. v )  une solution de 
I’équation 11’‘ + p u  = O (resp. v” + q v  = O). 
Montrer en Ctutliant i i ’ v  - U V ’  = w qu’cn~rc deux zéros consdcutifs de I I  il y a un zéro de v. 

Retrouver par cette mithode certains tles risultats tlc 1. 

Tounied la puge S.V.P. 
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Soit rp une applicntion de 118’ dans Iw tic cIiisse %‘- et II une solution de I’lquation d i f fkn-  
tielle y’ ( x )  = (1’ (x, y ( A ) )  cldfinie sur U I I  iiitervallc [ri. hJ. (In rqyelle qiie Iii nidtllode d’Euler pour ditermi- 
lier une approxirnation de II connaissant la valeur iiiitiiile I I  ( ( 1 )  consiste à sirlxliviscr l’intervalle [a, h )  en I I  
intervalles en posaiit ii = ( b  - i i ) / i i ,  ( i  = O,  ..., i i )  et i construire une suite y, dlfinie par 
J~~~ = I I  ( u ) ,  YA,+,~ = Y, + liq (s , ,  y,). 1.es Y, ~ o ~ l t  ilcs videtirs approchdes cies I I  ( xA).  Le but des questions 
qui suivent est d etudier l’erreur = y, - 11 ( x A )  et p l u s  IXir-tiCiiIi;‘reiiiciit le comporten~ent de e,, (l’erreur sur 
II ( h ) )  lorsque i i  tend vers + m .  

Or) siipposc qiic I’dquution est lcllc qiie pour tout ii ct pour tout k les yA restent dans un intervalle 
fixe [- 13, + 141. 

0 1 1  ndgligora les erreurs ducs aud limitations clc prCcisioii diiris les calculs en virgulc llottarrte. 

x i  = ri + il1 

1 .  u. Soient K CI L dciix constantes positivcs et (.va) iine suite rlclle v6rifiiiiit pour tout I I  

x,+ 4 Kx, + L, I)thcrmiiicr iiii 1iliijt)r-iiilt tlc .Y,, CII  li)iiction de x,,, il, K CI 1,. 

6. Pour x E W dlterrniner la limite de I + - lorsqiie i l  tend vers + 00. . ( :)” 
2. Moiitrcr (pic les ek vdril‘ient uiic rclulion tlc rhmencr :  dc la forme : 

e,, + = e,,( 1 + h ( x , , )  + i i ’(13, + y,,) oi i  a, et P A  soiit tIcs coefficients Imrnds qu’on exprimera en fonction 
clcs dlrivkes de ic, o i i  II, ct y, est ICI qu’il cxistc iiirc constante M tclle quc 
V i i  E r\J* 
Moiitrcr qu’il cxistc une constante C telle que V i l  E N* V k d i i  : 1 e,l < C h .  

V k 6 ti : lyAl hlh. 

3. On pose A,, 1 + h -’Y (xA, u (xJ). Monlrer quc 
aY 

hlontrer que lorsque II tend vers i- 00 (c’est-à-dire II tend vers zéro) 
r l , - ,  + A , , , r r , , , 2 +  ..... + A , , - I A , , - ~ . . . . . A I ~ ~  

reste borné. 

4. On se propose de montrer que e,, admet un développement asymptotique de la forme : 
C 

Il 
el, = - + 0 ($), 

6. Ddcrire avec précision une mdthode permettant de calculer une approxiniation de la valeur pour x = 5 de la 
solution glnlralisle 11 de I’iquation E qui s’anndc pour x = 3 avec contrôle de l’erreur E commise sur 14 ( 5 ) .  

N.B. - 1. ’énorici coiilicnl les ittjhrtn(itioiis iiices.ssrrirc.5. polir p1iisieiir.s mérlioiles ; le cuirdidut choisira celle qui 
Iiii /wuilru lu p111.s ejlicrrce, sruis rriwii. ri jiisl$vr les tuisorrs q i r i  dticrtuiiwtlt ce c*lioi.r, 

7. Faire les calculs décrits en IV.6. avec, si possible, E < l 

O O 


