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SESSION DE 1989 CONCOURS INTERNE ET CONCOURS D'ACCES
A L’'ECHELLE DE REMUNERATION DES PROFESSEURS AGREGES

DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durée : 6 heures

1. 'usage des calculatrices de poche, y compris progranumables et alphanumériques, d fonctionnement auto-
nome, non imprimantes, est awtorisé pour cette épreuve conformément d la ¢ irculaire n° 86-828 du 28 juillet 1956.

La précision des démonstrations et la qualité de la rédaction seront dey éléments importants d'appréciation.

RaprPELS :

1. Une solution u d’'une équation différenticlle définic sur un intervalle ], b est dite maximale si et seule-
- ment si il n'existe pas de solution définie sur un intervalle ouvert contenant strictement Ja, b dont la
restriction a Ja, b[ coincide avee u.

2. Pour une fonction fbornée sur [a, b] onnote || flle = Sup (| f(X)]).
x @[y b]

3. Lanotation dc Landau f(x) = O (g(x)) (pour x tend vers + ) signifie
1IC>0 IX Vx>X |f(x)] €Clg(x)].

Soit E I'équation différenticlle y' = x + y2,
Dans tout le probleéme on se limite a étudier cette équation pour des vale urs strictement positives de X,
Cette équation, qui intervient dans diverses questions concrétes, ne pew't pas étre intégrée en termes de fonc-
tions élémentaires. _
L’objet du probléeme est d’étudier certaines propriétés de ses solution.s, d’abord d’un point de vue qualitatif,
essenticllement local pour L et I, globul pour 111, puis d"un point de: vue quantitatif au 1V.

|
1. Soient ¢ et Y deux fonctions de elasse €' de R2 dans R* telles que Vx, Vy @(x,y) < y(x,y) etsoient
u ct v deux fonctions de classe ¢! définies sur un intervalle Ja, b, a valeurs réelles, telles que i soit solu-
tion de Péquation différenticlle «' (x) = ¢ (x, u(x)), v de Péguation v/ (x) =y (x, v(x)) et quiil existe
¢ € Ja, b telque u(c) = v(c).

Comparcr pour x appartenant i Ja, b fes valeurs de w (&) et v{x). (On montrera qu'il existe un voisinage de ¢
sur lequel cestle seul zérode v = wctonmontreraque d = inf { v > ¢ u(x) = v(x) } ne peut pas exister.)

2. Déterminer la solution maximale de l'équation z' (§ = y2 + z2(#) (ol y est une constante strictement pasi-
tive) qui vérifie z (k) = 0 (4 > 0).

3. Soit Ja, B] Mintervalle de définition de la solution maximale f de E qui vérifie f(x,) = 0.
Montrer que 8 est fini, que f(a) tend vers + o quand x tend vers i, que, si a > 0, f(x) tend vers o
quand xtend vers aetque, six, > 3, > 0. (Pour I'étude de i, on pourra comparer f avec la fonction étu-
diccau 2. poury? = x;, — ect by = xp).

4. De fagon plus précise, montrer que si lon éludic la dépendance de a et § par rapport 2

n ) . .

3 fx.lorsquc X, tend vers + <o (aduplcr la méthode suggérée en 1.3.;
(1)

X, B — x, et x, — asont équivalents &
pour I'étude de a on pourra utiliser, lorsqu'elle existe, une vali:ur strictement positive de y telle que

2 £ - ——
L ¢ .
Y 0" 5

5. Faire un croqguis sommaire montrant Pallure des solutions.
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1. a. Soient uet vdeux fonctions positives continues sur [0, 1] telles que :

w(0) = v(0) =0
et que 1 (x) soit équivalente a v (x) lorsque x tend vers zéro. Montrer que :

‘ um=j%md: et vm=fﬁmm

0 (
sont équivalentes lorsque x tend vers zéro,

b. Soient u et v deux fonctions positives continues sur [a, f] telles que u(x) soit équivalente & v(x)

- B -
lorsque x tend vers 3 et quclmlcgrulcj u(f)de soit divergente. Montrer que :

1}

U(x) = r u(f)dt et Vix)= J“ v(r) dt

P . #
sont équivalentes lorsque x tend vers . Que peut-on dire IorsqueI u(f)de est convergente ?

a

2. Déterminer une équation différentielle E’ telle quune fonction g soit solution de E' si et seulement si,

. . | _
sur tout intervalle o g ne s’annule pas, — est solution de E.
g

Soit @ > 0. Montrer qu'il existe unc unique solution maximale £, de 'équation E, définie sur un intervalle de
la fm'me]u, af elle que f; (x) tende vers + @ lorsque x tend vers ¢, ¢t de méme une unique solution maxi-
male f,, définie sur un intervalle |4, B tele que f, tende vers — o lorsque x tend vers a.

Déterminer un équivalent simple de f, (resp. £) au voisinage de a.

3. f, ¢t f, étant définies comme ci-dessus, on note £, la fonction définie sur Ja, f[\{a} par:
¥ ju ‘]u,u[ = fl . ju |]u,[l£ = .,2,

(ob | note la restriction). Montrer quil existe une suite (4;);en ct un réel A tels que, sur un voisinage
convenable de a,

L)
+ 3 a(x - a)k.
X —ua =10

fulx) =
On détermincra explicitement X, a,, 4,, @, et on donncra une formule de récurrence exprimant a, en
fonctionde ay, ..., 4,-,. (Onne cherchera pas a expliciter a,,.)
Déterminer, en fonction de 4, un minorant du rayon de convergence de la série entiére.
Déterminer, en fonction de a, un majorant du rayon de convergence de la série entiere.
Calculer numériquement les cocfficients a, & 4,y lorsque @ = 5 puis ¢ = 50. (Les résultats seront présentés

10 .
dans un tableau.) Dans ces deux cas, calculer  J/a,4. Commenter les résultats.

Tournez la page S.V.P.
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On appellera solution généralisée de P'équation E une fonction g définie sur le complémentaire
G =R*\S dans R* d’un ensemble § (éventucllement vide) de points isolés telle que, en tout point de G, g soit
solution de E et que au voisinage de tout point ¢ de S Ta fonction g coincide avec la fonction f, du type étudié
en 11.3. (L’ensemble S peut dépendre de la fonction g.)

1. Montrer que pour tout x > 0 il existe une solution généralisée g etune seule de E telle que g(x) = 0.

2. Soit u une solution généralisée de E de domaine de définition G. Soient s et ¢ les deux fonctions définies sur
G par:

. 2u(x)/x el e x = u*(x)
s(x) x4+ ut(x) (x) x+ 2 (x)’

Montrer que, pourtout x, e(x) = ¢(x) + is(x) estdemodule 1,

Montrer que les fonctions s et ¢ sont bornées et admettent des prolongements de classe €' a RY*,

Montrer quil existe une fonction 0 de classe €' de IR** dans R telle que pour tout x >0 exp (i6(x)) = e(x)
(on pourra déterminer 6’ (x)).

0(x) u
M t : 1 — ] T e—
ontrér gue an > ) ‘/}

(tan désigne la fonction tangente).
Montrer gue : 4
0(x)= 3 X2 4+ O (In(x))
lorsque x tend vers + o,
Retrouver a I'aide de ces résultats certains des résultats de 1.

3. Soit p une fonction continue sur R.

Montrer que ensemble des zéros d’une solution maximale y de Péquation différentielle y” + py = 0 n'a
pas de point d’accumulation.
En déduire que I'ensemble des zéros de y positifs peut étre indexé cn une suite (éventuellement finie ou
vide) strictement croissante.

] .
4. Montrer, a l'uide de I'équation E” déduite de E par le changement de fonction inconnue y = — Z que toute

solution généralisée de E pecut s’exprimer de fagon globale comme quoticnt de deux séries entiéres de rayon
de convergence infini,

Montrer que, si z est solution de E”, entre deux zéros conséeutifs de z il y a un zéro et un seul de 2’ et que
entre deux zéros conséeutifs de 2’ il y a un zéro et un seul de z.

H
e e z
Montrer que z est bornée {étudier  z2 + —-») .
X

5. Soient p et ¢ deux fonctions continues sur R telles que V x p(x)< g(x) et u (resp. v) une solution de
Péquation u” + pu = 0 (resp. v' + qv = 0).

Montrer en étudiant ©'v — uv' = w quwentre deux zéros conséeutifs de wily aun zérode v.
Retrouver par cette méthode certains des résultats de 1.

Tournez la page S.V.P,
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Soit @ une application de R* dans R de classe € et u une solution de I'équation différen-
tielle y' (x) = ¢ (x, y(x)) définic sur un intervalle [a, b]. On rappelle que la méthode d’Euler pour détermi-
ner une approximation de w connaissant la valeur initiale 1 (a) consiste a subdiviser lintervalle [a, b) en n
intervalles en posant h = (b = a)/n, x;=a + ih (i =0,..., n) et a construire une suite y, définie par
Yo = uld), yioy =y + ho(x, y,). Les y, sont des valeurs approchées des u(x,). Le but des questions
qui suivent est d'étudier erreur e, = y, ~ u(x,) ct plus particulicrement le comportement de e, (Perreur sur
(b)) lorsque n tend vers 4o,

On suppose que I'équation st telle que pour tout i et pour tout k les y,; restent dans un intervalle
fixe [— 1, + B).

On négligera les erreurs duces aux limitations de précision dans les caleuls en virgule flottante.

1. 4. Soient K et L deux constantes  positives ¢t (x,) une suite réelle vérifiant pour tout n
Xy S K, + L. Déterminer un majorant de x, en fonction de x,, 1, K et L,

: . - x\"
b. Pour x € R déterminer la limite de (l + —) lorsque n tend vers + o,
' n

2. Montrer - que les e, vérifient  une  relation de réewrrence de  la forme @
€y = €1 + hay) + B (B, + y,) ol a, et B sont des coefficients bornds quon exprimera en fonction
des  dérivées de @ ou u, et oy, oest 1l quil existc une  constante M telle  que
Vanehlt Vk<n: |yl <Mh
Montrer qu'il existe une constante Ctelleque Vn €N* VA € n: e | < Ch.

d
3. Onpose A, =1+ h a(;) (x;, u(x;)). Montrer que
€, = hz[ﬁn~l + Au— | ﬂn-—l + AH—IAM—Z ﬁu-l + Au-lAu-ZAnnlﬁn-J""" + An—l "'AI B()]
+h2[ru—l+An-lrn—2+ """ +Au—lAn-2 """ Alrl)]

ou r; est tel qu'il existe une constante M’ tellequeVn € N* Yk < n: Irnl < M'h,

Montrer que lorsque ntend vers + < (c’est-a-dire /s tend vers zéro)
r"_.]+A r"_2+ ..... +A"_|A”_2.....A|r0

n-1

reste borné.

4. On se propose de montrer que e, admet un développement asymptotique de la forme :

c 1

e, =—+ 0[],
n n-

pour cela, dans une premiére étape, on pourramontrerque T, . = A, _ (A, _,..... A, _;,  admet pour n

tendant vers + o un développement asymptotique dont le reste peut &tre majoré indépendamment de k.

On rappelle que si f est une fonction de classe 47 sur |o, b)

b | net
[Croa-n(5 00+ s+ g rw)

iz1

h?
g — —_ "
lz(b u)llf e

Conclure, en déterminant la valeur de ¢ (il serait vain de chercher a caleuler les intégrales qui figurent dans
SO0 expression),

wn

Montrer quiune combinaison convenable des approximations de 1 (b) obtenues par la méthode d'Euler pour
n = petpour n = 2 plournit unc méthode de caleul approché de w (b) dont Perreur g, vérifie

]
g, = O(F)

6. Décrire avec précision une méthode permettant de calculer une approximation de la valeur pour x = 5 dela
solution généralisée u de équation E qui s’annule pour x = 3 avec controle de 'erreur € commise sur u (5).

N.B. — L’énoncé contient les informations nécessaires pour plusieurs méthodes ; le candidat choisira celle qui
lui paraitra la plus efficace, sans avoir d justifier les raisons qui dérerminent ce choix.

7. Faire les calculs décrits en 1V.6. avec, si possible, e < 1072,



