Banque PT - Epreuve B 2019 D. Denoncin

1. Premiere partie

1. (a) Les coordonnées du point Hy peuvent par définition du projeté orthogonal s’écrire sous la
forme

Xp=Xp+Aa
Yn=Yo+Ab

avec A € R. De plus ce point appartient a la droite D, d’ou
a(xo+Aa)+b(yo+Ab)+c=0
On tire alors de cette équation la valeur de A, on obtient :

axo+byy+c

A=
a? + b?
D’ou les coordonnées du point Hy :
( axo+byo+c ax0+by0+c)
Xo—a————, Yo - b————
0 2+ P a? + b?

(b) On sait que d(My, D) = HMH’ d’ ol

3 axo+byy+c ax0+by0+c)
d(MO’D)_‘(a az+bp2 "’ a? + b?
|axo + byo + c|
:WH(%MH

|axo+byo+c| ~——
- a® + b? @+ b
_ |axo+byo+c|
v a2+ b?
2. (@) Ona
Dolx =0
D_lly =2
Dliy =0

Un point M de coordonnées (x, y) est donc, d’apres la question précédente, équidistant des
trois droites si, et seulement si

xI=|y-2|=y|

En particulier (y —2)? = y? d’ou1 'on tire y = 1, et donc x = +1. Les points de coordonnées
(1,1) et (—1,1) vérifiant bien les conditions précédentes, on a
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(b)

3. (a)

(b)

Les points équidistants des trois droites Dy, D_1, D; sont les points de coordonnées
(1,1) et (—-1,1).

Soit un point M de coordonnées (x, y) équidistant de toutes les droites (D;) pour ¢ € R. Alors
ce point est en particulier équidistants des droites Dy, D_1, D;. Ainsi d’apres la question
précédente, le point M est I'un des deux points (1,1) ou (—1,1). On a de plus pour tout t € R
et d’apres la question 1b :

|2 —1-2¢-2¢(r-1)

d((]-)]-)}Dl‘):
V(2 =12 +4r1?
~ |-1- 72|
vV (1+12)?
=1
et
d((-1,1),D _ =37
(( ) )r t)—ﬁ

qui n’est pas constant. On a donc démontré :

Il existe un unique point équidistant de toutes les droites (D) cg, et ce point est le
point de coordonnées (1, 1).

Le point de coordonnées (0,1 — #) est un point de la droite D; de facon immédiate. De plus
de I'équation de la droite D, on obtient que le vecteur (#* —1,-2t) est un vecteur normal,
et donc le vecteur (-2, 1 — t2) est un vecteur directeur. On en déduit donc le paramétrage
suivant de la droite D, :

x =-2tA
AeER,
{y =1-t+A(1-17)

Cherchons une fonction A de classe 6! sur R telle que la courbe :

x(0) =-2tA(r)
reR,
{y(z) =1-r+ A1 -1?)

soit telle que pour tout ¢ € R, le vecteur (x'(t), y'()) soit colinéaire au vecteur (—2t,1 — 1),
c’est-a-dire que l'on ait :

x'(t) -2t

vy 1-270

Les regles du calcul différentiel et la linéarité du déterminant par rapport a sa premiere
colonne permet alors d’obtenir I’équation suivante :

0 -2t
-1 1-¢%

-2 =2t

o 1-¢2|70

VteR, ‘

+7L(t)‘
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4.

5.

et d'en déduire que Ve R, A(t) = 112 qui est bien une fonction de classe €' sur R. Par

définition de la développée, la courbe I est la courbe paramétrée par

==L

1+12

2y _—t
1-t+(1-t¢ )1+r2
_ 1-0A+t3)—tQ-0)(1+1)

1+1¢2

VteR,

(1-n?
1+12

soit, comme attendu :

_a-n?
1+12

_ 21
VieR, {x C 1+

(a) Onreconnaitimmédiatement :

la courbe I" est le cercle de centre (1, 1) et de rayon 1. ‘

(b) On vérifie que (x—1)?+ (y — 1)? = 1 avec les valeurs de x et y trouvées en question 3b. On a

en effet pour t € R,
2t2—1—t2)2 ((1—1‘)2—(1+L‘2))2
1+ 12 1+ 12

(x—1)2+(y—1)2=(

((£2 = 1)* +41?)

T 0+ 22

=i (£* —262+1+41%)
1

")

=1

On adoncbien T cT'. Ces courbes ne sont pas égales puisque le point (2,1) € I\ T puisque
I'on ne peut pas avoir 12+—t:2 =2 (cela implique 2 = 0). Ainsi :

OnabienT €I/ maisT #1". ‘

(c) Etant donné le sens de rotation des droites D; que I'on devine grace aux droites D_1, D, D1,

on obtient que

Les deux courbes sont parcourues dans le sens trigonométrique. ‘

(a) D’apres le cours

o Définition : la développée est le lieu des centres de courbure.

o Caractérisation : la développée est I'’enveloppe des normales.

(b) Définition (déja utilisée en 3b) : I'enveloppe d’'une famille de droite (D;) ,cg est une courbe

I de classe € telle que
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e YteR, T(H)eD,,

e VteR, TI'(¢)estun vecteur directeur de D;.

(c) Cesontles suivantes, avec, si I est un arc régulier, T = ﬁ le vecteur normal et N le vecteur
tangent (image par rotation d’angle +% du vecteur T) :

dT

[ ] E:’)/N’
d
(] d_];,:_YT

6. (a) Ona parun calcul direct et les définitions données en 5c¢ :

VO € [0,2n],
« T(6) = (-sin(), cos(9)),
« N(6) = (- cos(®),sin(9)),

s0) = f2||x' (02 + y'(1)?|| dt = 6 (les valeurs de x, y sont celles de la question 4).

o Lorigine du repere de Frénet est, par définition le point M ().

(b) On a par la définition donnée dans I'’énoncé, qu'un paramétrage de la courbe Ay est donné
par

x =1+cos(@) - (k-0)sin(0)

V6 € [0,27], _
y =1+sin(0)+ (k—60)cos(H)

(c) Les fonctions x, y précédentes sont des fonctions dérivables de la variable 0, et on a

x'@) =(0-k)cos(@)

voe[o,2n], { .
y'(@) =(0-k)sin()

Ainsi le vecteur (x', ') (0) est nul si, et seulement si, 6 = k puisque les fonctions cos et sin ne
s’annulent jamais en méme temps. Ainsi :

La courbe Ay admet un unique point stationnaire, le point de coordonnées (1 +
cos(k),1 +sin(k)), situé sur I'".

(d) On reprend la méme méthode que celle utilisée en question 3b, en utilisant le vecteur
(—sin(@),cos(f) comme vecteur normal : on cherche une fonction A de classe ¢! sur le
segment [0, 27] telle que I'on ait :

x'(@) —sin(@)
y'(0) cos(H)

—cos(0) —sin(09)| _

V@ € [0,27], —sin(®) cos@®) |~

/l(t)‘

ce qui donne alors immédiatement A(0) = 6 — k qui est bien de classe €' sur le segment
[0,27]. On en déduit que :

la développée de la courbe A estla courbeT. ‘
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Remarque.

Le graphique suivant donne quelques-unes des courbes A, ou I'on identifie bien le point
stationnaire comme étant le point de M (k) :

7. (a) Nous nous trouvons donc dans une situation du type représentée ci-apres, le centre de
courbure M(0) de la courbe A étant bien situé "dans la concavité" de la courbe A, et le
sens du vecteur tangent Tp(0) étant contraint par le sens de parcours de la courbe I” et le
vecteur Np(0) étant obtenu par rotation du vecteur Tp(0) d’angle +%.

-2 -1 0 1 2 3

-1

(b) Par définition de la développée, la droite P(0) + Vect (M (B)P(H)) est la tangente a la courbe

I au point M(0), ainsi le vecteur M (6) P(0) est nécessairement colinéaire au vecteur T () :

il existe A(0) tel que M(©)P(©O) = L) T (6).
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(c) On utilise les regles de calculs des dérivées de fonctions a valeurs vectorielles :
iop d (O_M + MP’)
o~ do
do do
_dOM _d(T)
do do

dOM+d/1—> Ad_T
- do  do de

_doM (A= ds—
a9 " do YagV
_dOM dA— . ds—

+—T + —N
a0 T ™ Ma

d’apres la premiere formule de Frénet

On a ensuite par définition du vecteur tangent et de I’abscisse curviligne :

dSp _dO—P)
{ Tr =73

d’ou I'égalité

dpp Bz, UAr BN
B PTag Tttt

(d) En projetant 'égalité précédente sur le vecteur _T), étant donné que les vecteurs NetT p
sont orthogonaux a T (le premier par définition, le second puisque le vecteur M (6)P(0) est
colinéaire au vecteur N p(0) par définition mais aussi a T d’apres la question 7b, on obtient
donc

ds d?L
d@ 6 -

Etant donné que s est la fonction identité de la variable 0 d’apreés la question 6a, on obtient

41 = -1, autrement dit :

il existe k € R telle que V0 € [0,2n], A(0) =k-6. ‘

(e) On vient donc de démontrer le résultat annoncé, puisqu’une représentation paramétrique
delacourbe A estde la forme Ay étant donné qu'il existe k € Rtel que VO € [0,27], M(O)P(0) =
(k—s)T©):

Toute courbe dont la developpée est incluse dans la courbe I est une courbe Ay. ‘
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2. Deuxiéme partie

1. On applique la méthode du pivot de Gauss avec matrice témoin :

1 -1 1|1 0 0 0 12110 L L+l
1 2 1lo10l~l-121]/01 0
1 1 2loo01)*F 3301 1 Ly — L3+ Lo
01 2|1 1 o0 Ly L, —2L,
~[ =10 =3|-2 -1 0
Vo 0 =3/-3 =2 1 Ly — L3 —3L
01 2/11 o0 e L,
~[1 03|21 o 3
loo1)1 2 1) s—~3ls
1 1 2
01 0|-1 -1 2 Ly L —2Ls
~l100/-1 -1 1
L 0 0 1 1 % _% L2<—L2—3L3
Ainsion a
-1 -1 1
Mli=|=-1 =t 2
12_31
3 3
2. (a) Ona par calcul matriciel :
2 3 -3 3
3 4 -3 3
2
M=o 0 1 o
3 3 -3 4
d’ ou
23 -3 3) (0 =33 =3} (200 0
34 -3 3| |3 6 3 3] (0200
2_ — _
N°=3N+21=1o 9o 1 o|7]o 0o 3 of"{o o020
33 -3 4] |3 =33 6] 000 2
-0
Ainsi

N?-3N+21=0 ‘

(b) On adoncl’égalité matricielle
1
N(— (3I—N)) =1
2

ce qui prouve que N est inversible, d'inverse % (31-N). De plus

3 -1 1 -1
1 111 1 1 -1
2017 =3510 0 2 o

1 -1 1 1
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La matrice N est inversible, et

3 -1 1 -1
1If1 1 1 -1

_l__
N_20020
1 -1 1 1

3. (@ 1L

ii.

(b) i

ii.

On a d’apres le cours la formule :

n . .
det(A) = ) (-1 a; ;det(4; )
i=1

On a d’'une part det(B) = 0 car la matrice B admet deux colonnes identiques. Et d’autre
part en développant ce déterminant par rapport a la j-eme colonne de la matrice B, on
obtient

n . .
det(B) = )_(-1)"*/b; ;det(B;,;)

i=1
or la j-éme colonne de la matrice B estla j’-éme de la matrice A d’ol1

n . .
det(B) = ) (-1)'*/a; jydet(B; ;)
i=1
et enfin, étant donné que les matrices A et B ne different que par leur j-éme colonne,
la sous-matrice B; ; de la matrice B correspond nécessairement a la sous-matrice A; j
de la matrice A. D’ou:

n . .
Y (-1 a; jdet(A; ;) = det(B) =0
i=1

Par définition du calcul matriciel, on a

n
¢ijj= ) bixa;
j j
i=1

Calculons tous les coefficients de la matrice C. Onapouri # j :

n .
=3 D" ag et
i=1

=0 d’apres3(a)ii

et

n .
cii=Y. ()" *ay jdet(A )
i-1

=det(A) d’apres3(a)i

C=BA=det(A)I
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iii. Si A estinversible, alors det(A) est non nul et on a alors I’égalité matricielle :

BA=1
det(A)
d’ou
1
-1 _ B
det(A)

4. (a) Onapour(u,v)eRz,

uv—u uv u*-v
det(A(u,v))=| v-1 v 2u
u u -1
3 3 2
w—-u u u>—v
Co—Co+uC
=2ut+v-1 2u®+v 2u 2 2 3
0 0 -1 C1<—C1+uC3
w-u ul

=- en développant par rapport a la troisieme ligne
2+ v—-1 2ul+v pp p pp 8

= u(u2(2u2+ v—1-w?-1)Qu*+ V)
= u(-u?+Qu* +v) W - u* +1))
= u(u2+ V)

Ainsi, I'ensemble D est I'’ensemble

D={(uw,v)eR? u#0 etu’+v#0}

c’est donc le complémentaire de la droite d’équation u = 0 et de la parabole d’équation

u® = —v, que 'on représente sur le graphique suivant :
21y
1
| u ]
—2 1 2

(b) On utilise la formule donnée en question 3(b)iii, on trouve alors apres le calcul des 9 déter-
minants 2 x 2 et sans oublier les signes :

—v2—2u? u?

v

) u(2u2+v) u2+12/ u
Alu,v) ' = 2u+tv=1l 1-u 1-v
(w, v) u(ut+v) u+v  u
_ u 0

ul+v u+v
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3. Troisieme partie

1. (a) Posons ¢(u,v) = (x,y,z) avec les fonctions x, y, z données dans I'’énoncé. Alors la fonction
@ est de classe €' sur R? car ses trois fonctions coordonnées sont des polynomes, et de plus
pour tout (u, v) € R?,

2u
0
a—(p(u,v): v
u 2u
0
0
a—(p(u,v)— u
v 1
On a alors
5 5 v=2u®: =0
—(p(u,v)/\—(p(u,v):Oé -2u =0
ou ov

soitu=v=0.

La surface S admet un unique point non régulier : le point (0,0) de parametre u = v = 0.

(b) Si (u,v) # (0,0), alors d’apres le cours une équation du plan tangent a la surface S au point
de parametre (u, v) est donnée par

P,,: (v-2u?)(x-u? =2u(y—uv) +2u(z—-u?-v)=0
soit

Puy: (v—2u2)x—2uy+2uzz = ulv ‘

Remarque.

On a représenté une portion de cette surface sur la figure suivante :

10
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2. (a) Onnote encore ¢(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v)) le paramétrage de la surface X. La surface
X convient si, et seulement si en tout point (u, v) les deux conditions suivantes sont vérifiées

{M(u, v) € P(u,v) (1)

les vecteurs g—‘z(u, v), g—‘l’j(u, v) dirigent le plan P, ,

Or Eq; traduit exactement la premiere équation, et les équations Eq, et Eqs traduisent
exactement le fait que les deux vecteurs g—i(u, V) et g—‘l’j(u, v) sont orthogonaux au vecteur
a(u,v)

b(u,v) |, un vecteur normal du plan tangent : ces deux condition sont équivalentes a la
c(u,v)
deuxiéme équation précédente,

on a donc bien I'’équivalence demandée. ‘

(b) On a, toutes les fonctions étant suffisamment régulieres pour les calculs que nous faisons,
en dérivant Eq, par rapport a u puis v et en abrégeant les écritures :

da 0b oc Oox 0y 0z\ od
(Ex+£y+Ez)+(aa+b£+c£):£ (Eq;,)
da 0b Oc ox 0y 0z\ ad

(£x+£ +£z) (aa+b£+c£) = 3 (Eq;,)

2)

Ainsi :
(S1) = Eq;,Eq,,Eqs,Eqy . Eqy,,
= Eq,,Eq,, Eqs, Eq;,, —Eqy, Eq;, —Eqs
= FChrEqAL =Eq;, —Eq,,Eqs =Eq;, - ECI%
(S2)
De méme:
(S2) = Eq;,Eqy, Eqs
= Eq;,Eqy, Eqs, Eqy . Eqy,
= FQp —-Eq, +Eq;,, —Eqs + qulﬁ
(S1)
d’ou

(51) © (S2)

3. (a) Lamatrice associée au systeme (S3) est la matrice

2u2+ v 1—(2u2+v) u
4u —4u 1
1 -1 0

11
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dont le déterminant vaut, apres 'opération C, — C» + Cj,

2+v 1 u
du 0 1|=-1 41” (1)'
1 0 0
=1#£0

donc

le systéme est inversible. ‘

(b) Utilisons la méthode du pivot de Gauss pour résoudre le systeme augmenté :

2 5.2 3 _
2ty 1-Qui+v) uluv+w 0 1 u) -uw Ly — Ly—4uly
4u —4u 1| v+3u ~10 0 1|v—u 9
] ) 0 y L\ _ Li—Li—Qu“+v)Ls
01 ul| -u?
~10 0 1|v-—u? Ly —L3+1L;
M1 0 wulu-u?
010 —Uuv
Li—Li—ulL
~10 0 1| v-—u? { ! ! ?
L\1 0 o|ua-v Ly — L3~ uly
d'our:
X=u(l-v)
Y=—uv
Z=v-u’

(c) Onnote p(u,v) = (X,Y,Z) avec X, Y, Z les valeurs trouvées a la question précédente. On a
alors que ¢ est une fonction de classe €' sur R? car ses fonctions de coordonnées sont des
polynoémes, et pour tout (u, v) € R?,

1-v -u
0 0
—(p(u,v)/\—(p(u,v): v |A|-u
ou ov

-2u 1

—v—2u?

=|2ut+v-1
-u

ce vecteur est nul si, et seulement si u = 0, v +2u? = 0,2u? + v—1 = 0, ce qui implique en
particulier —1 =0, ce qui est impossible. Ainsi

tout les points du paramétrage obtenu sont réguliers.

4. Le systeme associé est alors

X v
Alu,v)|Y|=10
V4 1

12
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avec A(u, v) la matrice de la partie II. On a donc, pour (u, v) € D 'ensemble définit dans la partie

11,
X v
Y|=Aw,v) |0
Z 1

soit, en utilisant le résultat 4b de la partie II:

_ —v3—2u2v+v(u2+v)
X = u(u?+v)
_ __uv
T uttv
V(u U) eD ly = Cu?+v-D)v+(1-v) (U2 +v)
’ ’ w(u?+v)
_ u(v+l)
T U+
- __Uv
Z = u+v
_ __uv
X = ut+v
Vu,v)eD, Y =4utl
u+v
7 =-—-—t
T U+

Remarque.

| Le résultat est encore valable si u = 0.

13
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