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PREMIER PROBLEME

\ PARTIE I \

1) La fonction In est définie sur R et : 14+2 >0 < x > —1. Donc, le dénominateur devant étre
non nul :

D =]-1,0[U]0, +o]. |

2) On sait que :

2
In(1+ x) =T - ?—i—o( 2.
On en déduit que :
J(@) = 1= 5 +ofx),
et ainsi
‘on peut prolonger f par continuité en 0 en posant : f(0) = 1; alors D’ = ]—1, 400]. ‘

3) Puisque f admet un développement limité & ’ordre 1 en 0, alors :

1
[ est dérivable en 0 et f'(0) = —5

De plus, f est dérivable sur D et :

4 z—In(l+z) z— (14+2)In(l +2z)
D ! = 1tz 501t : ! -
Ve eD, f'(z) = soit () (11 1)
Or,on a:
2
B x 9 Coz—(4+z)h(d+2z) 1
(1+2)In(1+ ) =T+ 5 +o(z?), donc: 2 =3 +o(1).

1
On en déduit donc que : lirr%) f(z) = 5= 1/(0), ce qui prouve que f’ est continue en 0. De plus, f
T—

est continue sur D par composée, produit, somme et quotient de fonctions continues, donc :

|/ € 7' (-1,+oo[ R).|

4) Sur D, le dénominateur de f’ est strictement positif. Considérons la fonction k : x € D' —
x — (L+z)In(1 + x). La fonction k est de classe €°° sur D’ et :

1
VeeD', K(z)=1-In(l+z)—(1+z)- =—In(1+x).
1+z
Or, on a les limites : lim1 In(1+2) = —oo donc : lim1 f(x) = 400 et, par croissances comparées :
T—— T——
AP /) =0
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On obtient donc le tableau :

T -1 0 400
K () + 0 -
0
k(x) - -
+oo N
f !
\ 0

5) a) Puisque lim p=0,
0—+o00

‘lorsque 0 — +oo, I" forme une spirale autour de 'origine. ‘

Pour § = 0, ona:p = f(0) =1etp = f(0) = —3. En notant U = cosO7+sinf] =7,
_) >
U = —sinf7+cosf7=7et OM = f(0) U =7, on a alors :
——
dOM 1
ig—:fﬂ%7+fwyiz—§?+j
—
Ainsi, en notant V = (77 dOﬂ) [27], on obtient : tanV = 1) = i1 =-2.
a 7)1

’ La tangente au point de parametre 6 = 0 a pour coefficient directeur : -2.

In(1 + 6)
0

alna

b) On a: Y(0) = p(d) sin(d +1) = sin(l + 6). En posant « = 1+ 6 o 0, on a
I

— 0, et donc :

donc, par croissances comparées : Y(a — 1) =
a—1 a—=0

lim Y (6) = 0.

6——1

c¢) On obtient donc la courbe suivante :

S
\
\

\\\M 2 M 1
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| PARTIE II

6) La fonction f étant continue sur le segment [0, 1], elle est intégrable sur ce segment, et donc :

1
lintégrale / f(t)dt est bien définie.
0

7) Pour tout ¢ € [0,1], on a, en reconnaissant une somme géométrique de raison —t # 1 :

o 1—(=t)"
1—t+82 -8 +... A St
+ +o (1) )
soit :
T 1— (=)™
1—t+82—3+... —pnrlgnt =2 22 7
+ to (=D 14+t

8) On en déduit donc, pour tout x € [0,1] :

x B B ml_(_t)n
1— 2_ 34 4 (=1t :/7
A ( t4t" =t (=)t )dt My dt,

soit, par linéarité :

2 g3 gt n T odt (=)
x_£+£_£+...+<_1>n—1£:/ /< " g,
0 0

2 "3 4 n 1+t 1+t

ce qui donne donc :

9) On en déduit donc, pour tout (n,z) € N x [0,1] :

x m x m x
R (z)| = (—1)”/ dt :/ dtg/ £ dt,
ol = v [l = [

d’ou :
anrl
N 1 . < .
VYn € N, Vx € [0, 1], |Rl(x)| ]
10) Pour tout z € [0,1], on a :
2 3 n—1
)y =1-%4 T T ettt
Qn(z)=1 5 T3 4+H=M 1) "
donc :
P,
veeln) Q)=
In(1+ x) P, (x)

11) On sait que : lim
x—0 €T
prolonger g,, par continuité en 0, en posant g,(0) = 0, de sorte que g,, est continue sur [0, 1]. L’intégrale

1
/ |gn(2)| dz est bien définie.
0

=1 et que lim = 1 donc : lim g,(z) = 0 ce qui permet de
z—0 z—0

De plus, d’une part :

/01 gn(z) dz = [}1 (Q/n(x) - f(x)) dr = Qn(1) — Qn(0) — L = Qn(1) — L,

et, d’autre part on a posé, pour tout x € [0,1] : R, (z) = In(1 + z) — P,,(x) donc, pour tout € € ]0, 1] :

1 |Rn(x)\ 1 on 1 1 1
/Elgn(x)]dx /6 . dal:\/E n+1dm\n+1/() " dz CESIE
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1
Or, la fonction : € — / }gn(x)| dz est continue, décroissante sur [0, 1] et majorée par donc :
€

1
(n+1)2>

! 1
/0 |gn(2)| da < CESEk

Ainsi, on a bien I’encadrement :

! 1
1Qu(1) — | </0 o) 4o <

1
Puisque ngrfoc m = 0, on en déduit que :

lim Q,(1) = L.

n—-+oo

1

1
— = <107t e (n+1)?210" & n+12=100 & n>99.
(n+1)2

Donc

‘QN(l) approxime L & 10™% prés pour N > 99.

PARTIE III

13) Les fonctions : ¢ +— In(1+2x) et : z — l sont indéfiniment dérivables sur R’ donc, par produit

x

’ f est indéfiniment dérivable sur R7 . ‘

14) On a donc :

—In(1+2)22(1+ ) — (a; —(1+2)In(1+ x)) (22 + 322)
veeR:, f'(z)=

z4(1 + )2
~(—2? + 22+ 32?)(1 + o) In(1 4 2) — 2(2z + 32?)
B z4(1 + )2 ’
d’ot :
2(1+2)?In(1 + z) — z(2 4 3z) In(1+z) 2+ 3z
Vo € R} =2 - .
7B x3(1 + x)? z3 22(1 + )2

15) On raisonne par récurrence :
o Initialisation : la propriété est vraie pour n =1 avec : Ty =1 et a; = —1.
o Hérédité : on suppose la propriété vraie pour un entier n donné. Alors, pour tout x € R} :

T:l(l‘) (1 + aj)ngjn — Tn(x) (n(l T J])"_ll‘n + 7’L(1 + $>nfl]”_1)

f(n+1)(x) = (1 4 $)2”$2"

g™t —In(1+2) (n+ 1)z"

+a, poTES
T () (1 4+ 2)x — Ty(x) (mc—i—n(l—i—x)) 1 In(z + 1)
= L+ ) gt +an <<1+>x+ -+ =)
T)(2) (1+ )2 = To(x) (n2+ n(1 4+ 2)) + an(1 +2)" Iz 4 1)
- (14 z)ntigntl —an(n+1) pnt2
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Puisque I’ensemble des polynémes est un espace vectoriel, on en déduit que la propriété est
héréditaire.vs

¢ Conclusion : on a donc démontré que :

T,(x) u In(1 4+ x)
(1+ z)nan "ogntl

Vn € N*, 3T, € R[X], Ja, € R, Vz e R, f™(z)=

16) On utilise la récurrence précédente pour démontrer que les polyndmes 7T,, sont & coefficients
entiers et que les a,, sont entiers.

o Initialisation : le polynéme 77 = 1 est a coefficients entiers et a; = —1 € Z, donc la propriété
est initialisée.

o Hérédité : supposons qu’elle soit vraie pour un entier n donné, alors :
— T! et X(1+ X) sont a coefficients entiers, donc X (1 + X )T}, aussi;
— n(1+2X) et T, aussi, donc n(1 + 2X)T,, aussi;
— ay, est entier et, en utilisant la formule du binéme, (1 + X)™ est & coefficients entiers, donc
an (14 X)™ aussi.
Finalement, T,n + 1= X (14 X)T) — n(1 4+ 2X)T,, — an(1 + X)™ est & coefficients entiers.

o Conclusion : on a donc démontré que :

(VneWN, T,czX]| et a,€Z

In(l+z
17) Par définition, pour tout = € RY : f(x) = In(1 +2) = u(z)v(z) ot u : z — In(l 4+ ) et
VT % = 27!, Les fonctions u et v sont indéfiniment dérivables sur R et pour tout z € RY :

1

u'(z) = 02— 1+z)7 Y W(@)=-1+2)"% " 2)=20+2)"3 uP(@)=-61+z)""*

V(z)=—x72, V(x)=22"3, "(x)= 62" ...

et, par une récurrence immédiate :
Vke N*, Ve e Ry, u®(z)= (-1 (k- 1)(1+2)F et o0 (z) = (=1)Fklz L

D’apres la formule de Leibniz, on a donc, pour tout n € IN et tout x € R} :

F (@ Z( ) ) v (2)
0

n

=u<°><x>v<"><x>+2k.( nl (DR =1 () F = k)

— kl(n —k)! (1+a) gn—k+l
(_1)"”' +1, 1
:1H(1+x) I’n+1 n ZE 1+ kx” k+1’
d’ou :
In(14+z) (-1)"nl &K1
* * (n) _ (_1\n - n—k k 1
¥n € N', Vo e Ry, () = (-1)"nl — 5 +(1+ Wzlk (1+2)
et donc :
1
T, = (=1)"*1n! 2 (X0 FXFL et a, = (—1)"n!
k=1

En particulier pour n = 2 on obtient :

1

T, = (—1)%2! (I(l + X)X+ %(1 +X)°X1) =2 (1 +X + g) ;

donc :

[T, =-3X -2
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SECOND PROBLEME

PARTIE 1

1) La matrice A étant symétrique, on a 'A = A donc, de maniére évidente :
A vérifie (1).
De maniére similaire, C' est antisymétrique, donc ‘C = —C et donc :

C vérifie (1).
2) Le calcul donne : A2 = I. On en déduit donc :

v N oan I  sin est pair
n € IN, =
A sin est impair

Or, A et I vérifient (1) donc :

’pour tout n € IN, A™ vérifie (1). ‘

3) On a vu que A% = I donc :

‘ A est inversible et a~! = A. ‘

4) On a:

u@=7 et u(=7]

Puisque A2 = I cela signifie que u? = Id et donc

’ u est une symétrie. ‘

On a évidemment : u (74 7) = u (2) +u (J) = 7+7, et donc : 74 7 est invariant par u. L’ensemble des
vecteurs invariants par une symétrie étant un sous-espace vectoriel, et puisque u # Id, on en déduit
que :

‘ lensemble des vecteurs invariants par u est Vect (74 J). ‘

5) La matrice U est symétrique donc
U vérifie (1).
o Initialisation : on calcule : U' = U et U? = 2U : la propriété est donc initialisée.
o Hérédité : on suppose que U™ = 2"~1U pour un n € IN* donné. Alors :
Uttt =pun =vu2niu = 27t = vl 2u = 2ny,
donc la propriété est héréditaire.

e Conclusion : on a donc :

(VneN, U"=2""U]

On en déduit que, pour tout n € IN, U™ est symétrique donc :

’pour tout n € IN, U™ vérifie (1). ‘

) (0 0 ¢ _(0 2) .
6)Ona.A+C—(2 O)et (A+C) = 0 O.Dou.

(A+C)HA+C) = (8 Z) 7é (8 g) —HA+C).(A+C).
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On a : (A4,0) € (E2)? mais (A + C) ¢ Es, c’est-a-dire que Ea n’est pas stable par addition. Il
s’ensuit que

‘ E5 n’est pas un sous-espace vectoriel de Ma(R). ‘

7) Pour M = (CCL Z) alors ‘M = <Z 2) et donc :

2 2 2 2
ins (07 +D ac+bd) ¢ 7(& +c ab—l—cd)
M'M*<ac+bd Erar) & MM={y4 0 wiar)

On en tire :
b? = c? { b2 —c2=0 { b+c)b—c)=0
= <

Me FE, &
ac—ab+bd —cd=0

ac+ bd = ab + cd

On distingue donc deux cas :

e sS0it b = c et alors a et d sont quelconques;
e soit b = —c et alors a = d.

On en déduit donc que

M appartient a E5 si, et seulement si : M est de 'une des deux formes (Z Z) ou (_ab 2)

8) Tout élément de Fy appartient donc soit a :

Flz{(‘; 2);(a,b,d)e]R3}={a((1) 8)“’((1) (1)>+d(8 (1)>;(a,b,d)€1Rg},

soit a :
r={(f ) @oer)={a(g )] o) @mery.

Donc :

1 0 0 0
Ey = F1 UF, avec F} = Vect ((0 O) VA, (O 1)) et Iy = Vect([, ).

9) Onavaque U € Fy et C € Ey. Or : UC = G :1) n’est pas de 'une des deux formes

obtenues en I.7. donc : UC ¢ E,. Donc :

‘Eg n’est pas stable par produit. ‘

PARTIE I1

10) On peut écrire, d’apres la définition de h :

0 10
S=(0 01
-1 0 0
11) On en déduit que :
0 0 1
S2=1-1 0 0],
0 -1 0
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et donc :

StS=1{0

et on donc peut écrire, puisque S et S commutent :

S2.4S?%) = 8.8.18.L5 = 15.15.5.5 = 1(S?).52.

Ainsi :
‘S et S? vérifient (1). ‘
a b ¢
12) Soient trois réels a, b et ¢, et on pose : R=al3 +bS +cS?>=| —c a b |. Alors :
-b —c a
a?+b2+c2 ab+bc—ca —ab—bc+ca
R'R=| ab+bc—ca a?>+b*+c* ab+bc—ca | ='R.R,
—ab—bc+ca ab+bc—ca a?+b%+c?
d’ou :

¥(a.b.c) €R®, R=al;+bS+cS € By,

13) On en déduit que :

F =Vect(I3, S, 5%) C Ej.

14) 11 suffit de vérifier que les vecteurs d’une base de F sont stables par multiplication :
IZ=1€F [3,S=ScF I35°=8cF, SI3=ScFSS=S8¢cF S8*°=8"=-I;¢F,

et S:I;=S%cF S%28=5%=_-I;¢F S28°=—-SeF

Donc, par bilinéarité du produit matriciel, on peut conclure :

V(M,N) € F?, M.N € F.

PARTIE III
15) On calcule :
3+a> 0 0 1l+4a 4 a+l 0 0
0 2 =2 0 a+1 a?4+1 a—1 a+1
tn _ t _
BB=1 o 2 2 o ¢ BBE=1 "5 41 2 0
14a 0 O 4 0 a+1 0 4
On a donc :
Be Ey <~ a=—1.
16) On a les équivalences :
T —y+z2+1t=0
—x +t=0 r=1t =0
(x,y,2,t) € Ker(u) < < )
X —t:O Yy =z
r+y—z2z+t=0

et donc :

8 /10



une base de Ker(u) est : ((0, 1, 1,0)).

On a bien str :
Im(u) = vect(u(a) u(e3),u(e) ,u(e—i)) - Vect((l, ~1,1,1),(~1,0,0,1),(1,0,0, 1), (1,1, -1, 1)).
Or, d’apres le théoreme du rang :
dim I'm(u) + dim Ker(u) = dim(R*) d’oti :  dimIm(u) = 3.

On voit clairement que u (e3) = —u (e3) et donc

une base de I'm(u) est : ((1, -1,1,1),(-1,0,0,1), (1,1, -1, 1))

17) On calcule, par linéarité (ou matriciellement)

W@ +d-a-a)= 2@ +d-a-a)]

On remarque que

_>

’ €1 + e — €4 — e4 est un vecteur propre associé A la valeur propre —2.

18) On a aussi :

_ O O =
_ O O =
—

[u—

On remarque que

‘ 6_1> + 6_4> et e_f - e_2> +es — e_> sont des vecteurs propres associés a la valeur propre 2.

19) On a donc, d’apres ce qui précede :

0 0 0 0
0 -2 0 0
Mate(u) = 00 2 0
0 0 0 2

La matrice P est la matrice de passage de la base B” & la base C, c’est-a-dire :

1 1
0 -1
0 1
1 -1

avec P = et A = Matc(u) ona: B=PAP™!

O = = O

20) Par une récurrence immédiate, on a :

\VneN*, B"=PA"P"!

0 0 0 0 0 2 2 0

) e An_ | O (=2 0 0 4 11 1 -1 -1
Or,ona:VnelN* A" = 0 0 om0 ,et: P =712 o 0 9
0 0 2™ 1 -1 1 -1

On obtient donc :

( ) + 271+1 + on (_Q)n _9n _(_2)71 4 9n ( ) + 2n+1 on
o pn_ 1 (=2)" —2" (=2)"+27  —(=2)"-2" —(=2)"+2"
mENLBTElL —2reer (re2 (e (e
_(_2)n + 2n+1 —_9n _(_2)71 4+ 9on (_2)11 _9n (_2)n + 2n+1 4 9on



On obtient donc, pour tout p € IN :

4.22p 0 0 0
1 0 2920 2920 22
2 2 2p—2 P2
BPZZ 0 —22% 292 0 _TB =277"B%;
0 0 0 4.92p
29201 _992p+l 9 92p+l 9 92p+l
1 [ —2.92+1 0 0 2.92p+1 2.92p+1
2p+1 _ _ 02
BT = 4 2.22r+1 0 0 —2.92p+1 B=278.
2.92p+1 992+l _9 92+l 9 92p
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