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Formule asymptotique de Hardy et Ramanujan

A. Fonctions L et P

1 > La série entiére »_ % est de rayon de convergence 1 ( régle de D’Alembert ) donc elle converge sur D.
n>1

+oo
Sizel]-1,1[alors ) = = —In(l — 2).
n=1

+OO n n
2> Soit z € Dettc[0,1], |tz| < 1donc L(tz) = >  =-t" , lasérie entiere réelle ) “-x"est de rayon de convergence
n=1 n>1

strictement supérieur & 1 donc elle est de classe C! sur [0, 1] et -

“+o0 on ! +oo P
E Z n — E annfl —
n 1—2z

n=1 n=1

donc
d z

2 L(tz) =
) =11

Soit g : t +— (1 —tz)ek(t2) | elle est définie et de classe C! sur [0, 1] et
’ L(tz) L(tz) d
gt)=—ze +(1—tz)e %L(tz) =0

donc g est constante sur [0,1] , comme g(0) =1 alors g(t) =1 et

1

exp(L(z)) = T

3 > Soit z dans D on a

IL(z)] =

A
3 |2
[
|
=
=
|
Y

Par suite |L (2™)] < —In(1 — |z|™*) , on a —In(1 — |z|™) ~ |z|™ donc la série —In(1 — |z|™) converge , on en déduit
n—-1+0oo
la convergence de la série Y, L(z") .
n>1

B. Développement de P en série entiére

41> SoitneNet NeN*. Ona P,y C[l,n]" donc P, y est fini .

Si (a1,...,an) € P,y alors (a1,...,an,0) € Py ny1 , done Card (P, n) < Card (P, ny1) et la suite (pp,n) s €st
croissante. -
Sin =0 alors p, y =1VN € N*.

N
Si n > 1 alors pour tout N > n et (a1,...,ay) € NV telle que Y kay = n , alors axy = ... = @41 = 0 , ainsi
k=1

Pn,N = Pnn -



Exemple : les partition de 5 :

5

441

3+2

3+1+1
2+241
2+1+1+1
1+1+1+1+1

N +oo %)
51> Si N =1alors p, v =1 et pour tout z € D , knlﬁ = Zoz" = Zopm]vz”
= n= =

N +oo
Soit N € N* et z € D, supposons que [] ﬁ = Y pn,nz". Ecrivons
k=1 n=0

= 1 si N+1|n
R(N+1) € n)z" avec € n) =
1—zN+1 Z ng() N+1(n) N1 () 0 sinon

Le produit de Cauchy des séries entiéres donne

N+1 1 +oo n

I 5= 3 (S enatmoen)

k=1 n=0 \k=0
de plus pp_p,n = > 1 donc

(“17~--7aN)€NN
a1+...+Nan=n

ZENJrl(k‘)pnfk,N = Z Z 1
k=0

(a1,...,an)ENN
ai1+...+Nany=n—k

= Z 1 (posons k=ant1(N+1))
(al,A..7aN,k)ENN+1

a1+...+Nan+k=n
N+1k

= > 1

(@1,...an,an41)ENVTL
a1+...+Nan+any1(N+1)=n

= Pn,N+1

k=0
N+1lk

“+oo —+oo
an,Nz" = ZCard (Pun) 2
n=0 n=0

“+o0

(a1,...,an)ENY

a1+...+Nany=n

d’ou
N+1

1 =
5= § DPn,N+12"
k=1 n=0
. Ainsi on la relation pour tout N.

6 > Soit z € D. Fixons N € N la série > (pn,N+1 — Pn.n) |2|" converge de somme

N+1 N N+1

_ - 1 SN
= e e =r Hl—

k=1

2"

N
La suite( 11 1—1zk> est croissante de limite P(]z|) donc
k=1 NeN

on < P(z]) ="



et la série ) on converge d’oul la sommabilité de la famille ((pn,n4+1 — Pn,N) z”)(

n,N)EN2 *
Ce qui donne
+00 +o0 too +oo
SN Pavar =Pan) 2" =D ) (Pans1 —Pan) 2"
N=0n=0 n=0 N=0
donc > (pn,N+1 — Pn,N) converge pour tout n et
N
+oo A
Z (Pn,N41 — Pn,N) = lim Z (Pn,N+1 — Pn,N) = Pn,A+1 — Pn,0 = Dn
N=0 ATt 530

car pp, N+1 —Pn,ny = 0sin < N, ce qui prouve la convergenve de )" p,, 2" sur D, on a méme la convergence absolue.
D’autre part on a

N 1 N “+oo
[Ii=5 = 2pwe"+ 3 pans”
k=1 n=0

n=N+1
N “+o0
= D p"+ Y, pan?”
n=0 n=N+1
et
+oo +oo +oo
n n
Z pn,NZn < Z pn,N|Z| < Z pn|z| (car Pn,N Spn)
n=N+1 n=N+1 n=N+1

+o0o N N
donc > ppnz" vl 0,comme [] . — P(z)alors Y p,2" — P(z) ainsi
— 4 —1

n=N+1 00 k N—+oo n=0 N—+o00
“+o0
P(z) = anz" Vz € D.
n=0

La série > ppa™ converge pour tout x dans |—1,1[ donc sont rayon de convergence R est plus grand que 1, de plus

P(z) — 400 donc forcement R <1, dou R=1.

x—1—

7 > La série > p,e ™" converge normalement pout 6 € [—7, 7] , le théoréme d’intégration des séries de fonctions
donne pour tout n € N et tout réel ¢t > 0,

_ = T —ind —t4+10
DPn = o € P (6 )d(;?

—T

et

ePe™t) [T _..0P (e‘t‘”(’)
R e R e G R
P 21 / TP M

—T

C. Controle de P

8> Soitze[0,l[etfd R, ona

1 i
’1_3361-9 = |GXP(L(=’E€ 0))|
) 400 4.1 ,tn0
= lexp(ze® + 3 R )
n=2 n
“+oo (L‘n
< exp(zcosf+ > —)
n=2 N
< exp(zcosf —xz —1In(l — x))
d’ou )
‘1—95259 < exp(—(1 — cos 0)z)




Soit z € [0,1] et # € R, on a

N k

P (ze) | .
— 21 = lim —_—
P(x) N—too t 01— xheikt
N
< i —(1— k
< NEIEOOHGXP( (1 — cos (k6))z"™)
k=1
“+ o0 400
< exp (— Z x4 Z cos (k0) a:k)
k=1 k=1
<

1 1
e 4 Re(——
exp( -z e(l—xe”))
9 > Soit z € [5,1[ et § € R, écrivons

1 1 1 1
11—z e<1—xel9> e(l—m 1—:L°619>

_ Re (x(l —e) (1- mei0)>

(1—x)|1 — ze®|
2(1+z)(1 — cosb)
(1—x)|1 — ze?|
x(1 — cos6)
(1—2x)|1 — ze?|

Y

de plus |1 —ze®| = ((1 — x)? 4 2z(1 — cos)) .
Nous avons

P (zeia) 1 1
TP | =P (‘H e (w))
donc ( .9)
P (ze’ oo [ — z(1 — cosf)
Pl | =P < (0—2) (=) + 22(1 = coso))>
si (1 —2)? > x(1 — cos®) alors
x(1 — cos6) z(l —cosf) _ 1—cosf
1-2z)(1—=2)242x(1—cosh)) — 3(1—=z)* — 6(1—x)
et
P (xew) 1—cosf
wr | <o (“on=3p)

si (1 —2)? < z(1 — cosf) alors

z(1 — cosf) < 1
(1-—2)(1—2)?242z(1 —cosb)) ~ 3(1—x)

<o ()

D. Interméde : quelques estimations de sommes

et
P (zei)
P(z)

Soit & > 0 . et un entier n > 1.

10> ¢, () — lety, (r) = o(k)donc g, , est intégrables sur |0, +ool.
’ z—0t ’ T—+00 ’
On a .
/ _ nx"” —axr x" —axr nze —ax
@n,a(x) - (1 _ B_m)ne a(l — e_z)ne (1 - e_x)n-‘rl €
donc ¢}, () = O(z™e ") et ), ,(x) - 5 — a donc ¢, , est intégrables sur |0, +o0].
’ r——+00 N T— )



ke —kta

11 > Posons fi(t) = -y - Ona fu(t) = o()donc Y fi converge simplement sur ]0, +oo|, d’ott I'existence
k—+o0

de Sp(t) et Sy, o (t) est positive car les fj le sont.

+oo +00  a(k+1)t
A Son,a(x)dx = ZA @n,a(x)dx

k=0 Kt

Soit pour tout ¢t > 0, écrivons

Une intégration par parties donne

(k+1)t (k+1)t
/ ona@)dz = g o((k+ 1)) - / (& — kt)gy o (@)dz (%)
kt kt

. (k + 1)n€704(k+1)t (k+1)t
(1 — e-(+1)2)" _/k

t (2 — k)¢l o (@)da

t

toutes les sommes sont convergentes , d’ou

+oo (k+1)t
/ Pno(@)dr = thrlSn,a(t) - Z/ (z— kt)(p;z o(2)dz.
0 ’ okt ’

On a
(k+1)t
<t )] ds
k

t

(k+1)t
/ (z — ki), o (2)da
k

t

La fonction ¢;, , est intégrable sur R donc

+o0o  a(k+1)t
[ @kt (e)ds
k=0 "kt 7

+oo
<t [ el ds
0

1 too gnemaw 1
Sn’O[(t) = tnﬁ/o m dx + O (ﬂl) quand t— 0+.

ce qui donne

—x

12 > La fonction f : x — 1
J— 67

— est intégrable sur |0, +oof et f(z) = ze~*+1D? e théoreme d’interversion de Y

et [ donne le résultat.

E. Controle des fonctions caractéristiques

13 > On a ®x(6) := E(cos(0X)) + iB(sin(6X)) donc
|®x (0)° = E(cos(0X))? + E(sin(0.X))?
L’inegalité de Cauchy donne E(cos(0X))? < E(cos(0X)?) et E(sin(0X))? < E(sin(9X)?) donc
1®x (0)]° < B(cos(0X)?) + B(sin(0.X)?) = B(cos(0X)? + sin(0X)?) =

14 > X ~G(p),p€]0,1]. Le théoréme du transfert donne

E(cos(f (aX +b)))

Zcos (ak + b))P(X = k)
= Zcos (ak 4+ b))pg

— Re Z (i0(ak+b) k=1
k=1

peif(ath)

= Re—+
1— qe'?



et

E(sin(d (aX +0))) = Zsm (ak 4+ b))pg

- Im Z ¢i0(ak-+0) k=1
k=1

i0(a+b)

— mmPe

1— ge?

d'on pei(a+b)0
P, )= ——.

x+0(0) = 7= e
15> X ~G(p),pe]0,1].

Soit k € N, la variable aléatoire X* est d’espérance finie si la série Y n*P(X = n) converge .
n>1

On a n*P(X =n) = nFpg"~1 , comme R.,(> n*z") =1 donc Y n¥pg"~! converge et E(X¥) existe.

n>1
On a
n—1_inf
1— qeze pz q €

convergent normalement sur R , pour tout k£ dans N | donc ®x de classe C* sur R et

Dx(0) =

Les séries Y. ¢" 'nkem?

n>1

“+o0
q)g?)(o) _ pz qnfl(in)kean

n=1

“+o00
Ainsi @g?)(O) =p > ¢" '(in)k =i*E (X*) pour tout k € N.

n=1
+o0 p
16 > Soit fy(z) = n; n*z™ pour x € |-1,1[ . On a fo(z) = T f — . supposons que fi(x) = W

+oo
remarquons que zfj(z) = Y. nftlz" = fi 1 (x) donc
n=1

fra1(z) = (1 — 2)(xPy(z)) + 2(k + 1) Pe(x))
k+1 (1 - z)k+2

TPy ()

(1 — x)kt2

pour tout k dans N . De plus f’“T(a;) - 1 donc P, (0) = 1.
xr—

2Py (2)

qui est de la forme fiy1(x) = et Pxy1 un polynome a coefficient dans C, indépendant de p. D’ou le résultat

La fonction z — est DSE en 0, par unicité des coefficients on obtient

+oo
P,
anz" = i)l pour tout |z] <1

)t

Ainsi pout tout 8 € R

19P
(k) ik g € k(qe )
P —_
x (0) = q fk(qe ) = pi (1 — geif)r+1

17 > Ona Pula)
k x4
ol (0) = "B (x*) = i* i
donc ) Polg) 1
k k\q) —

puisque P;(0) =1 et Py indépendant de p donc Py(q) =1+ a1q+ .. + a-q" et |Pe(q) — 1] < ¢(|a1| + .. + |ar]) , ce qui
donne le résultat.



18 > On a
E((X —E(X))*) =E (X*) +4E (X?) E(X) + 6E (X?) E(X)* +4E (X)E (X)* + E(X)*

I'inégalité précédente donne le résultat.

19 > Y une variable aléatoire réelle centrée Y telle que Y* soit d’espérance finie.
Pour k € {2,3} et t € Roon a [¢|" < 1+ * ce qui prouve que Y2 et |Y|? sont d’espérance finie.

L’inégalité de convexité donne
E(Y?)" < (B(V?)

B(vP)"” < (B(()"))

et

soit
B(?) < @) et B(VP) < (B(4)™"

20 > La formule Taylor avec reste intégrale donne Montrer, pour tout réel u, 'inégalité

. u2 UZSezt
1=yt — = —t)%dt
e iu + 5 /0 5 (u—1t)

donc
w14 +u—2 <L /u( —t)2dt —@
e wt | <5 ; U =3
Soit 6 dans R, on a
E(Y?2)6° 26?
Dy () — 1+ % = E(cos(8Y) — 1+ Y ) +iE(sin(6Y) — 6Y)
car B(Y) =0, donc
2
E Y2 92 Y2 2
Oy () — 1+ % =E (cos(OY) -1+ f ) + E(sin(8Y) — 0Y)?
de plus
y?2 2 v?2 2 3
‘E (cos(HY) -1+ 29 ) ‘ <E ( cos(0Y) — 1+ Te ) 1or° E(|Y]?)
et e
|E (sin(dY) — 0Y)| < E (|sin(dY) — 0Y|) < | | (|Y| )
donc

Py (0) — 1+ B() 0 < ﬂ@[@ (VP < @E (V)

2

finalement on a E (|Y]?) < (E (Y4))3/4 d’ou le résultat.

21 > Par la formule Taylor on obtient pour x > 0 |e™ — 1 + x| < % , donc ‘e—% -1+ 12—2 < %
Pour tout réel 8, on a
E (Y?) 62 E(Y2)6?| EB(Y2)’e' EB(vY)e'
exp (—2 -1+ 5 < 3 < 3
ainsi
E YZ 2 E Y2 2 E Y2 2 E Y2 2
Dy (0) — exp <()0>| < <I>y(0)71+ﬂ + |exp ( 07)0 ) -1+ (07)0
2 2 2 2
3 4
< Leey”+Lewy

3




F. Convergence vers une gaussienne

22 > Soitn € N* et z1,...,2p,u1,...,u, des complexes tous de module inférieur ou égal & 1.
L’inégalité est vraie pour n = 1, on la suppose pour un n > 1. Soit z1,..., 2,41, U1, .., Up+1 des complexes tous de

module inférieur ou égal a 1.

n+1 n+1

[[2—TTw
k=1 k=1

n
Zn+1 (H 2k — H Uk) Zn+1 - un+1 H Uk
k=1
n
H zp — H k| + |zns1 — g | [ ol
k=1 k=1 =

n
D lek = unl + [z —
k=1

IN

|Zn+1|

IN

d’ou le résultat.
23 > Soit # € R et t € R%. On considere, pour tout k € N*, une variable aléatoire Zj, suivant la loi G (1 — e*kt), et

on a
k 5 ke kt

Vi = k(2 ~E(Z) = kZk = 7 =z o BOY) = 7~ —pa

donc ige "
(1 —e=*) exp(FLerr)
Py, (0) = 1 _ ek(i6—1)
On a
) P —t 10
h(t, 0) _ e*imfﬂM

P (e*t)
N 1 — e—nt

- w}: | P
p( —e =) N—>+oo - 1- e~ nteibn

ce qui donne

h(t,0) = lim H(I)yk

n—-—+o00

En déduire, a ’aide en particulier de la question 21> 'inégalité

Py, (0) — exp <—E (Y];) ’ )

< (s i)+ L ()

6%92

’h(t, f)—e "2

= lim
n—-+00

n

2,2 ,—kt
H q)yk H exXp 2(? ke kt)2)
=1

< nll)r_Ew 2:1 ’<I>yk 0) — exp(%) ( d’apres 22 >)
+oo E Y2 92
< Z Dy, (0) — exp <— ( ;) >|
k=1
ST g vy O (v
< D S EE))T+SE)
k=1

< K3MO13S55/4(t) + K0 Sai(t).

les questions 18 > donne E (V}}) < K% donc

202 |9‘3 T pe—3kt/4 Ko* EX phe—kt
h(t,0) — e = ‘ < KMPESY + >
‘( ) =R =



d’ou le résultat.

24 > .On a d’apres 11>
03 = ngl(t)
1 [T g2e
= — ——d Ol —=
t—0+ t3/0 (1—e7)? T <t2>
2
10+ 313
d’ou
T
or o~ —
Yot /3tE

1 72 1
- - 10| =
) 5 e +o (i)

+oo
L / re dx+ O (
0 e % t

O n aussi d’aprés 11>
T 1-
Nous avons )
U ™ _ U
C(t,u) = exp (Zlft (mt 6t2>> et j(t,u) =((t,u)h (t, Ut> .
D’aprés23.,ona
u w2 s |ul? 1 u? 1
) < _ — - [
‘h (t, m) e T <K o7 x O <t4> +KUZl xO (5 O(Vt) —0
et
((t,u) "o, (OWD) —1
= —_— — = e
,U) = exp p ; exp P
t u2/2
) e

n=1
l1—cosf :

9:9.—>{ l62 si0 70

2

too 2n
25 > Ona pour § € [-7,7],cos0 =1+ 3 (—1)"%, donc la fonction
sifd =0
g(0) , il existe Oy € [—m, 7] telle que o = g(bp) ,

inf
oc[—n,m

est de classe C*° donc bornée et atteint ses borne , soit @ =
g ne s’annule pas sur [—, 7] donc garde un signe constant celui de ¢g(0) donc 0 < o < %et

V0 € [—m, 7], 1 — cosf > ab>.

) ou |h(t,0>|<exp<—3<1_le—t>>

On a, pour t assez proche de 0,e~" € [%,t[ donc :
1—cost

(1—et)?
ab?

|h(t,0)] < exp <_6(1—€_t)3

h(t.0)] < exp (—
6
) ou |h(t,e>|<exp(—3

Onal-—e t<t pourtoutt>0, donc
af? 1
h(t,60)] < exp (&) ou [h(t,0)] < exp <3t)

donc il existe ¢y > 0 tel que, pour tout ¢ € [0, %]
7r

V3t

™

Come o ~
t—0+ /33

Nfw

N | W

T
<o <

V3t

wleo

N |



d’ou l'existence de 8 > 0 et 6 > 0 tels que, pour tout ¢ € [0,¢0] et tout 6 € [—m, 7],

h(t,0)] < e B O ou  |h(t,0)] < e 07

161

191 — L (oulo)??
T

< 1 alors e_‘s(”t)z/3 <e

26 > écrivons

comme ce qui donne le résultat avec v = #.

/ Jjt,u)du = / C(t,u)h <t, u) du
—To —To gt

- /g(t,u)h <t“) 1 ror oy du
R Ot

de plus

donc

C(tau)h (ta u) 1[77r0't,7rat] >

le théoréme de convergence dominée donne

Ot “+o0 W2
/ Jjt,u)du — e” 7 du=+v2r

—TOo¢

G. La conclusion

T

27 > En applique la formule (1) a ¢t = NG donc n = g%,

VEp (e_ﬁ> ~ P (e_\/%“e)
pn = / efznG—wde
2T —r P (eix/ﬁ>
eVEP (e_ﬁ) 7r T
—in6 im0
= e e h(——,0)do
21 /_,r (\/6n )
€Tr\/%P (eiﬁ> Ot 2
_ / ei(mt—gﬁ)%’th(i E)du
u=00, 2moy oy \/@7 Ot
eVEp (e_ﬁ> mo: -
= j(——, u)du
2moy /mt ](\/Gn )

Onao; ~ P _ ﬁ(\ﬁ/%)3/4

=0+ V()"

Ve p (e_ﬁ)

Pn ~ V2T

n—-+oo 2moy
de plus op o~ us = Vr(6n)*/t et P (e_ \/7(‘:)71) ~ L#e%" 3
ot V() Ve oo VE ORI
n

d’out la formule de Hardy et Ramanujan

6271'\/%
n—+o00 4\/§TL

Pn

10



