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EXERCKE ]

. 'megg;m‘«:w gg}mtéfx_ﬁspzﬁmmscmrs A UN CERCLE

On se propose, dans cot exercice, d"étudier dans le pE;m quelqt;es aonﬁguratsons formdes de qaaﬁnlat&ms

convexes dans chacun desquels est inscrit un cercle, ce gui signifie précisément gue ce cercle est inclys dans
I"intériewr du gpadrilatére et gne chacun des cbtés de ce dernier est mng&nﬁ af tevele, On dit aussi dans ce'cas
que fe quadrilatire est circonscrit an ceu:ie -

Toas les quadr;iat&res considérés ici seﬁmz suppcsés te!s quﬁ éeux quelcoriqws :ic icars sommcts mmnt

distinets et que irois guelconqgues dlentre eux soient nos alignés.:

On désignera par (%) le plan euclidien orienté par fa donnée cl a0 mpém erthanam;é ({) H ,r) et on noters

(‘6) fe c:arc?e de aennﬂe O et {iﬁ: rayon I aians £e g}éan ------------- -

1. }i‘%ﬁde dm tangtntﬁs a eemle:(%}

L

Mantrer que {‘%} ext 2 BTEsC mi:ale.{ias p&mts-h.& éi&:- coordonndes (cos £, sin 1) o £ appartieat & ] - ar, 7).
Comment peut-on interpréter f gdométriguement?

2. Enutilisant ie paramétrage de (‘8) obtenu dans Ts question précédents, déterminer une équation cartésienne

3.

4,

de la tangente & (€) au point M de coordonnées {cos £, §in ). Justifier que cetie tangente est la
perpendicuiaire en M & la droite (OM).

Soit Q un point de (2} de coordonnées (p, g).

a. Discuter suivant les valeurs prises par p* + g* P'existence ou non d’une tangente 3 (6) passant par Qet
préeiser ¢ nami:)fe: des fangentes passant par. Q lﬁrsqu il en existe. (On pourra utiliser 2, considérer
d’abord Tecas = Qeten déduire 1 vas général: )

b, indlquﬁr, enla }ustzﬁam ane construction & la zégle et au compas de ia (ou des) tangente(s) & (‘€)
passant gar Q dans le cas ol elle(s) existe{n:).

Déterminer I’ensemble des points Q du plan {P) d'ob "on peut mener deux tangenics 4 (4) gui soient
perpendicuiaires "'une a Pauire.

IL Etuﬁe de paraﬂéiogrammes circonscrits Ay,

t,
2.

Monirer qu'ii existe an umqu& cexcle inscrit dans un iossmge queiconque donné,
{3n se propose de cﬁémontmr que, mc:lprez;uamfmt, 5 ABCD est un paraiiéiﬁgramme eirconscrit A un
cercle donné (I}, ¢’est un losange.

a. Montrer que pour tout paralilogramme de (%) Ies bissectrices intérievres issuzs de deux sommets
conséontifs quelcongues sont perpendiculaires.

b. Monteer gue 5i {3 est e centre d'an cercle (I") inscrit dans le ;xaraltélegmmme ABCH, ii appament !
1 bissectrice intérieure isste de chague sommet.

¢. En conclure que ABCD est an losange de centre (1 dés il est circonserit a un cercle ifﬁ centre {}.

L a. A étzmt an p{nni de {9’) queiconque, strictement extérieur au carcie (€), montrer qu'il existe un unigue

paraflélograrnme direct ABCD czrctkzasecm 3 {‘%}e{ détemmar une coastmcnon de ce pm*aiiéiogramme
i larégle et at compas.

b, Quel est le lieu des points A de () tels qu’il existe un carré ABCD irconsenit & {€)7

. a. S50it ABCD un losange circonserit 3 (%), Monirer que son aire est égale 3 ZAB.

b. Réciproquement, montrer gue si ABCD est un losange de centre O doni I'aire est égale 2 2AB, alors
ABCD est circonscrit 4 {€). .
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5. Soit ABCD un losange circonscrit & {%6). Notons H Ja projection orthogonale de O sur fa droiie {AB).
a. Monirer que AH- BH = I,

b. Justifier le résuliat classique sufvant © « Un pom: M de (QP) appamem ag segmem {A\B} si ef seulement
sionaMA + MB = AR »,

¢. Btudier sur R Ia fzmetiaaf définie ;f:o(.:d;xsrE x#E0 par f {_#} =X +'«-!»,

d. B déduire e lien ées points A de {@*} ieis qng I’mre df: ABCD smt mmzmale parrm celles des
parai}éiﬁgrammes camoﬂmmat A{Ey,

6. On suppose dang toutﬂs cet;e questu}n c;:zz AI?CI) cst un icsange :ftmt czrea:zscrit 4 (cg)

. Montrer que OA? + OB? = OAZ - OBE,
{On pourra utiliser mme équation de la droite (AB}) dans up repére adapté,.

b. Montter que i A ¢§£ dcmné B est parfalwnwnt défint comme :‘?;iani e pmm vér;f’ am Ies deux preps;étés*

3111*-‘3111’33
) OA? + OB = OA?- OB,
G Une mesare de Pangle (OA, OB) est i;i.

‘¢. Soityn réel k>i, Démmnw i anwmhic éécm par le paml B mrss;u& lé pmm A décm le: cercle de
centre O et de.rayon &, - -

d. Soit un réel £ > | On nots (‘ﬁ) E”en%mt&ie des pmnts de (¥} de cmrdonnées {x, y} zels qne Xt :2
On considére un point A de (¥) et on pote « une mesare de I'an gle {1 {)A}
Caleuler kes coordonnées de B en fonction de £ et ds 4. Justifi ér que le lieu de B Earsque A déctit

(%) admel comme axes de:symétrie Jes droites pussant par O et dirigées mayﬁciwemant par iet J
Montrer que ce liou est une @lhpm prsvée de deux poirds. gue | 1"on précisera. _

[H Etude de qaadﬁlatér&s convexes i:imanmms 3 (@) qui ne sunt pas des pamllélogrammes
1. On suppose dans cette question que ABCD est o qvadnla:ém convexe qui n’est pas un parallélogramme
£t gui est circonserit 3 un cercle de rayon 1.
a. M{mtfﬁi‘ que .ﬁ&i + Cf[) a2 AD + BC.

o e AB+(31}

On se propose maintersnt de démontrer que, réciprogquement, si ABCD est un quadrilatére convexe dont
laire d vérifie:
HA=AB+CD=AD +BC,

alors ABCD est circonserit 3 an cercle de rayoen 1.
Pour cela on commence par &tudier urie configuration Tiée h an triangle,

2.-Soit EST un triangle non aplati, £} le. centre du cercle insorit dans ce zrzar&gie L et ] les projesés
orthogonaux respectifs de {3 sur les droites (ET) &t (E8}). S
On considere un point U du segment [ET] et un point V du segment {ES} wi f.}llﬂ

ST+ LIV =TU + S‘J
a. Monirer que P on ne peut avoir i ia fois : :
UefMeaVe [S}]
b, On suppose que V & JE] et U € {Ti [. Montrer qu’alors on devrait avolr ZV =2VLFollV=E, e
qui conduii & ane coniradiction. _ _

. Bndéduire J €[8V] et T &[TUL _
4. Montrer que STUV est un quadrilatére convexe ef que £) appartient 2 son intérienr.
e. Montrer gue [a droite (UV) est tangente au cercle inscrit dans le triangle EST,

3. Soit maintenant un quafiniasém conveze ABCD tel que AB+ CL = AD + BC ot que son ajre soit ¢grale
& AB + UD. Diéduire de 2. gu'ii existe un unique cercle (') de centre { et derayon | tel que ABTD soit
circenserit & {F). Montrer que (I} = (€) §i et senlement st les bissectrices intérieures de deux somruets
consécutfs de ABCD se coupent en (.

Tournes 1a page S.V.P.
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1. Etude des trapizes isocdles convexes circonserits ¥ (€3,

Comme il est d usage, un trapdze sera défini cormme an quadnlat%fe &yant deux cﬁ{és paraif&ies &t deux
*-sendernent ; ces obtés somt appelds bases du trapize. :

i

On suppase tout d"abord gue AECI) est un tmpéze isoctle convexe cu‘sonscm i (‘f@) et dom less bases
sont [AR] ef IODL

. Rappeler, en ﬁann&ﬂz fes Justif ications nécessaires, quelie est la nature de Ja composie ¢ d’une réflexion

de (%) et dune translation dans la direction orthogenale & celie de-Paxe de I réflexion. .

- b Unnoie Ky, Ky, Kset K les milienx respect;fs des segments. [ﬁB]; {BCL {CPier {DA). Mm‘atrﬁr e

B

L

i perpendiculaire 3 ( AB} en K, gat-dxe’ de symétrie aﬁhﬂgfma’iﬁ de AB{?D 2t Cﬁlﬁlﬂnf }GS §omts Ks

© et (3

¢. Montrer que (13 est ie mxheu de [K.z 1{4]

4, On note fl; et ﬂﬁ Im mtimux i‘aspccilfﬁ de {AC} &t [BIJ}} Mt}ntr‘er gue O ﬁst lﬁ i’%’llllﬁll de

{Q ;1.

. Soit donc un-quadrilatény ¢onvexe aueleongue qui n'est pas un pa?ailéiogmmmc et est circonserit 2 {°6),

notons-le encore ABCD. Notons 1) s Tr ot L les points de contact de(6) avee [DAL [AB], [BCl et

C[€D). Notons de phis T}, ét Q.z ie&: miiseux r&sp&t:t;fs tia {M‘J} @l {Bi?)} Pcssms enfm xm A‘ii ,

waIg,zWCiqﬁHaaﬂLg

G D‘éiermmer ies barycamr&s d&s syqtémes pfmdérég smvam%;

{{13 X3 {ﬁ f)} {(A ¥h (B x}} i(B, »L (C }’}] et {((: £ (53; ~}§
b, Memmr que le barycentre da systoiie porndérs”
{0y, £ 50, (s L9, {L;,y-%z) (Ja.z+0)

@M aussi E@ bazyéﬁnfm dhe systéme pondéné o o ﬁ__ o
{(1'1‘ i+ y} (ﬁ‘r, X+ z}}

. Somut Ri.5.T et L lcs; points mtgr-sac%;onsde (“ﬁ) avae [O&Z [GB}, {{){3} gt {{)I)} res;:cc%ivemenz

On définit e v&&taur @ par !
| 2% m{x+y}§g+{y'+zﬁ)6?;%(2'+'£)5ﬁ%(t4'x)5§. :
Montrer que ;. o

2w =11y OR) + 11y 08+ Lty O+ Ly 00,

. Soit Iy le point de (P) tel que ke repdre (O, {}Ia \ {332} %il aﬁhamrm&i dtr@cz Qn i p ace dans Ea plan

coraplexe aﬁwmé &ce rﬁpére
Soient alory o, B By et 3 les angi&s détermmés ?&r

ﬁam({ﬂ;,iﬁz) P= (GL@&OIEZ Ly (Oi@ 054} et 25= (Ol , Ols).

3 Détﬁl mmer en. f'r:;f;czmn de «, B, "‘? et 8 ias af‘?ms é@b pemsx ‘RI . S; 1. {,i U; amm que affixe

da vecteur m notée 9.

{{‘{}'i :l':‘é'?}f»('{lzﬁx“l"Z)

¢. Retrouver comme conséquence gue st Ie quadriiazéw ConYERe &BCEJ o5t un trapém mx.é‘ie alors O
ﬁ@tiems%tmdaiﬂ,f}g} (Cf I‘JE{J L o _ S



EXERCICE 2

MARCHE &Lﬁ-{&TﬁIRE SUR UNTRIANGLE
Remarque on pourra utiliser lex résulias de {a ;mme f méme non dﬂnwmrefs, daﬁs les par!ws suivanies.
Les parties I ef HI sont indépendantes. - .+
Drans e plan complexe rapporté au mp&m cnhm‘;ommi {0, i, 7Y on considere fes points
A, d‘aﬁ' ixe §

B, d’afﬁxa e ”3' _
o C d’ai’ﬁma )
(: désignant le nombre compkﬂm de mo:iuie Tetd argtimant E’T)
Sait 1 1a rotation de centre O d{:mt i angla i p{)ur meslma ¢én adians m?:m S

Par convention, 6tant donné un sommet a;uﬂ mnque X, zia trmng%e ABC, on dira que !e sommet‘{ estle
sommmet suivant de X {ou.que Y suit Xj s1Y = r (X); op poursa dive également que X est le sommet précédent
de Y (ou gue X précda’V). Ainsi i B suit A, Csuit B, A sait €2 Oa'encore 1 A pmcédﬁ B, B pmceda C,
¢ oprécdde A,

naturel et p, g, _r trofs réels poslttfs telequep o g+ r=1;552 l instang #, fe point M se trowve eri on sommet
donné du tiangie ABC, lows, alinstantn % § & Co . oo

M se tronvera au sommet suiving avec {s probabilité p,

M se trouvera au sommet précédent avec la probabilité ¢,

M restera au méme sommet avee fa probabiiné x '

Frant donné wn sommat gaelcongue, X, do triangle ABC, on désigne par X, Pévénement : « i I'instant
A lepoint M setroave en X =, et par F (X, ) in pmbabiitté de cei événament ' instant 0, fé point M se trouve
enAsonadonc B (Agi= |, F‘{BG} GF{Cﬂ) 0. S - "

L'objectif de ce probléme est d'étudier le comportement du point M lorsque n tend vers I'infini, dans
quelqnes cas particuiers, puis dans fe cas général,

{. Préliminaires.
1. Calealer B {Ai}, F (B;), F (C,)
2. Démontrer qus, pour toul entier taturel n, ona-
FA)#F(B)+FiC)=1.
3. Onposea,=F(A), b,=F{B,), ¢, =F{C) Démontrer que, pour tont entier natarel o, an a
: ' aﬂ%!"_":?f g i?n“"f’ Cq
bpsi=pea,vrob,+q-c,
: CyapmGra;tpbydreg,
4. Caleuler oy, by, 5.
3, Etudier fe comportement du point M dans les treis cas pamc:ulmrfi SuIVants :

. {d’eﬁp wg =)

b, ;;z]{d’eﬁqzrrzﬁj-
com e i)

[ p wgm?'(w 3 -

Tournez la page S.V.R,



1. Etude da casp = 4.
A. Onseplacedanslecasp=g= % (et » = 0).
1. # &tant un eatier asturel, _on posg .l L _
s b b e e me
Démontrer gue les su:ies (u,,) (¥,), (w, ) sont.des. sustes géométrzqueﬂ _
2. Eix;mm&r Uy, Wy Wy en fonction de r umquamnz Qne pwtxﬁn dire de la suite: {vﬂ)’? |
{}éir;{}rsirer gue, pour tout emier raturel #, on a
2,1 &y 4 1+ a
4, Exprimer a,, b,, o en f’omuon den umquﬁmﬂm Ora admellra gue toate suBte {g,) vérifiant
2 a,n»i‘"’aw& i

8’ éerit ay= ot Bt
oi) o, i, r, 5 sont des nombres réels que 'on d_eisr;m_nera, r et 5 vérifiant
YreEN  2ptaptriapen zs”“:s’**ﬁiw*.v-

Puis Studier Ia mm’ergeﬁca dcs suites (@ (B, {efﬁ}
Que geu! O &R cc:sﬁciufe pcmr e cmmpomment dﬁ p@iat M ?

géﬂéraiise N él‘i&ii& fawe mwdf;ssus eft utshﬁam Ee.s mémes notations.
_ 1, I)émontrer Gl les suites (it,), (v,), (w,,} som dﬁs smtﬁs géométn{;uas, )
2. Bxprimer ¥, v,. w, en fopction de n unsquemem Que ;::eut-en d:re de la suite v 7
3. Démontrer gue, sonr touf entier naturel a2, on a ' oo o
ey 2 P+ BF) iy, +{2p2 - fit - rﬁ}an

4. Exprimer a,, b,, c,en fonction de nuniguement, pais $tudier la. mnvergence fias suites {aﬂ} (By),
e, Que pent-on en déduize pour | le companement du point M ? {f)n atzhs&r&, pour-le calcul de g,
une méthode anaiaguﬁ i celle indigude on A4 : ,

H1. Etide du cas général,
On suppose ic que p, g, r sont trois réels positifs tels gae :
pHg+ra= b

On s place dans Pespace vectoriel complexe €3 rapposté 3 sa baw canomque Or; pose
V. =g, by, ¢,) et on considére ia matrice :

rog f
3=tp r ¢
¢ p r/

Soit @ Pappiication linéaire admettant § pour mairice dans la base canosique de € D'aprés la
partie |, on a done, pour tout entier naturci i, M;_d?{‘v',,)
, o —1enV3
. Onnote } laracine cubigee de 1 dont 1a partie Imaginaire est striclement pakitive {j = B

Soient les venteurs de €3 -
' u=(L 11 v_{ijﬁi w*(!,ﬁ.;}

«. Montrer que (&, v, w) est une base de C7.
b, Démeongrerquelona © (i =u 0=k, € (w)muw, avee:
A=rdgitpit pmrtpitgit

¢, Démeontrer que fes modules des nombres complexes A et i sont inférfeurs on éganx 3 1 {on précisera
pour queiles valeurs de p, g, # a lien Végalite, ninsi gue 28 valeurs de A et 13 correspondanies).
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2, Déerminer les coordonnées (Xg, vo, Zg) d& V, dang la base (¢, v, w).
3. Calculera,. b, 0,

4. Déterminer les limites éventuelies des suites {a,), (b }, (r 3 forsque n tend vers Pinfini. Qua peut-on en
déduire pour e comportement da point M [

%



