Corrigé ENS 2012

Corrigé proposé par Martine Ginestet, relu par Francis Denise UPA

Quelques remarques:

Sujet interessant car des retours assez systématiques a la biologie.

Sujet plus court et plus abordable que les années précédentes.

Contrairement & ’énoncé, les parties ne suivent pas un ordre de difficulté croissante.

Le préliminaire et la début de la partie 1 sont bien adaptés. Les questions d’analyse 7,8,9,10,11 sont difficiles.
La fin de la partie 1 est interessante pour ’explication du phénoméne biologique

Le début de la deuxiéme partie est facile. La fin est difficile en particulier la question 25. ( beaucoup
d’inégalités)

En fait les éléves de BCPST ne sont pas des virtuoses en analyse.

La partie 3 sur les polynomes est facile , c’est presque du cours.

La partie 4 est un peu technique du point de vue du calcul , mais a la portée de bons étudiants.

Il y avait donc suffisamment de questions faisables, en analyse ou en algébre.
Préliminaires
1. f(z)=bxr—alnz

f’(m):b—EZOC}xZ
x

Donc

f(x) \ f /’

(a/b)

2. D’aprés le théoréme de la bijection, pour y > f(%)7 léquation y = f(z) admet deux solutions distinctes
a
0 < 1 < g < T2

Siy= f(%)7 léquation y = f(x) admet une seule solution z = %

Premiere partie : Equation de Lokta-Volterra classique

3. Siu(0) # — =wu*, d’aprés le 1., yu(0) — §lnu(0) > yu* — §lnuw*, sinon, yu(0) — dInu(0) > yu* — dlnwu*
Si v(0) #

=v*, d’aprés le 1., v(0) — alnv(0) > fv* — alnv*, sinon, Sv(0) — alnv(0) > fv* — alnv*

@I >

’Si u(0) # u* ou v(0) # v*, alors £(0) > yu* — §Ilnu* + fv* — alnov*




! . u/ _ 1 ,U/ . OLL
4 VE> 0, (1) = ' (t) (7 5u(t)) +(t) <ﬁ v<t)>
£(1) = u(t) (o — Bol)) <7 - %é)) T ot) (yult) — 5) <B - 0‘<1t>>
(1) = (o — Bo(t)) (vu(t) — 8) + (ru(t) — 8) (Bo(t) — ) = 0

Donc la fonction € est constante sur Rt

5. Siil existe ¢ > 0 tel que u(t) = u* et v(t) = v*

alors d’aprés le 4. £(0) = e(t) = yu* — d Inu* + fv* — alnv*

Et donc d’apreés la question 3. ( contraposée), u(0) = u* et v(0) = v*
Autre démonstration qui n’utilise pas le 4.

La fonction constante t — (u*,v*) est solution de (1), et par 'unicité de la solution rappelée dans 1’énoncé,
elle coincide avec la solution (u,v)

6. lim ~vyxr—dlnzx+ fv* —alnv* = 400

xr——+00

Donc il existe M; tel que, Vo > My, vo — dlnz 4+ fv* — alnv* > €(0)
Or Bu(t) — alnwv(t) > fv* — alnv* d’aprés le préliminaire,

Donc si u(t) > My, e(t) > yu(t) — dlnu(t) + fv* — alnv* > £(0)
De méme :

lim yu* —dlnu* + fzr —alnz = 400
xr—-+00

Donc il existe My tel que, Vo > My, yu* — dlnu* + Sz — alnx > €(0)
Donc si v(t) > Ma, £(t) > yu* — dInu* + fou(t) — alnv(t) > £(0)
Posons M = max (M, Ms)

’Si u(t) > M ouv(t) > M, (t) > ¢(0) ‘

Ceci est impossible car € est constante d’aprés la question 4.

et donc V¢t > 0, u(t) < M et v(t) < M

’u et v sont majorées sur R ‘

Dans les questions 7,8,9 et 10, on suppose v(0) = v* et 0 < u(0) < uv*

7. On suppose que Vi > 0, v(t) < v*

a) Vt >0, o/ (t)=pu(t) v —ov(t)) >0
Donc u est strictement croissante sur RT et d’autre part u est majorée donc u admet une limite finie
en 400 notée Uy, > 0

b) Supposons que U < u* , alors V& > 0, 0 < u(t) < us < u* car u est strictement croissante
V' (t) = vyo(t) (u(t) —u*) <0
La fonction v est strictement décroissante sur R™
Fixons un 7" > 0 , comme v est strictement décroissante : ¥Vt > T, v(t) < v(T) < v(0) = v*
D’ou v* —v(t) > v* —v(T) >0
D’autre part u est strictement croissante sur R* donc Vi > T, wu(t) > u(T)
Posons alors m = fu(T) (v* —v(T))



YVt >T, '(t)=put) (v —v(t) >m

’Il existe T'> 0, il existe m > 0, Vt > T, u/'(t) > m‘

Par le théoréme des accroissements finis, V¢ > T, u(t) — w(T) > m(t — T)
Et on trouve, , 1i£rn u(t) = 400 ce qui est absurde car u est majorée
— 400

¢) Supposons que e > u*
1l existe 7 > 0, ¥Vt > 7, u(t) > u*
vVt > 1, v'(t) = yu(t) (u(t) — u*) > 0 donc v est strictement croissante sur [, +00[
Notons p = yu(7) (u(r) — u*) >0
Yt > 7, u(t) — u* > u(r) — u* > 0 car u est croissante et v(t) > v(7) > 0 car v est croissante sur
[T, +o0]
Vi>T1, v({t)>p>0
Par le théoréme des accroissements finis, V¢ > 7, v(t) — v(7) > p(t — 7)
Et on trouve, tiigrnoov(t) = +00 ce qui est absurde car v est majorée

8. On a trouvé une contradiction au 7b. et au 7.c, cela signifie que I'hypothése du 7 est fausse et donc

’ il existe ;1 > 0 tel que v(t1) > v* ‘

v'(0) = vv(0) (u(0) —u*) < 0
Donc dans un voisinage de 0, v est strictement décroissante.
’Il existe donc to > 0, Vt €]0,t2], v(t) < v*

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
Notons A = {t > 0, v(t) > v*}

A est une partie non vide de RT* elle admet donc une borne inférieure t,
to > 0 car tg > to

vt €]0,to[, t ¢ A dot v(t) < v*

tlign v(t) < v* et par continuité, v(tg) < v*
—to—

D’autre part ,ty étant la borne inférieure de A, il existe une suite d’éléments de A convergeant vers tg, et
on obtient alors par continuité de v, v(ty) > v*

il existe t3 > 0 tel que v(t3) = v*

]11 existe to > 0 tel que v(tg) = v* et V¢ €]0, %o, v(t) < v*

Yt €]0,to[, u'(t) = Bu(t) (v* —v(t)) >0
u est strictement croissante sur [0, ¢g], d’ou

u (to) > u(0)

9. Posons f(z) =z —dlnz et g(z) = Bz — alnz, () = f(u(t)) + g(v(t))
£(to) = £(0) et g(v(to)) = g(v(0)) donc f(u(to)) = f(u(0))

)
Et comme u (ty) > u(0), alors ’u 0) < u* < ul(to) ‘ cf tableau de variation dans le préliminaire

Donc dans un voisinage de &y , v est croissante donc il existe to > g tel que v(ta) > v*

Supposons que YVt > tg, v(t) > v(tp) = v*

Ve > to, W' (t) = Bult) (v —wv(t)) <0

Alors u est strictement décroissante sur [tg, +00[, et minorée, admet donc en +oo une limite finie uq,

Si use > u*, en faisant la méme démonstration qu’au 7.b,



10.

11.

12.

Ve > to, V(1) = you(t) (u(t) — u*) > v(to) (Ueo — u*) > 0 et v est croissante sur [tg, +00]

Fixons un T > to,Vt > T, u/(t) = Bu(t) (v —v(t)) < fuc (v —v(T)) <0

En posant m = fue (v —v(T)), on a déterminé m < 0 tel que V¢t > T, u/(t) <m

Et on trouvera alors , par le théoréme des accroissements finis que que tETmu(t) = —o00 ce qui est absurde

Si use < u*, en faisant la méme démonstration qu’au 7.c,

Il existe T > to, ¥Vt > 7, u(t) < u*

Vi > 7, v (t) = qo(t) (u(t) —u*) <0

Notons p = yv* (u(7) —u*) <0

Vit > 7, u(t) —u* <wu(r) —u* <0 car u est décroissante et d’autre part, v(t) > v* >0
Vi1, v(t) <p<0

Et on trouvera alors que que tiigrnoov(t) = —00 ce qui est absurde

L’hypothése de départ est donc fausse et il existe donc t3 > t, tel que v(t3) < v*

Par le théoréme des valeurs intermédiaires,

’il existe T' > to, v(T) =v*

e(to) = &(T) et g(v(to)) = g(v(T)) don f(u(to)) = f(u(T))
Les deux valeurs u(tg) et u(T") sont donc de part et d’autre de u* et comme u* < w(tg) , alors u(T) <
u* < u(t())

w(T) < u(to)

e(0) = e(to) = &(T)
9(0(0)) = g(v(t0)) = g(u(T)) = g(v*)
D’ou f(u(0)) = f(u(to)) = f(u(T)) donc sur les 3 réels, u(0), u(to),u(T) il y en a au moins 2 égaux d’aprés
le tableau de variation de f.
Or u(0) # u(to) et u(to) # u(T)
u(0) = u(T)

u1 et v; sont de classe C! sur RT et vérifient les équations de Lotka-Volterra,
u1(0) = w(T) = ug et v1(0) = v(T) = vo
D’aprés 'unicité admise du couple solution, on en déduit :

’Vt >0, ut+T)=ul)etovit+T)= v(t)‘

Remarque : Les hypothéses v(0) = v* et 0 < u(0) < u* ne sont a priori valables que dans les questions
7.,8.,9. et 10.. Mais le réel T n’étant pas défini dans les questions 11. et 12. ; on admet que les hypothéses
restent valables pour ces deux questions.

On pourrait, en reprenant les calculs, montrer qu’on obtient les mémes résultats de périodicité avec d’autres
conditions initiales.

(1) donne Z((tt)) =a— pu(t)
En intégrant sur [0,7]: [In u(t)]g =aTl — ﬁfOT v(t)dt = In(u(T)) — In(u(0)) =0

o L (T
D’ou Tfo v(t)dt =

:’U*

g.
B



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Meéme calculs pour 'autre intégrale

= fo t)dt = v* ; fOT u(t)dt = u*

Ces intégrales correspondent a la valeur moyenne de u et v sur [0, 7]
Ces valeurs ne dépendent que des valeurs des paramétres et pas des conditions initiales

a taux de croissance des proies ( lié a la nourriture , la péche, conditions climatiques...)

d taux de mortalité des prédateurs ( lié a la péche, ou conditions climatiques..)

[ taux de prédation

v taux de croissance des prédateurs par conversion de leur nourriture ( les proies),

On suppose que la nourriture des proies est en abondance, que les conditions climatologiques, que la péche ne
varie pas sur une période, etc d’ou le taux de croissance des proies , le taux de mortalité des prédateurs...ne
varie pas au cours du temps.Il faut aussi supposer qu’il n’y a pas de facteur limitant la croissance des proies.

La baisse d’intensité de la péche entraine une augmentation de « ( taux de croissance des sardines plus
grand) et une diminution de § ( taux de mortalité di a la péche des requins plus faible)

On a donc une augmentation de v* et donc une augmentation de la quantité moyenne de requins
On a une diminution de u* d’oi une diminution de la quantité de proies

VE> 0, 0(t) =0

u(t) = u(0)e

En ’absence de prédateur, les proies se développent de maniére exponentielle. Ce n’est pas réaliste, car il y
aura alors une compétition intraspecifique, une limitation due au milieu environnant du nombre de proies.
V>0, ut) =0

u(t) = v(0)e%

En I’absence de proies, la quantité de prédateurs diminue jusqu’a ’extinction

Si v(0) = 0 et u(0) > 0, une solution de(1) est : {

Si u(0) =0 et v(0) > 0, une solution de(1) est : {

Deuxiéme partie : Equation avec croissance logistique des proies

Comme u(0) € [0, K],le dénominateur est strictement positif et u est de classe C! sur R
at

iy — 0 U~ u(0) (a2

(u(0) + (K —u(0)) e=o)

u(t) 1 B u(0 _ Ku(0) (K —u(0)) (ae™ )
ult) (1 K ) Kl TR —ay e (1 a0+ (K - u(O))e—af> -
t> 0, v(t 0

Ku(0 .
t >0, u(t) = u(0) est solution de (2)

u(0) + (K —u(0)) et

A
D’ou le couple (u,v) tel que { v

Et on vérifie u(0) ) et v(0) =

u est croissante, u(0) > 0 et lim u(t) = K

t——+oo

En I’absence de prédateur, il y a une régulation du nombre de proies par la compétition interspécifique.

(u(0) + (K — u(0)) e=t)*



20.

21.

22.

23.

24.

« (1 — —)est le taux de croissance apparent, K est la capacité du milieu environnant limitant la croissance

On va tendre vers une stabilité du nombre de proies. Ce modeéle est bien plus réaliste.

On suppose dans la suite K =1

il faut supposer u* < 1 ainsi v* > 0 et F' est bien défini

B AR ) A P A ()
P = (w0 - g ) 4 (100 -5
FI(t) = yor (1= u(t)) (u(t) — u”) = yBv(t) (u(t) — u”) + Byu(t) (v(t) — v*) = 65 (v(t) —v7)
FI(t) = ya (1 = u(t)) (u(t) — u*) +yBuv(t) — yBvru(t) — 46 (v(t) — v7)
F'(t) =va (1 —u(t)) (u(t) — u*) + Bov(t) — ya (1 — u*)(;t(t) — Bov(t) + da (1 — u*)
FI(0) =0 (1= u(t) (u(0) - ) = (1= w) 0 () - 2 )
FI(t) = yor (1 —u(t)) (u(t) — u”) = (1 — ") yor (u(t) — u*)
FI(t) = yor (u(t) —w) (1 —u(t) — 14 u")

Posons f(z) =z —u*In (%) —u*
u

flay=1-=
D’ou le tableau de variation
Et on en déduit Vz > 0, f(z) > f(u*) =0

De méme g(z) =2 —v*In (%) —u*
Vo >0, g(x) >0
vt >0, F(t) = vf(u(®)) + Bg(v(t)) = 0

F est décroissante sur Rt et est minorée par 0, elle admet donc une limite finie en 400 notéeF,

Méme raisonnement qu’au 6.

lim f(z) = +oo0, il existe My, Vo > My, f(x) > £(0)

Tr—+00

Supposons qu'’il existe ¢ > 0 tel que u(t) > My, alors F(t) = vf(u(t)) + Bg(v(t)) > vf(u(t)) > F(0)
Ceci est contradictoire car F' étant décroissante Vi > 0, F(t) < F(0)

Donc Vt > 0, u(t) < M; donc u est majorée

On raisonne de la méme maniére pour v

’u et v sont bornées sur Rt ‘

Dans 24 et 25, on suppose qu’il existe une suite (¢,,) telle que lim¢,, = +oo et (u (t,)) et (v (¢,)) convergent

a) Comme F' admet une limite en 400, par le théoréme de limite séquentielle : Foo = lim F'(¢,,)

ln tn
Si e =0, F(tn)27<u(tn)_U*_u*IHU(*)) — +o00 car u(*) —0
u U




C’est donc contradictoire et donc us, > 0
Par un raisonnement identique, v, > 0

’uoo>0, Voo > 0

b) F(t+tn) = vf(ult +tn)) + Bg(v(t +tn))

Par passage a la limite, on a bien

P = (10— w32 ) 45 (70 - o D)

¢) En utilisant les calculs de dérivation de la question 20. , on en déduit, comme F,, est une constante
que :

VE >0, —ya(u(t)—u)? =0

Donc V¢ >0, u(t) = u* et par continuité, u(0) = u*

U = UT

*

On admet que lim u(t) =wu

t——+oo

25. On suppose que |[voo — v*| =g > 0

a) v'(t) = yu(t)v(t) — dv(t)

u et v sont bornées ( cf 23.) , donc

v’ est bornée

b) Ve = limov(t,)

11 existe ng tel que Vn > ng,  |v(t,) — voo| < —

[v(tn) — V"] > |voo — v*[ = |0(tn) — Voo| > —

D’autre part,v’ étant bornée par M sur R+, par la formule des accroissements finis :

Vt,  |o(t) —u(ty)] < M|t —t,]

=5
[u(t) = v*| = |o(tn) = v*| = [v(t) — v(tn)]
VEE [ty — Totn + 7], () — v(ty)] < M7 < %0

360 o &N

Posons 7 =

Il existe 7 > 0, il existe ng, Vn >mng, VtE€[t,—T,tn+7], [v(t)—0v*>—=

¢) lim u(t)=u*>0

t——+oo

donc il existe 77 > 0, V¢ > Ty, u(t) > %
“(1—

75_lé_srpooozu(t)(l —u(t)) — Bu(t)v* = au u*) — Bu*v* =

Donc il existe Tp > 0, V¢ > T,  Jou(t)(1 — u(t)) — Bu(t)v*| < Pu'eo

8



11 suffit ensuite de prendre T' = max (T1,T%)

T, u(t) > et lau(t)(1 - u(t) ~ fu(per] < L2

d) Onadonc,Vt>T, |u(t)+ Bu(t)(v(t)—v*)| < %
W' (t+tn)| = Bu(t + tn) [0t +tn) — 07| = [u/(E + tn) + Bult + tn) (0t + tn) — v7)]
Il existe ny > ng, tel que Vn > nq, t, >T 4+ 7 carlimt, = 400
Bu*eg

Vn>ny, Vte[-7,7], t+t,>T dou [/ (t+t,)+ Bult+t,) (vt +t,) —v*)| < 5

t+tn € [tn — T, tn + 7], donc Bu(t + t,) [v(t + t,) — v*| > Bufio _ Pve

" 2 2 4
Dot |/ (t +t,)| > ﬂ“gso
il existe ny, VYn>mny, Vie[-7,7], , [W({E+t,)|> ﬁu8€0

e) Par le théoréme des accroissements finis

Il existe ¢, € [tn, T+ tn], w(T+tn) —u(t,) =710 (cy)
Pu*eg

8

D’aprésle d., Vn > nq  |u/(en)| >

TBu e
8

Y >ny,  |u(t +tn) —u(ty)| >

f) Or en passant a la limite

TBureo

.
comme lim u(7 + t,,) = limu (¢,) = u*, on obtient 0 > ce qui est absurde

1l n’existe pas de telle suite ()
D’ou 'hypothése de départ du 25. est fausse

On admet comme dans 24, que tlim v(t) = v* = Voo
— 00

26. Dans ce modeéle, il n’y a pas de phénomeéne périodique comme dans la partie précédente, on a une stabilité
asymptotique des proies et des prédateurs.

Troisiéme partie : Polynomes de degré 3 a coefficients positifs

27. lmP = —o0 et imP = +oco et P est continue sur R
—00 +oo

Par le thm des valeurs intermédiaires ,

il existe \, € R, P(\) = o\

28. Comme les coefficients de P sont strictement positfs, Vo > 0, P(x) > ag >0

Donc P n’admet pas de racine réelle sur RT,



29.

30.

31.

32.

33.

34.

C’est du cours,

P(\) =0et P'(\) =0, alors A; est racine au moins double et P est divisible par (X — )\1)2
Comme le coefficient dominant de P est 1, il existe p € R, P(z) = (z — \)° (& — p)

En développent, A\jp = —ag < 0 d’ou p < 0 ( erreur d’énoncé)

il existe u < 0, P(z)=(z— M) (z— p)

P'(x) = 322 + 2as7 + a1

A =4(a3—3a1) <0doncVz €R, P'(z)>0

P est donc strictement croissante sur R , P réalise une bijection de R sur R et P admet un unique zéro réel
Dans la suite A\; est supposée la seule racine réelle et cette racine est simple

Donc P admet une racine non réelle et comme P est a coefficients réels, on sait d’aprés le cours que le
conjugué de cette racine complexe est aussi racine de P.
On a 3 racines distinctes, on peut donc factoriser .

il existe Ay € C\R, P(z) = (z — A1) (z — A2)(z — A2)

En développant et en identifiant les coefficients :
A=A — Ao = ay
MMz + Aids + Aada  =aq , puis en utilisant : Aogdg = |)\2|2 et Ao + Ao = 2Re(N2)
A1 A2 =ag

7)\1 — 2%6()\2) = a2
2)\1%6()\2) + ‘)\2|2 = a1
7/\1 |)\2|2 = Qo

ap — a0z = —\ ‘)\2|2 + M ‘)\2|2 + 2%6()\2) (‘)\2|2 + 2)\1%6()\2) + )\%)
ag — a1 = /\? + 2)\1%6()\2) + |/\2|2

Considérons Q(z) = 2 + 2aRe(A2) + Ao

A=4 (me(xzy - |>\2|2>

Mol = (Re(X2)? + Sm(X2)?) > Re(X2)? car A» € C\R
DouA<QOetVzeR, Q(z)>0

A2 20 Re(N2) 4 Ao > 0

’ao — ajas et Re(A2) ont méme signe

Quatrieme partie : Equation a trois populations

Il y a trois populations en compétition

u, w,w correspondent respectivement aux effectifs des populations A,B,C
B est un prédateur pour A avec S le taux de prédation de B sur A

a capacité du milieu pour A, (1 — u) taux de croissance apparent

C est un prédateur pour B avec § le taux de prédation de C sur B

8 i . . .
3 taux d’efficacité de la conversion de nourriture (A) en croissance de B



35.

36.

37.

38.

€ o, . . .
5 taux d’efficacité de la conversion de nourriture (B) en croissance de C

1=taux de mortalité de C
par ex : A= herbage, B=antilopes, C=lions

On résout le systéme :avec conditions supplémentaires u* # 0,v* #£ 0,w* # 0

(—u’)—fo* =0 v =12
au* (1 —u*) — pu*v* =0 a* " Y oy . Qe 3
(S){ ~u*v* — dvrw* =0 =V :?L —{ w :% (1 - )
ev*w* — w* =0 v* _ ) 1 acg
g v ——

€
Comme 3 < ag, on vérifie bien que 'unique solution est telle que O<u* < 1,v* > 0,w* > 0,

OF a — 2au — v
— =1 ,  a—2au*—fv* =a—20u* —a(l—u*)=—au*
ou 0
OF —Pu
— = yu—-946w |, ~yu*—0w*=0
v
ew
0
F
or =| —dv , ev*=1=0
ow
ev—1
—au* —pu* 0
M= ~* 0 —v*
0 ew* 0
—au*| —pu* 0
a) rg(M)=rg [ o~ 0 —ov* =3
0 ew*| 0
M est inversible donc 0 n’est pas valeur propre
Donc s'il existe X # 0 tel que M X = AX, alors A # 0
At edv*w*
(—au* — X) */\ — Bu*| x2
v
(—au* — XN)x1 — fu*ze =0 7
b) MX = )\X < Yv*ry — Axg — dv*as =0 <=
cw*xy — A3 = 7
zs3
T = <§/\+ 61; ) ZTo, T3 = 'Yi:; xTo
Si zo =0, alors z1 = 0 et z3 = 0 ce qui est contradictoire car X # 0
At aév)*\w*
On en déduit que A est valeur propre de M si et seulement si (—au™ — \) BT Bu*=0 (1)

(1) <= (au* + )) ()\2 + edvw*) + Byv*urA =0
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39.

40.

41.

42.

43.

Pososons ’PM(x) =23 + au*z? + (edv*w* + Byuv*)  + asduviw*

Py est un polynome a coefficients réels strictement positifs.

’ A est valeur propre de M si et seulement si Py (\) = O‘

Si P admet 3 racines réelles alors ces valeurs sont strictement négatives et A = Re(A) <0
Sinon, Py (z) = (x — A1) (z — A2)(z — Xa)

A1 <0

ap — aras = agdu*v*w* — au* (edv*w* + fyurv*) = —au*fyutv* <0

D’aprés le 33., Re(A2) a le méme signe que ag — ajas

Dot Re(Ng) = Re(A2) < 0

Dans les deux cas :

’ Si Aest valeur propre de M ,alors fe(\) < 0 ‘

a3 — 3a; = o?u*? — 3 (edv*w* + Byutv®)

a% —3a; = a?u*? — 3yu* — 3'y§u*
a3 —3a; = u* {az (1 - B) -3y — 3’yﬂ}
ae €

a3 —3a; = u* [(Oﬂ _37) — iﬂ(a—&—S’y)} <0

D’aprés la question 30, Py; admet une unique racine réelle

M est une matrice d’ordre 3 et admet 3 valeurs propres distinctes complexes, elle est donc diagonalisable

dans M3(C)
Il existe une matrice D=diag(\1, A2, \2) il existe @ inversible telle que

Soit U solution de U'(t) = MU(t)

Posons f(u,v,w) = au(l —u) — fuv

u—u
Alors, f(u,v,w) — f(u*,v*,w*) < grad(f),U > avec U = [ v —v*
w—w*

En faisant la méme chose pour les 2 autres lignes, on trouve :
F(u,v,w) — F(u*,v*,w*) «» MU et F(u*,v*,w*) =0
Or U’ = F(u,v,w) ~» MU

Donc si u est proche de u*, et v est proche de v* et w est proche de w*, Péquation (5) permettra de

déterminer une approximation des solutions de (3)

a) V' =QU' = QMU = QMQ~'QU = DV

b) On est ramené a des équations différentielles simples car D est diagonale

x(t)
Posons V(t) = | y(t)

z(t)
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' (t)  =\x(t) z(t) =AeM! A
V=DV << () =Xyt) << yt) zBeiQt cavec [ B | =V(0)
Z(t) =h2(t) 2(t)  =Cert C

c) tliglooz(t) =0car A\ <0

ly(t)| = |A] eRe(P2)t et . ligrn y(t) = 0 car Re(A2) <0
Idem t_l}g_nooy(t) =0 don tl}ﬂx) V() =0

d) Ut) = Q V()

Par opération sur les limites, on obtient : , ligrn U@ =0
— 400
. — . ; . ; .
tllinoou(t) = u*, tllgrnoov(t) =", tllgrnoow(t) =w

On a donc montré que si on peut remplacer 'équation (3) par I’équation (5), alors on tend vers un
régime permanent

44. Cf sur Google "Equations différentielles Ordinaires" de Tony Lelievre ( 2009-2010)
Point asymptotiquement stable par fonction de Lyapunov

Annexe : démonstration des résultats admis en 24.et 25. ( par Francis Denise)

Les fonctions u et v sont bornées, donc de la suite (u(n),v(n)),en , On peut extraire une suite convergente

(u(p(n)), v(p(n))

On a donc bien une suite (¢,,) telle que 1irJIrl t, = +oo et (u(ty)) et (v(t,)) convergent
n—-—1+0oo

On note lim wu(t,) = us €t (tn) = Voo
n—-+oo

lim v
n—-+oo
On note (u,v) l'unique solution de (2) vérifiant : w(0) = ueo et U (0) = v

Pour n € N, considérons les fonctions wu,:t — u(t + t,), vp:t — v(t + t,)

Les fonctions u et v étant bornées sur Rt ainsi que leur dérivées , les fonctions u,, et v, sont bornées par un
réel indépendant de n, ainsi que leur dérivées.

Notons A = {(un,vy),n € N}

1) A est un ensemble de fonctions continues sur R & valeurs dans R?, équicontinu car il existe k tel que les
fonctions sont k-lipchitziennes ( inégalité des accroissements finis)

2) Pour tout  de RT, L’ensemble A(z) = {(un(z),v,(z)),n € N} est borné donc relativement compact

Par le théoréme d’Ascoli, A est relativement compact pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact de R™

Il existe donc un suite extraite (uw(n), v¢(n)) convergeant vers (U, V) uniformément sur tout compact de R
Les fonction U et V sont donc continues sur R

D’autre part : (u¢(n), v¢(n)) est solution du systéme différentiel (2) avec comme conditions initiales :

() (0) = ulty(n)) €t Vy(m)(0) = v(tym)

D00 ) (£) = ) (0) = fi a0 (8) (1= ) (8)) = Bty ()0 (5)ds

Par le théoréeme de convergence dominée, U(t) — U(0) = fot aU(s) (1 =U(s)) — BU(s)V (s)ds

D’ou U est dérivable sur Rt et U'(t) = aU(t) (1 — U(t)) — BU()V (t)

De méme pour V

Donc (U, V) est solution de (2) avec comme conditions initiales :U(0) = Hm 1y, (0) = Hm u(tym)) = teo

n—-+oo n—-+o0o
et V(0) = veo
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D’aprés 'unicité d’une telle solution : U =w et V =0

Supposons maintenant que la suite (uy,,v,) admette un autre valeur d’adhérence (V, W), par 'unicité de la
solution , (V,W) = (U,V) = (u, )

On en conclut que la suite admet une et une seule valeur d’adhérence et comme {(u,,v,),n € N} est rela-
tivement compact, on a :

(tn, vy,) converge vers (u,v) uniformément sur tout compact

VteRY,  lim u(t+t,) =u(t) et lim v(t+t,)="u(t)

n—-+oo n—-+4oo

Si on suppose que u ne tend pas vers u* quand t tend vers oo , il existe K > 0 et il existe une suite (s,)
telle que lim s, = 400 et |u(s,) —u*| > K
n—-+oo
la suite (u(sy),v(s,)) étant bornée , on peut en extraire une suite convergente de limite (woo, 200) v. On aura
|weo — u*| > K
Mais d’aprés le 24.c. , on montre que ws, = u* et c¢’est donc contradictoire :

On en conclut que | lim wu(t) = u*
t——+o0

De méme dans la question 25, on a montré que v, = v*, on en déduit par le méme raisonnement que

t—l}HloorU (t) =Y
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