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Préliminaires

Soit A valeur propre de A, symétrique positive, associée au vecteur propre X € M, ;(R).

Alors X*AX = AX*X = A||X]]>. Comme || X|* > 0 (car X # 0) et X*AX > 0, on en déduit que
A > 0. A étant symétrique réelle, elle possede n valeurs propres réelles.

Donc une matrice symétrique réelle positive possede n valeurs propres réelles positives.

On montre de méme que :
une matrice symétrique réelle définie positive possede n valeurs propres réelles strictement positives.

Partie I - Norme sur M, (R)

1
I.A.. Posons , pour tout z € R", z = ( : ) St |z =1,
Tn

n 1/2 [/ n 1/2
Vi e {1,..,n}, |(Ax),| = < (Z a?k) (Zazi) = ||Li|| . En posant L; la i — ieme
k=1 k=1
llz[=1
ligne de la matrice A. Notons M = max L;.
" e 1/2
Alors ||Az|| = (Z (Ax)?) < (Z MQ) = M+/n. D’ou :
k=1 k=1
A A
sup Il Az]] a bien un sens et on peut poser N(A) = sup Az} = sup ||Az].
lef=1 llzll lef=1 llzll [lz]=1
A A A
Pour z # 0, — est de norme 1 et '_x = | Az] < N(A). Donc supM existe et vérifie
H | ] ] a0 |||
A A A
sup IA=] < N(A) (car sup IAz]] est le plus petit des majorants des M)
w20 |l w20 ] ]
A A A
Si|lz]| = 1, | Az] < | Ayl = N(A) = sup ||Az|| < sup | Ay] (la encore par définition de la

1 lall=1 w0 |yl
borne supérieure). D’ou :

A
N(A) = sup —H |
w0 ||z

D’ou l'inégalité Vo € R", ||Az| < N(A) ||z]|.
[.B.

e Soit A € M, (R). Si N(A) = 0, pour tout z € R", ||Az|| = 0 & Az = 0. I'endomorphisme
canoniquement associé a A étant nul, A = 0.

e Soit Ae M, (R)et A eR.

Alors pour tout  de R™ de norme 1, |[(AA) z|| = || ||Az| =
sup [[(AA) zl| = |A| sup [[Az] et N (AA) = [\| N (4)

[lll=1 [lzll=1
o Soient A et B € M, (R). Si ||z =1, |(A+ B)z| = | Az + Bz| < ||Az| + || Bz|| < N(A) + N(B)

D’ou N(A+ B) < N(A) + N(B) (N(A + B) est le plus petit des majorants des ||(A + B) z|| pour
2]l = 1)
On a montré que N est une norme sur M, (R).

En outre Vo € R™\ {0}, [lz] = 1 = |(AB)a] = [ A(Ba)|| < N(4)||Ba|| < N(A)N(B)
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D'ou :

[N(AB) < N(A)N(B)

0

I.C. Posons z; = 1| ey (pour i = 1..n). L’on a ||z;|| =1 et
0

[e1s s en) || = ||eil] < N ([ery ...y ) - Done :

N (o) = s ]

I.D. D’apres 1.C., N([0,...,0,v]) > |jv]|.

Tn UnZn Un
Dot [[[0, ..., 0, v] || = [zn] [[o]l = [[[0, ... 0, v]z] < o] (car [z,| < [lz] = 1)
Donc N ([0, ...,0,v]) < ||v|| et :

T V1Tn 1
En outre si x = . est de norme 1, [0,...,0,v]z = . =z, | - = T,V.

V(0. .., 0, v]) = [|v]]

LE. (A*A)" = A*A=A*A € S, (R) (ensemble des matrices symétriques réelles)
VX € Mu1(R), X*(A*A) X = (AX)" (AX) = |AX|* > 0. Donc A*A >0 et :

[A* A est symétrique positive]

Notons A1, ..., A les valeurs propres distinctes de A*A et Ey, ..., E, les sous-espaces propres respectifs

p
de A*A. Soit X € M,,1 (R) de norme 1. Posons X = > X avec X;, € Ej. On a alors :
k=1

JAX|| = VXA AX = /(X, A AX)

- (5 Er)

p
S A || Xk|]? (car les Xy sont 2 & 2 orthogonaux)
k=1

< VoA A) z IXilP = Vo (A A) | X = /2 (AA). D'oi :
N (A) < Vo (B A)

Soit X vecteur propre de norme 1 associé a la valeur propre /o (A*A) de A*A. Alors :
JAX|| = VX*A*AX = /(X, A*AX) = /o (A*A) || X|| = \/o (A*A). Dot :
0(A*A) < N(A). On a montré :

N(A) = Vo (A A)

L.LF. Vérifions que la norme d’une matrice A symétrique réelle est égale a A g‘la)%A) |A| = 0(A). Notons
€Spec

A1, ..., Ap les valeurs propres distinctes de A et Ey, ..., E, les sous-espaces propres associés.

p
Soit X de R™ de norme 1 et posons X = > X, avec X} € E.
k=1
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[AX] =

p
= [ 3 A2 || Xk|]? (daprés le théoreme de Pythagore)
| k=1

< o(A), [ 32 X = o(4). D'oit N(4) < o(4).

Soit X de R™ de norme 1 associé a une valeur propre A de plus grande valeur absolue.
Alors ||AX|| = [[AX]| = o(A) || X|| = 0(A). D’ou N(A) > o(A). Ce qui prouve : N(A) = o(A)

En particulier : N(A*A) = o(A*A)
Comme g(A*A) = N(A)?, on a montré :

VA e M, (R), N(A"A) = N(A)]

Partie II - Conditionnement
ILLA. Posons VA € M, (R), |4, = ‘r?lax }|a,~j|. Alors || ||, est une norme équivalente a N car
1,)€ n

-----

M,, (R) est de dimension finie. d’ou Ja > b, |l < aN.
On en déduit que si A € M,, (R) et N(A) < 1, Vk € N,
| A||, < aN(A*) < aN(A)*, ce qui montre que Vi, j € {1,...,n},
’ (Ak)z j’ < aN(A)* et donc que (A"“) tend vers 0 et que > (A"“) ;; estune série numérique absolument
’ k>0
convergente. D’ou :

m
Vi,j €{1,...,n}, (Z (A"“)ij) est une suite convergente, ce qui montre que :
k=0 ’

la suite (Z A"“) = (S;) converge vers une matrice U.

L'on Vm e N, (I, — A) S;, = Si (I, — A) = I, — A™"L. En faisant tendre m vers +oo, on obtient :
(I, —A)U=U((I,—A) = 1,. Dot -

+oo
I, — A est inversible et (I, —A) ™' =U = 3 A*
k=0

ILB. A(I, — A (A~ B)) = A— (A— B) = B. Donc :
A'B=1,— A" (A-B). Or A"'B n’est pas inversible, d’on 3Y € R"\ {0} tel que A™'BY =0 et
Iyi=1
Onaalors A'BY =Y - A (A-B)Y =
AN (A-B)Y =Y =
[ A (A=-B)Y[[=|Y]|=1=
N(A_l(A—B)) >1=
1< N(A Y (A-=B)) < N(A )N (A - B) (ce qui montre que N(A — B) est non nul)
D'ou N (A) <N (A)N(A_l)N(A —B)=

N (4)
N{A—B) < cond(A)

II.C. A— M = [e1,¢ay ..., Cn1,0(cn)] 5 o1 pleyn) € Vect(cy,ca, ..., Cn1), done (cq, ¢, ..., cn_1,p(cy)) est
liée et A — M n’est pas inversible
D’apres la question précédente, en posant B = A — M, 1’on a :

N(A) - el
condld) 2 087 2 ol

(en utilisant les questions I.C. et 1.D.); Donc :
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cond(A) > feal]
o]

Partie IIT - Matrices de type VDM

[ITA Par définition, p(X™ 1q) réalise le minimum de la distance de X" 'q & H. D’ou :
IX"" g = p(X" )| = min [|X"" g — u| =

Vu e H, [ <[[X"q—ul]

Soit P € R,_; [X], unitaire; alors P = X" ! + Q ott Q € R, 5 [X] et, si 'on désigne maintenant par
X la matrice diag (x1, ...z,) :
CIP(X)gll = [1X" g — (=Q) (X)gll . Or (=Q) (X)q € Vect (¢, Xq, ..., X" ?q) = H et d’apres la ques-
tion précédente :

l[o] < [[P(X)q]]

II1.B. L’on a vu, dans la question II.C. que, comme A € GL,, (R) :
el

cond(A) > Tl ou ¢1, ...c, désignent les colonnes de A, p est le projecteur orthogonal sur Vect(cy, ..., ¢—1)
v
et v=rc, —p(cy). Ici ¢ = q et Vect(cy,...,cn 1) = H = Vect(q, Xq, ..., X" 2q). D’ou :
el lall . L
cond(A) > > ou P € R, [X], unitaire.
[oll — [[P(X)q
Or ||P(X)q|| < N(P(X)) |lq|| (d’apres L.A.) et P(X) # 0 (car sinon X" 'q € H et A ¢ GL, (R)).
1
Donc cond(A) > ————.or N(P(X)) = max Al (questionl.F.
() yoprgy o NP = _max N (9 )
P(z1)
En outre, P(X) = : et Spec(P(X)) = {P((x1), ..., P((xn)} -
P(z,
Donc : max Al =max {|P((z1)], ..., |[P((xn)|} < sup |P(z)|car xq,...,z, € |—1,1].
e W = mas P P} € sip (P ear a1,z € -1
On a donc montré :
d(A) > !
con >
sup | P(z)]
z€[—1,1]

III.C. L’on a bien VO € R, Ty (cosd) = 1 et T (cos @) = cos 6
Supposons que, pour k € {0,..,n},n > 1, V0 € R, T} (cosf) = cos kf (hypotheése de récurrence).
Alors V0 € R, T,11 (cos ) = 2cos x T, (cos @) — T;,—1 (cos 0)
= 2cosf x cosnf — cos (n — 1) 6
(cos(n+1)0+cos(n—1)0) —cos(n—1)0
cos (n + 1) 0 et la propriété est donc vraie au rang n + 1. Donc :

V0 € R, Vn € N, T}, (cosf) = cosnf|

Soit € [—1,1]; posons # = arccosz < x = cosf et § € [0, 7] .
On a alors T, (z) = T, (cos ) = cosnf = |1, (x)| < 1. L’on a montré :

VneN, sup |1,(x)] <1
z€[—1,1]

III.D. L’on a d°Ty = 0, d°T7 = 1. Une récurrence simple montre que d°7;,, = n.
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Le coefficient dominant de T} est 1. Une récurrence simple montre que le coefficient dominant de T},
est 2! pour n > 1.
Donc :

Vn € N, d°T,, = n et Vn € N, le coefficient dominant de T,, est 2" ']

Ty . o X
2n_21 est de degré n — 1, unitaire. Donc, d’apres II1.B. :

> 2"2 (d’apres I1.C.)

III.LE. D’apres la question précédente,

cond(A) > )

sup on—2

z€[—1,1]
On a montré :

lcond(A) > 2"

Partie IV - Matrices de Hankel

IV.A. Notons by, ..., b, les colonnes de B. Elles forment une base b de R".

En utilisant le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, on sait former une base ¢ = (q1, ..., q) or-
thonormée telle que Vi € {1,2,...n}, Vect (by,...b;) = Vect (q1,...q;) -

Soit @ la matrice [q1, g2, .., ¢n) . Alors g orthonormée < @ orthogonale.

Si l'on pose e = (ey, ..., €,), B est la matrice de passage de e a b, @ est la matrice de passage de e
a q et Q! est la matrice de passage de ¢ & e. Donc BQ~! est la matrice de passage de ¢ & b. Posons
R = BQ™'. Alors R est inversible car c’est la matrice de passage de ¢ & b.

La i —iéme colonne de R est formée des composantes de b; dans la base q. Comme Vi € {1,...,n}, b; €
Vect (qu,...q;) , R est triangulaire supérieure. Donc :

IB= QR avec @ € O(n) et R triangulaire supérieure inversible|

Ao (0)

IV.B. On sait qu'il existe P € O(n) telle que A’ = P*AP = ( : et comme A est définie
0) A

positive, Vi € {1,....n}, A\; > 0.

Var o (0)

(0) VAn
Posons B = PB'P*. Alors B* = B et :

|A = B*B avec B € GL,, (R)]

Posons B’ = ( ) € GL, (R). Alors A = PA'P* = PB”?P* = PB'P*PB'P*.

D’apres IV.A., il existe @ € O(n) et R triangulaire supérieure inversible telles que B = QR. D’ou :
A=RQ*QR = R*R (car Q7' = Q*).

Donc :
IA = R*R avec R triangulaire supérieure inversible]
1 T14 715
IV.C. L’on a Vi, j € {1,....,n}, (¢, ¢c;) = -y < m ; T;‘j >
(0) (0)
1 min(i,j)
= X ThiTk-

1 k=1
min(s,5)

n
Or A= R*R; dou Vi,j € {1,...n}, aij = qisjo1 = D ThTkj = 2. Tkilkj. donc :
k=1 k=1

Vi, j e {l,...,n}, (¢, ) = 2‘
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N . Qitj Qitj .
Dot : Vi,j € {l,....,n—1}, {cit1,¢;) = ,,,Tj et{c;, ¢jy1) = ,,,ij ce qui montre :
11 11

IVZLJ = {17"'7n_ 1}7 <Ci+17cj> = <Ci7cj+1>|

IV.D. R étant triangulaire supérieure et inversible, r;;' R Iest aussi :
-Vie{l,...,n—1},¢; € Vect (e1,...,€n-1)

- ses colonnes cy, ...c,_1 sont linéairement indépendantes

Comme dim Vect (e, ...,en—1) =n —1, (c1,...c,—1) est une base de Vect (ey, ...,e,-1) et

Vect (c1,...,cn1) = Vect (eq, ..., en0-1)

IV.E. On a donc (cy, ..., ¢y—1, €,) est une base de R™.
Analyse : si 'on désigne par T' I'application associée a la matrice T, on a T'(¢1) = co, T(c2) = c3,
T(ch1) =cpetVie{l,...n—2}, (T(e,),c;) = (T*(en), )
=elc
=efci1 =0 car e, € Vect (cq, ..., cn_l)l
Donc T(e,) € Vect (c1, ..., cns)™ = Vect (eq, ..., en_s)" = Vect(en_1, €,). On peut donc poser :
T(en) = Nep—1 + pen.
On a alors :
(T'(en), cn1) = (Aen—1 + pen, cn1) = A(en-1,cn-1) et (T*(en), cn1) = (en, T (cn-1)) = (€n, Cn)
Dot A = emn)
€n—1, Cn—1>
Enfin : (T'(en), e,) = p et (T*(en), en) = (en, T'(en)) = p
Synthese : soit 7' ’endomorphisme de R™ défini par :
T(c1) =cay..., T(Cp-1) = n, T(ey) = Men_l (j’ai choisi u = 0)
<€n—17 Cn—1>
-1

n
Posons pour tout x € R™, & = > A\rc + Apey,. Alors :
k=1

(T'(en), ) = <T(en), :ii AuCr + )\nen> = :ii Me (T (en) , i) + A (T (€n) , €n)

— )\n—l <Men_l’ Cn—1> + )\n <Men_l’ €n>
<en—17 Cn—1> <€n—17 Cn—1>
= )\n—l <€n7 Cn>

(T*(en), ) = <en, :ii AT () + )\nT(en)> = :ii Ak (€n, Chr1) + An (en, T'(€n))

An—1 (€ns Cn) + A <en, <<€"’70">en_1>
)

- €n—1, Cn—1>
= An—1 <€n7 Cn
D’ou Vo € R™, (T'(ey),x) = (T*(en), x) = T'(e,) = T*(en)

On a donc montré :

BT € M,,(R) telle que Vk € {1,....n — 1}, T(cx) = ¢ et T(en) = T (en)]

IV.F. On a alors rl_llR = [c1,¢a, ..., ¢ avec ¢; = €1, co = T'cy = Tey et par une récurrence simple :
ey =T" ey = TFtey pour k € {1,....,n}. Donc :

|T1_11R == [617 T€17 ceey Tn_1€1]|

On a alors : A ‘
Vi, j € {0,...,n =2}, (T (1" (e1)),T7(e1)) = (T (ci+1) , ¢j41) = (Cit2, Cj41) et
<T* (TZ (61)) ,Tj (61)> = <Ci+1, T (Cj+1)> = <Ci+1, Cj+2> D’aprés IVC,

Vi, j€{0,...n=2}, (T(T" (1)), T7(e1)) = (T* (T" (1)) , T (e1))
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IV.G. Une base de R™ est (e1,Tey, T%e1,....,T" 2e1,e,) = (f1, ..., fn). L'égalité précédente traduit
’égalité des valeurs des 2 formes bilinéaires (z,y) — (T'z,y) et (x,y) — (T*z,y) sur les couples (f;, f;)
pour i,j <n — 1. Calculons pour i <n — 1, (T*f;,e,) = (fi, Ten) = {fi, T*e,) (L’apres IV.E.)

::<71ﬂ7€n>

Enfin (T*e,, f;) = (Te,, f;) pour tout ¢ < n (d’apres IV.E.)

Donc les 2 formes bilinéaires (z,y) — (T'z,y) et (z,y) — (T™z,y) sont égales sur tous les couples
(fi, f;) pour i, j < n. Elles ont donc méme matrice dans la base f et sont donc égales. D’ou :

Ve, y e R”, (Tx,y) = Tz, y)

IV.H. L’égalité précédente équivaut a Vr,y € R™, (Tx,y) = (x,Ty), ce qui signifie que :

[I" est symétrique]

X1 (0)
IV.I. T étant symétrique, il existe @ € O(n) telle que : Q*T'Q = ( . ) =

(0) Ln
( z1 - (0) ) ( ak(0) )
T=0Q . Q*. On aalors : Vk € {0,....,n— 1}, T*e; = Q Q*e; et, si 'on
(0) Ln (0) xﬁ
(o )
pose ¢ = r11Q%e; et X = ) ,
(0) Tn

[er, Tey,...,T" e1] = rQq, Xq, ..., X" q]. Dot :

IR = QB avec B =[q, Xq, ..., X" !q], matrice VDM et () matrice orthogonale]

IV.J. Montrons tout d’abord que pour une matrice non nulle C'; N(C) = N(C*)
N(C*C) = N(C)> < N(C*)N(C) = N(C) < N(C*) (N(C) > 0)
N(CC*) = N(C*)? < N(C)N(C*) = N(C*) < N(C) (N(C*) > 0)
Donc N(C) = N(C*)
Cela est évidemment encore vrai si C' est nulle.
D’apres les questions précédentes, A = R*R = B*Q*QB = B*B ou B est VDM. On a alors :
cond(A) = cond(B*B) = N(B*B)N(B~'B*') = N(B)2N(B*")? (d’aprés LF.)
= N(B)2N(B™1')? (d’apres la remarque précédente); Donc, cond(A) = cond(B)? >
2

V35) gm0 (car B est VDM)

8

J’al montré :

lcond(A) > 3.2"7Y|

L 1
IV.K. Le produit scalaire a pour matrice dans la base (1, X, ..., X"1) (fol t’_ltj_ldt) - (7)
1<i,5<n 1+7—1
H,,. C’est une matrice de Hankel.

ao n—1
D’autre part, si X = ( ) #0, X*H,X = (P,P) ot P =Y axX* et X*H, X = [ P2(t)dt > 0
Ap—1 k=0
car P? est une fonction positive continue non nulle.

D'ou :

|H,, est une matrice de Hankel définie positive]

e o ole oo oje ole ole ole oo oje ole ol oo ole ele e
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