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€COLE CENTRALE CES ARTS ET :4,4NL!F>CÏUI?ES ECOLE SLJPEEIELRE C ELECTRICIT ,  
ECOLE CENTRALE 3E LYON ECOLE SCIPER;EURE D 'OPTIQUE 

Concours d bdmissi=r? 1384 
**.. 

MATHEMATIQUES i 1  
( 4  pcc3s dcctyloSrcghi6es) 

Dons tout le problhme, EG e s t  un espcce affine euclidien crient4 de dimen- 
- 4 -  

sion 3, muni d'un repdre orthonorm6 directfi= (O ; i , j , k 1 .  ydésijne !a 

surface formée des points de E o  dont les coordonn6es ( x ,  y, z )  Far rcppor r :  h 

v6rifient 1'6quation xy - z = O ; le picn (O ; i, j )  d'équatian L = O est note n. - 4  

La partie I I I  peut .être abordée ind6pendamment des précédentes. 

PREMIERE PARTIE 

On étudie dans cette partie l'ensemble S des points M d e n  possédcnt la 
propriété suivante : i l  existe quatre points A .  B. C. D apparteaant a T'et tels 
que ABCD soit un carré de cÔt6 2 n e t  de centre M. 

1') Soit M un point d e n  d n  coordonnhs (x, y, O) dans R, et A et C deux points 
de 
sur les composantes ( z, 8, y )  du vecteur MA sur la bcse Ci, J, FI, les points 
A et C sont-ils taus deux sur T? 
Montrer que, si M appartient h 5, le vecteur F = - yi - x j  + k est orthogonal au 
plan du carré. 

2.) Montrer que pour tout t r 6 e l  le point M d&fini par @hi = t i  appartient d S. 
Donner en fonction de t les coordonn6es des somets du ou des carrés ABCD corres- 
pondant au point M. Construire Les projections sur les trofs plans (O ; 1, j ) ,  
(O ; r, FI, (O ; 7, c)  de l'ensemble des sommets des car rks  cinsi obtenus lorsque 
t decrit W (on ne cherchera pas le sens de conCavit6 des courbes btudi6esl. 

Eo, symhtriques par rapport d M. A queLles conditions, portant sur (x, y )  et 
- - Y  

.4 - 0 -  

+ - 
* -  

3') Soit M un point d e n  , distinct de l'origine, et ( r ,0  1 un systame de coar- 
donnees polaires de M par rapport à (O ; y, 71, l'axe polaire dtant (O ; f) et 
r Ctant positif. 
On pose ; 4 * -  

( -  r sin 0 i - r cas 8 j + k )  1 
K =  

GX 
ü = cos 8 I - sin e 

0 4 0  

a) Déterminer, pour 9 d e l  donné, les composantes sur (i, j, k )  du vecteur - O 4 

1 = cos 9 U + sin Q V 

b )  Trouver une relation de la forme : 
(1)  
donnant une conditfcn necessaire et suffisante pour que le point N defini par 

R I ( ' )  s i n 2 0 +  R2(r) sin28 cos 2 9 +  Rg(r! cos 2 0 s i n  2 9 =  O 

t.G = 27 appartienne d 9 . 
c l  r et e Qtant fix6s, la relation ( 1 )  devient alors une équation en c p .  A que!le 
condition, portant sur r et 9 ,  existe-t-il un r 6 s l  Q,tel que cette Bquation 

3 E  7 2 ,  v o + n , q 0  + - 2 
admette les quatre solvtions Q o , Q o  + - A 

d) OBterminer l'ensemble S. Un point M de S étant donné, combien de c a r r e s  solu- 
tions lui correspondent-ils ? 

*rtr/.t* 
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4") On reprend les notations de la troisième questisn. On surpose de p l u s  çue 
r sin 20 f O 
la relation ( 1 )  Bquivaut à la relation : 

et que 13 condition trouvhe au I3"c est réalisée. Montrer qu'clcrs 

( 2 )  cotg 29 = k cotg 2 0  

2 J 2  
OÙ k = - .  3 

2 J T .  5') On pose toujours k = - 
3 .  

a )  Montrer qu'il existe une et une seule fonction 0 définie et continue sur 
telle que 0 ( O )  = O et v6rifiant,pour tout x tel que cotg î x  existe,la relation : 

R ,  

cotg (2 @ (x)) = k cotg 2x 

Pour tout m 6 1, on explicitera 

decrit l'intervalle ]m - , 
b )  Montrer que la fonction x v@ ( x )  - x est phriodique. Etablir que 6 est conti- 
nûment dbrivable a u r R  et calculer cD'(x) ; prbciser l'intervalle dbcrit par @'(XI 
quand x d6critR. Construire la courbe repr6sentative de @ ,  en précisant sa con- 
cavitb. 

c) Donner une valeur approchh par excas à 10'3 pr&s de la borne supérieure de 

(x), à l'aide des fonctions usuelles, lorsque x 
x (m + 1 )  2- c .  
2 2 

1 @(XI - x 1 quand x decrit R. 

DEUXIPM PARTIE 

Dans toute cette partie, on pose, pour tout t 6 (R, t dBsignant le temps : - -. -. 
OM (t) = cos t i + sin t j 

-. - -  1 K' (t) =-  ( -  sin t i - cos t j + k )  0 -  - ü (t) = cost i - sint j 

v' (t) = Z (t) A 
I (t) = cas (O (t) 

T ( t )  = Z (t) A Ï (t) 

Ü (t) - ü (t) + sin 0 (t) 7 (t) 

la fonction 4 btant celle definie en 1 5". - - -  
Soit l'espace affine euclidien lié au repire (M ; 1 ,  J, K )  dont la position 

-. - -. 
par rapport b b chaque instcnt t est le repere (M( t) ; I (  t) , J(t 1 ,  K( t) 1 .  On 
se propose 1'6tude de quelques propri6t6s du mouvement de par rapport b zo. 
1') Montrer que ce mouvement est le seul mouvement par rapport b E  d'un espace 
affine euclidien v6ri fiant les proprietes suivantes : 

- il existe un point M 116 b €dont la position dans 

- il existe un carrb ABCD lie b E ,  de centre M, de cÔt6 2 -  tel que les positions 

O 

est b chaque instant t 
le point M (t) d6fini ci-dessus 

dans de ses sommets soient b chaque instant sur y. 
O 

2') Soit z l a  droite ( M l  z) de E. Montcer que les points de J ont des trajectoires 
planes et en pr6ciser la nature. 

3') Montrer qu'd chaque instant t le vecteur rotation instantcnée il (t) du meuve- 

ment est une combinaison linéaire de k et K(t1, dent on prCcisera les coefficients. 

4') 

intersection avec n .  Ecrire une Bquaticn cartésienne de A (t) dans le rep4re 
(G ; i, j ) .  

4 - -. 

c) Soit C ( t )  la position d l'instant t du plcn d u  carre A8CD et A ( t )  son 

- 0  

b )  Montrer que,  parTi les points de €qui sont sur A (t) b l'instant t ,  i l  
en existe un et un seul dont le vecteur vitesse p1 cet instcnt soit parall&le d 

C ( t ) .  Quelles sont les coordonnées dans ( O  ; i .  j )  de la position Q(t) de ce 
point de F 2 

- . -  
a * & /  



c )  Quand t dBcrit P ,  G ( t )  décrit une courbe d u  plcn ; la construire. 
Montrer que A (t) est la tangente en Q ( t )  à cette cautba .  Lc d6finitisn de C i t )  
perrnettcit-elle de prbvoir ce résulto: ? 

TROISIEME PARTIE 

Gans cette partie, on &tudie une cporaximation d u  mcuvement de [vu dcr!s la 

On pose pour tout t E IR : 

pcrtie I I ,  fondee sur  l'idée que @ (t) est "peu diffCrent" de t ( c i .  1 5"c). 

4 + OS (t)  =.cas c i + sin t j 

- n + e 

-. - 4  1 - 
< (ti = - ( -  cin t i - cos t j + k )  

U (t) = cos t i - sin t j 

V (t) = K (t) A Ü (t) 
-. -.. 

-. 4 - 
I,(t) = cos t V(t) + sin t V (t) 

- - -  
. Soit f ,  l'espace affine euclidien l i e  au repere (M : i , ,  J , ,  K I  dont la - - -  

position par rapport b E o  b chaque instant t est le repere (M(t ) ; I , ( t ) , J , ( f ) ,K( f ) )*  

On Btudie le mouvement de f l  par rapport d 6 .  
- - - .  -. 

1") Calculer les composantes sur (i, j, k )  du vecteur rotation instantanee Q l ( t )  
de cc mouvement b l'instant t. 

2') Montrer qu'il existe b tout instcnt t un axe instantone de rototion et glis- 
sement d(t) ; donner une reprbsentaticn parcm6trique de d(t) dans fi. 
3*) Dkterminer l'intersection avec chacun des deux plans d C f i n i s  d a n s  'R 
par les Bquations y = x et  y = - x de la surface 2 engendrde dans 
quand t dbcrit IR. 

E, par d(t) 

€ dont les positicns ~ ~ ( t ) ,  ~ , ( t ) ,  c 1 ( t ) ,  4 O )  Soit A , ,  B 1 ,  C i ,  D 1  'les points de 1 

D,(t) ?i tout instant t vérifient : 

a) Cclculer en fonction de t les coordonnées (X(t). Y ( t ) .  Z(t)) du point Al(t) 

dans R. Construire la projection orthogonale Y sur le plan n de la trajectoire 
r de A l .  Etablir 

pourra utiliser le 

5 )  Calculer 1 0 - ~  
I x w  Y(t) - Z(t) I 
c )  Ccmment les tra 

'invariance de Y dans une rotation que L'on préciserc ; on 

nombre complexe X ( t )  + i Y ( t ) .  

pres par cxcAs 10 bcrne supérieure lorsque t décrit IR de 

ectaires da g l ,  C 1 ,  O 1  se déduisent-elles de r ? 


