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ECOLE CENTRALE CES ARTS ET MANUFACTURES ECOLE SUPERISURE D ELECTRICITE
ECOLE CENTRALE DE LYON €COLE SUPERIEURE D OPTIQUE

Concours d Admissicn 1984
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MATHEMATIQUES 11 M }i

{4 pagas dactylogrephiées)

Dens tout le probléme, Ec est un espcce affine euclidien crienté de dimen-
sion 3, muni d'un repére orthonormé directR= (0 ; i , 1, k). i)désigne la

surface formée des points de Eo dont les coordonnées (x, y, z) por rcopgort & ]

- -

vérifient l'équation xy - z = 0 ; le plen (0 ; i, j) d'équation z = 0 est noté Il

Lo partie Il peut &tre gbordée indépendamment des précédentes.

PREMIERE PARTIE

On étudie dans cette partie l'ensemble S des points M de[1 possédcnt la
propriété suivante : il existe quatre points A. B, C, D opparteront & at tels
que ABCD soit un corré de cdté 2V 2 et de centre M,

1°) Soit M un point de [l d2 coordonnées (x, y, Q) dans R, et A et C deux points
de Eo/ symétriques par rapport & M. A quelles conditions, portant sur (x, y) et
sur les composantes ( z, g, Y) du vecteur MA sur la becse (:, T; E), les points

A et C sont~ils tous deux sur %2

g -

Montrer que, si M appartient & S, le vecteur F=- yi - xj + K est orthogonal cu
plen du corré.

2®) Montrer que pour tout t réel le point M dé&fini par M = t1 gppartient & S.
Donner en foncticn de t les coordonnées des sommets du ou des carrés ABCD corres-
pondant au point M. Construire les projections sur les trois plans (0 ; T, T),
(0: 71, K, (0; 7, K) de l’ensemble des sommets des carrés cinsi obtenus lorsque
t décrit R {on ne cherchera pas le sens de concovité des courbes étudiées).

3°) Soit M un point dell , distinct de l‘origine, et (r, 8) un systéme de coor-
données polcires de M par rapport & (0 ; T, 7), l’axe polaire &tant (0 ; i) et
r étant positif.

On pose

1
Vr2+ 1
U = cos 8 T - sin @ T

V=ZAG

a) Déterminer, pour @ réel donné/ les composontes sur (i, j, k) du vecteur

K (- r sin©® 1 -r cos 8 T+ %)

[}

- -

Il =cos o U + sin @ V

b) Trouver une relation de la forme ;
1§D Ri{r) sin28 4+ Ro(r) sin28 cos 29 + Ralr) cos 20sin 29 =0
donnant une conditicn nécessaire et suffisante pour que le point N défini par

MN = 2T appartienne &

c) r et © étont fixds, la relation (1) devient alors une égquaticn en 9. A que!lle
conditicn, portant sur r et B8, existe-t-il un réel ?,tel gue cette é&quation

. " 3 T
admet . —_— R ?
te les quatre solutions LR 5= Pt M, 0+ 3 L

d) Déterminer l'ensemble S. Un point M de S étant donné, combien de carrés solu-
tions lui correspondent-ils 2
vl’t/.cc
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4°) On reprend les nototicns de la troisiéme question. Cn sucpose de plus gue
r sin 206 # 0 et que la condition trouvée cu 13°%c est réalisée. Montrer qu’clers
lg relation (1) équivaut & la relction

(2) cotg 2§ = k cotg 29
2V2 |

5°) On pose toujours k = 2312

o) Montrer qu’il existe une et une seule fonction ¢ définie et continue sur R,
telle que ¢ (0) = 0 et verlfxcnt pour tout x tel que cotg 2x existe, la relation

cotg (2 ® (x)) = k cotg 2x
Pour tout m € Z, on explicitera @ (x), & l’'aide ces fonctions usuvelles, lorsque x
décrit l'intervalle Im -%-, (m+ 1) 2.
b) Montrer que lo fonction x =——> @ (x) - x est périodique. Etoblir que ¢ est conti-
noment dériveble sur R et calculer ®'(x) ; préciser l’intervalle décrit par ¢’ {x)

quand x décrit R. Construire la courbe représentative de ¥, en précisant sa con-
covité,

c) Donner une valeur approchée par exces & 10-3 prés de la borne supérieure ce
®(x) - x | quand x décrit R.

DEUXIEME PARTIE

Dans toute cette partie, on pose, pour tout t € R, t désignant le temps

(t) === (- sin t T - cos t ] + k)
(t) =
(¢) =K (¢) A U (t)
(t) = cos @ (t) U (t) + sin @ () V (t)
(¢) =K (£) AT (t)

la fonction & étant celle définie en [ 5°.

ost i - sint ;

Soit £ l'espace affine euclidien lié au repére (M ; T, I, E) dont la position
par rapport & 6; 8 chagque instcnt t est le repare (M(t) ; Y(t), I(t), E(t)). On
se propose l'étude de quelques propriétés du mouvement de &£ par ropport & E

1°) Montrer que ce mouvement est le seul mouvement par rapport éf d’un espace
affine euclidien & vérifiant les propriétés suivantes

- 11l existe un point M lié a e.dont la position dons € est & choque instant t
le point M (t) défini ci-dessus °

~ il existe un carré ABCD lié & E de centre M de c8téd 2V 2, tel que les positions
dans E de ses sommets soient & chague 1nstant sur

2°) Soit zla droite (M, K) de E Montrer que les points dejont‘ des trajectoires
planes et en préciser lo noture.
3°) Montrer qu'd chagque instant t le vecteur rotation instantenée a {t) du mcuve-

-— -y
ment est une combinaison linéacire de k et K(t), dont on précisera les coefficients

4°) ¢) Seit C(t) lo position & l'instent t du plen du carré ABCD et A(t) sen

intersection avec 1. Ecrire une équaticn cartésienne de A (t) dens le repire

(C ; i/ i).
.b) Montrer que, parmi les points de £<qui sont sur A (t) & l'instant t, il
en existe un et un seul dont le vecteur vitesse & cet instent soit parclléle &

C(t). Quelles sont les coordonnées dans (0 ; 1. T) de lo position Q(t) de ce /'
point de £ ? '
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¢) Quond t décrit R, G(t) décrit une courbe du plen M ; lag construire.
Montrer gque A (t) est lo taongente en Q(t) & cette courbe. Lc définmiticn de G(%)
permettcit-elle de prévoir ce résyltat 2

TROISIEME PARTIE

Cens cette partie, on étudie une cpproximotion du mcuvement de £ vu ders lo
pertie [I, fondée sur l’idée que @ (t) est "peu différent” de t {(cf. I 5°%).

Cn pose pour tout t € R

OM (t) =cos ¢ i + sin ¢ T
K (t) = —é:(— sin t 1 - cos t ? + k)
U(t) =cos t i - sin t j
vV (t) =K (t)A U (¢t)

?‘(t) cos t E(t) +sint V {t)

.-J.](t) =K (t) A T,(t)

-Soit €1 l'espace offine euclidien lié au repeére (M ; T], T], K) dont la

position par rapport & fo d choque instant t est le repére (M(t);l,(t),?lT(F),-iz(O)-
On étudie le mouvement de E] par rapport & E;.

1°) Colculer les composantes sur (i, j, k) du vecteur rototion instontdnée a](t)
de ce mouvement 3 l'instant t.

2°) Montrer qu'il existe & tout instent t un axe instontoné de rotation et glis-
sement d{t) ; donner une représentaticn porcmétrique de d{t) dens §..

3°) Déterminer l'intersection avec chacun des deux plans de¢finis dans K
par les équations y = x et y = - x de la surface I engendrée dons £ par d(t)
quand t décrit R. °

4°) Scit A], 8], C‘, D] les points de é} dont les positions A](t), B](t), C‘(t),

D](t) d tout instont t vérifient

-

2 1,(¢)

M-/.&](t) -ME](t)

M*B](t)

"
n

- MD, (t) 2 4,(¢) .

a) Calculer en fonction de t les coordonnées (X(t). Y(t), Z(t)) du point A, (¢t)
dans 5{. Construire la projection orthogonale Y sur le plan Tl de la trojectoire
I' de A.. Etablir l'invaricnce de ¥ dans une rotation que l'on préciserc ; on

]
pourra utiliser le nombre complexe X(t) + i Y(t).

5) Calculer & 10-3 prés par excés la bcrne supérieure lorsque t décrit R de
[x(t) v(t) - z(e) ],

¢) Cemment les trajectoires de 8], C], D] se déduisent-elles de T' ?




