XLC 2012 (épreuve A)

Corrigé de Bernard Randé

1.a e Puisque dimc(M2(C)) = 4, dimg(M2(C)) = 8.

e Soit A = ﬁ fx une matrice de trace nulle. Elle est dans £ si et
seulement si ‘A + A = 0, soit
r+T=0; y+z=0.

Posons # = a +ib et y = c + id, avec (a,b,c,d) € R Les conditions

précédentes équivalent a 2a = 0 et z = —c + id. Donc
ib c+id
AEL{:)A_(—c—H'd —ib >

e De cela, il résulte que L est constitué des matrices de la forme bE —cF+dG,
avec (b,c,d) € R3. Donc £ = vectg(E, F,G) (et en particulier E, F et G sont
dans £). Vérifions que (E, F,G) est libre sur R. Si bE — ¢F' + dG = 0, alors
A=0,doncb=c+id=0, soit b=c=d =0, ce que 'on voulait montrer.

1.b 1l s’agit d’écrire le produit de matrices de taille 2, que nous donnons
ci-dessous :

[E,F]=-2G; [F,G]=—-2F; |[G,E]=—-2F.

2.a Puisque ||| - ||| est sous-multiplicative,
|\|£k||| < HANE
Uk

La série majorante est convergente (terme général d’une série exponentielle).
Comme M3(C) est de dimension finie, il est complet pour n’importe quelle
norme. La série de terme général ‘2—’; est donc absolument convergente, donc
convergente.

2.b Puisque X — P~'X P est un morphisme de C-algebres,

Ak "\ (P71AP)k
k=0 k=0
Le produit matriciel est continu. Le membre de gauche tend donc vers
P~1(exp A)P. Comme le membre de droite tend vers exp(P~*AP), on a I'égalité
P~ l(exp A)P = exp(P~LAP).
2.c On a




puisque T+ T'(i,7) est un morphisme de C-algebres sur ’algebre des matrices
triangulaires supérieures. Par passage a la limite,

(exp A)(i,1) = exp(A(i, 1)) = e™i.

2.d Puisque x4 est scindé dans C, A est triangulable. Il existe donc P €
GL,(C) et T triangulaire supérieure telles que A = P~!TP. D’aprés 2.b,
exp(A) = P~ Y(expT)P. Donc

det(exp A) = det(expT) = [ [(exp T)(i, i) = Hexp(T(i, i)

K2

d’apres 2.c. Donc

det(exp A) = exp(z T(i,4)) = exp(trT') = exp(tr A).

3

3.a ¢ Si A € Uy(C), |det A]> = 1. Donc Uz(C) C GLy(C). Montrons que
U3(C) est un sous-groupe de GL2(C). On appelle « unitaires » les éléments de
U3(C). On a I € U2(C). Si A et B sont unitaires,

Y(AB)AB = 'B'AAB = 'BB = I,.
Enfin, si A est unitaire, A = (*A)~! et donc
t(Ail)Ail =L < (tA)il(Z)il =L < 1, =1,

Donc A~1 € Uy(C).
e Puisque det : Uy(C) — C* est un morphisme de groupes, son noyau SUs(C)
est un sous-groupe de Uy(C).

4. ¢ Soit A = ( _aB 2 ), ot |a|? + |b]? = 1. Le calcul montre que

'AA = .

Comme det A = |a]? + |b]?> = 1, A € SUL(C).
e Soit réciproquement A € SU(C). Posons A =

[ d b
()

Par conséquent, 1'égalité A—1 = ‘A entraine que

Ccl > . Comme det A =

[SHES

Il en résulte que



avec la condition supplémentaire que |a|?+|b|?> = 1, due & la condition det A = 1.

5.a Posons < X,Y >:= !XY. Il s’agit d’un produit scalaire hermitien
(linéaire & gauche, contrairement aux conventions du programme : victoire!), et
la norme associée est la norme hermitienne préconisée par I’énoncé. Si M X =
AX, alors < MX, X >= X < X, X >. D’un autre c6té, pour tout Y,

< MX,Y >='X'MY ='XM 'Y =< X, M~V > .
Si 'on applique cette égalité a Y = X, on obtient que
A< X, X >=< MX, X >=< X, A\ X >=1 ' < X, X >.

Comme X # 0, < X, X ># 0 et on obtient que A = \~1, soit |\|? = 1.
5.b Supposons < X,Y >= 0. Alors

0=A1<X,Y >=< M XY >=< X, MY >

et donc ' XMY =0.

6.a Soit M € SU;(C). Soit X un vecteur colonne propre de norme 1, associé
a la valeur propre A\; (xas est scindé dans C). Son orthogonal pour < -,- > est
de dimension 1. Soit X5 un vecteur de norme 1 dirigeant cet orthogonal. D’apres
5.b, M X5 est orthogonal a X7, donc colinéaire a X5. Posons M Xo = A3 X5. Soit
Q@ = [X1, X3]. Cette matrice est dans Uz(C) car c’est la matrice de passage de
la base canonique & la base orthonormée (X7, X3). En particulier, | det Q| = 1.
Considérons alors R = [aX1, Xo]. Alors det R = avdet ). Choisissons « de sorte
que det R = 1, c’est-a-dire oo = ﬁ. On a |a] = 1, et donc la famille (aX1, X2)
reste orthonormée. Donc R € SU(C). De plus, la matrice de ’endomorphisme
canoniquement repéré par M est diag(A1, A2) dans cette base. Puisque |A{| = 1,
on peut poser A; = e’ et alors Ay = e~ car det M = 1. De plus, on a ’égalité
diag(e?, e~%) = R™!M R. La matrice P := R~! € SU,(C) répond & la question.

6.b e L’implication (ii) = (i) provient de ce que deux matrices semblables
ont méme trace.

e Nous dirons que R est conjuguée & S dans SU3(C) lorsqu’il existe P €
SU,(C) telle que R = P~1SP. Cest une relation d’équivalence, comme toujours
dans un groupe. Posons t := tr R. D’aprés 6.a, R est conjuguée dans SU3(C) &
une matrice de la forme D(f) := diag(e??,e~%). On a alors t = 2cos . Donc ¢
est unique au signe prés et modulo 27. Sitr S = ¢, S est conjuguée soit & D(0),
soit & D(—0). 1l reste & montrer que ces deux matrices sont conjuguées dans
SU>(C).

Or G7'D(0)G = D(—0), et G € SUx(C). Cela permet de conclure.

7.a On a, puisque A et B commutent,

1 ; Al B¥
k=



Par conséquent,

AT B* 1 Al BF Al BF AJ BF
Q-T2 5(A+B) = > TR DT s X TR

i ]
j<n I k< i<n g jkn I (j.k)ETn

ou T,, est la différence ensembliste entre le carré {(j, k) € [0,n]°} et le triangle
{(j,k) ; j+ k < n}. Notons que le carré contient le triangle.
Il en résulte que

J k j k
I A 5 - S atiie Y MERIZIE

j<n Y k<n I<n (4,k)ETy

par sous-additivité et sous-multiplicativité de la norme d’opérateur (et positivité
des coefficients).

On peut faire le méme calcul en remplacant A par a := |||A]|| et B par
b :=|||B||| : ce sera donc un calcul dans R. On obtient que
a’ bk 1 B — a’ bF _5
(D)~ 2glatd'= > S =dn
j<n k<n I<n (k)T

Mais le premier membre de I’égalité ci-dessus tend vers e®e® — e+t = 0.
Donc §,, — 0 et, finalement

(ZATJ)(Z %f) —Z%(AJrB)Z —0.
j<n k<n I<n
Par passage a la limite, compte tenu de la continuité du produit matriciel,
(exp A)(exp B) = exp(A + B).
7.b Soit A € L. Puisque A = —A, ['A, A] =0 et donc
I, =exp0=exp(A+ A) = (exp'A)(exp A4).

Puisque ! est un morphisme de C-algebres sur C[A] et qu'il est continu sur
M;3(C), on a exptA = ‘(exp A). De méme, puisque la conjugaison complexe est
un morphisme continu de R-algebres sur Mo (C), exp A = exp A. Il en résulte que
exp A € Up(C). Comme detexp A = exptr A =1 d’apres 2.d, exp A € SU;(C).

7.c Soit M € SU(C). D’apres 6.a, il existe P € SU3(C) et 6 € R tels que
M = P71D(9)P. Or D() = exp(PE). Donc M = exp(§P~1EP) d’apres 2.b.
Mais X := 0P 'EP c L,cartr X = 0tr E =0, et

X+ X =0"PE"(P™")~ P-1EP)=0

puisque P € U(C).
Par conséquent, exp est une surjection de £ sur SU;(C).



7.d On a exp0 = exp(27E) = I,,. Comme 27E € L, exp n’est pas injective
sur L.
8.a Soit g € G — {I2,—I2}. D’apres 6.a, on peut écrire

g=P 'D@®)P

avec P € SU(C). Alors D(0) ¢ {I>, —I5}. Par conséquent, 0 ¢ nZ. Et D(0) € G
par hypothese.

8.b On a

a b a —b ae®  pei? ae” 0 _pei?
( b a )D(G)( b a )D(_G) - ( —Bew Eefw ) ( be— 0 aew ) - (
avec

a = aa + bbe 2 = |a]? + (1 — |a|*)e 2.

8.c D’apres 8.b, comme (AD(0)A~1)D(—0) € G (produit de deux éléments
de G), tr G contient a+a = 2(|a|?+ (1 —|a|?) cos 20) pour tout a tel que |a| < 1,
car on peut alors construire un élément A de SU2(C) ayant la forme donnée en
4. Autrement dit, tr G contient le segment [2 cos 26, 2]. Comme cos26 # 1, on a
bien cos 26 < 2.

9. Dans la question 8.c, nous avons montré précisément que, si 2cosa € tr G,
alors [2 cos 2, 2] C tr G. Considérons 6 comme ci-dessus. Soit n un entier naturel
non nul tel que cos - € [cos 26, 1]. Un tel n existe puisque cos 7- — 1 par valeurs
inférieures. Posons o := F-. Alors D(a) € G d’apres 6.b. Par conséquent,
D(a)™ € G. Or tr D(a)™ = 2cosna. Donc 2cosna € trG et, d’apres ce qui

vient d’étre dit, [2cos2na, 2] = [-2,2] C tr G. Par conséquent, D(3) € G pour
tout 8 et donc, d’apres 6.a, G contient SU;(C).
10. ¢ On a

e, 2] = [e, f] + ile, g] = —2g + 2if = 2iz.

e De méme,
[e7w] = [e7f] - 1[679] = _29 - 2Zf = —2iw.
e Enfin,

[z,w] = (f +1ig)(f —ig) — (f —ig)(f +1ig) = 2i(gf — fg) = 4ie.

11. Montrons par récurrence sur k que (ez*)(v) = prz"(v). Le résultat est
vrai pour k = 0 avec o = A. Supposons-le vrai au rang k. Alors (ez — ze)z* =
2izF*1 donc

(e2"N(v) — pp2F T (v) = 2028 (v).

Donc pg41 = pr + 2¢ répond a la question.

12. Puisque pg = 2ik + po, la suite (ug) est injective. Comme e n’admet
qu’un nombre fini de valeurs propres, il existe k tel que z*(v) = 0. Notons encore
k le plus petit de ces entiers. Alors k& > 1 car v # 0. Posons vy = z¥~!(v). On
avg # 0, z(vg) =0 et e(vg) = pr—1v0. Ainsi, vy répond & la question. On pose
Ao = pg—1-



13. ¢ On a e(vg) = Agvg. Montrons par récurrence sur k > 0 que e(vg) =
AkVk. Supposons ce résultat vrai au rang k.
On a vk = w(vg). Comme ew — we = —2iw,

e(Vp41) — MpUkg1 = — 200541
et donc A1 = Ax — 2¢ convient. Donc Ay = Ao — 2ik, et
e(vi) = (Ao — 2ik)vg.
e On part de 'égalité zw — wz = 4ie. Appliquée a vy, elle donne
z(vgy1) — w(z(vg)) = die(vg) = 4i(Ag — 2ik)vg.

Montrons par récurrence sur k > 1 que 2(vg) = fgVk—1.
Pour k£ = 0, la relation ci-dessus donne

Z(’Ul) = 4i)\0’U0.

Donc p1 = 4i ).
Supposons la relation vraie au rang k. Alors

z2(Vgt1) = prvg + 4i(Ao — 2ik)vg.

Donc pip1 = g + 4i( Ao — 2ik).

Il en résulte que py, — 1 = 4i(k — 1)\o + 8@, donc que pr = 4itkAy +
4(k — 1)k.

14.a La suite (\;) étant injective, il existe k tel que vy = 0. Soit n + 1 le
plus petit de ces entiers (vg est non nul). Alors v,11 = 0. De plus, (v, ...,v,)
est une famille de vecteurs propres (non nuls) de e associés a des valeurs propres
distinctes. C’est donc une famille libre.

14.b e On a z(v,41) = 0, donc pp4+1v, = 0 et, comme v, # 0, i1 = 0, soit
4i(n+1)Ag = —4n(n+1). Donc iAg = —n, soit A\g = in, et e(vy) = (Ao—2ik)v, =
i(n — 2k)vy, pour tout k (y compris k =n et k = 0).

e On a z(vy) = (—4kn + 4k(k — 1))vg—1 = —4k(n — k + 1)vi_1 pour tout
k > 1. En particulier, z(v,) = —4nv,_1.

e Bien siir, w(vg) = vg41 pour tout k > 0. En particulier, w(v,) = 0.



