C.C.P. 2011 TSI Mathématiques 2

Préliminaire

1.8) - ||e1'||:%><\/1+1+1:1 donc e est unitaire].
1
- n:[ll est un vecteur normal au plan P et el':%n donc .

1

1b) - ||ez'||=é><\/71+1+0:1 donc [ est unitaire).
N %—%m:o donc [ < P.

1.0) S ey =e'Ae dors (e, &', e;) est une base orthonormale directe de IR,

Onobtient |es'=—+ 1 ||.
V6l

[ab C 1} a+b+c[1J
2.8) cab|l|=2-F—|1]| donc [fapc(e)=(a+b+0)e].
\/:_3 bcall \/§ 1 mas

Comme e;' est non nul,

la+ b+ cestvaleur propredef, b . €t €' est un vecteur propre associé|.

2.b) e’ et e3' sont orthogonaux ae;' donc ce sont deux vecteurs de P.
Comme, ils sont unitaires et orthogonaLix entre eux, | (e, e3') est une base orthonormale de P|.

L[ bcy1\|[1 1 1
2.0) - %‘{ g fél 2][011 ﬂ:%(a—b c—-a b—c)[ﬂ:

donc f(&') L&' et par suite, |[f(e) € P|.

1 ffabc)y 1)1 L 1
—=l|cab|l||l|=—=@+b-2c c+a-2b b+c-2a)|1l|=
N2[(p c al2/l1) 32 1
donc f(es) L e’ et, par suite, [f(es) € P|.

2.d) YueP, 3!(o, B)elR? u=ae'+pe’
.I:aY b’ C éta.nt ||néa| re, faY b’ C(U) = afa’ b’ C(ezl) + Bfa’ bY C(e3l) (S P
comme combinaison linéaire de deux vecteurs de P.

Par suite: |P est stable par fap.d.
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| Quelques exemples|

010
3.a) J:{O 0 1J:Mat(e3, e, &) donc [rg(J) = 3 et, par suite, Jest inversiblel.
100
-2~ 1 O 11 1 11 1
3b)  P)=| 0 -2 1|=(1-2)0-% 1|=@-2)0-% 1
1 0 —-A 1 0 —-A 0-1-2-1

IP(A\)=(1-)A2+1+1)] e, pour A2+ 1 +1, A=—3<0.

L e polynéme caractéristique de J n'est pas scindé
donc [J n'est ni diagonalisable, ni méme trigonalisable dans Ms(IR)|.

3.0 Note:  comme on n'apas calculé explicitement f; , (€2) €t fa b o(€3") dans le préliminaire,
on utilise laformule de changement de bases.

. . . . 1 \/é \/é !
Lamatrice de passage de la base canonique alabase B est P=—— /2 —/3 1
\6 N2 0 -2
2 0 O
MatB-(\y):FTl.J.P:%[O _1 \/f%} |
0 -4/3 -1
1 O 0
3.d) L a matrice précédente sécrit [O cos(0) —sin(e)} avec 0 :—2—;
0 sin(®) cos(0)
Donc |y est larotation d'axe Vect(e;') et d'angle—%7T .

11—2—2 1 -2 -2 100
4.a) M2><M2=9—2 1 -2|-2 1 -2/={010 donc _

-2-2 1 )A\-2-21 001

Par suite, M, est inversible avec M, = M, d'oli [rg(My) = 3].

4b)  "My=M,y=M;* donc M, e O(3) et M, est symétrique.
Par suite, |I'endomorphisme s canoniquement associé & M, est une symétrie orthogonale|.

X
(y} e Ker(s—1d) =Ey(s) < x+y+z=0 donc [Ker(s—Id) =P|.
z

Par suite, Ker(s+ Id) = E4(s) = Ex(s)* donc [Ker(s+Id) = Al
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4.c)

5.a)

5.b)

5.0

5.d)

L e sous espace propre associé alavaleur propre 1 est un plan vectoriel

donc 1 est valeur propre d'ordre au moins deux.

L e sous espace propre associé a lavaleur propre —1 est une droite vectorielle
donc — 1 est valeur propre d'ordre au moins un.

Pw, (%) étant un polyndme de degré 3 et de coefficient dominant -1, Py (A) =—(A + 1)(A - 1)3.

111
Mﬁ%[l 1 1} donc car C1=C,=Cs et Cr%0.

111
Par suite, | M n'est pasinversible] car rg(M,) = 3.

NESEE! 1|, 11 L 11 1
P =55 1 1-31 1 |=g1-2)[11-3t 1 |=51-1)0-3 0
1 1 1-3 1 1 1-3 0 0 -3

Pu, (1) = (1 —1)27.

1
— lest valeur propre simple et [1J € E1(M1) car la somme des éléments de chaque ligne vaut 1.
1

Donc [E(My) = 4].

X
- {y]eEo(Ml) < X+y+z=0 donc .

z

IR®=A® P = Ey(M1) ® Eo(M1) donc [M; est diagonalisable dans Ms(IR)|.

M1.M1 =M; donc I'endomorphisme canoniquement associé a M, est un projecteur.
Plus précisément, c'est | la projection sur A parallélement aP).
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|Etude des matrices M(a, b, ¢)|

6) P=(@*)°=¢?> donc [[=1].

1+j+7=1+d2P4+d3=14d2B4 e—|2n/3_1+2Re(|2n/3)_1+2(_%j:0

donc |1+j+i°=0|.

010Y010) (001
7) F={001|001|=/100}| etparsuite, [M(a b,c)=als+bJ+cF|.
100100 \o10

8.a) PL) = (L=A)(\2 + A + ).
D'aprés ce qui précéde, j est racine évidentede A+ L +1=0
et, comme ce polyndme est & coefficients réels, saseconderacine est j = j2.

Donc [Spe(d) ={ Ly ja i°m }H-

L e polynéme caractéristique de J est scindé aracines simples dans €[ X]
donc |J est diagonalisable sans Ms(C)|.

8.b) —  L'endomorphisme canoniquement associé a J étant une rotation daxe A, Ey(J) = A = Vect[[ 1

(On pouvait aussi dire que la somme des coefficients de chaque ligne valait 1).

X —jx+y=0 X=jz j
> |Y[eEW) o {-jy+z=0 < {y=jz doi E(J) =Vect||j’||
z x—jz=0 zeC 1

2
J
— Comme lamatrice J est & coefficients réels, en tenant comptede J =j?, Ejz(J) = Vect{(j D .
1

1] 100
Par suite, |J=PDP* avec P=|1 j° j | ¢ D=[0 j 0.
111 00 j?

8c)  PrFP=PHPDPY)(PDPYP = (PP)D(PP)D(P'P) donc [PTFP=D7.

Il estimmédiat que: [P 13P = I3].

a+bj+cj? 0 0
9.a) PLM(a b, c).P=P (als+bJ+cF)P=als+bD +cD*= 0 a+b?+qg 0 |
0 0 atb+c

Par suite: |V(a, b, c)eIlR®, M(a, b, c) est diagonalisable dans Ms(C)|
et [SpeM(a, b, cl={a+b+ca+b+g°a+b’+c}|.
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9.0)

9.0

10)

11.a)

11.b)

Comme a, b et c sont des rédls,
— |Refa+b+c)=a+b+c e Im@a+b+c)=0|.

En tenant compte de Re(j) = Re(j°) :—% et de Im(j) = —1m(j®) :lzé

b+c
2

— |Refa+bj+¢d)=a- et |m(a+bj+cj2):(b-c)32@.

- Re(a+bjz+cj)=a-% et |m(a+bj2+cj)=(c—b)325.

Lestrois valeurs propres de M(a, b, ¢) sont réelles si et seulement si

(b-c)32@=(c-b)32@=o donc si et seulement si [b=c|.

Si b = c dorsle polynéme caractéristique de M(a, b, c) possede une racine réelle
et deux racines complexes conjuguées non réelles.
Par suite, Pu(a, b, ¢) N'est pas scindé dans IR3[X].

On en déduit que: |si b= c, M(a, b, c) n'est ni diagonalisable ni trigonalisable dans Ms(CT)|.

— Sib=c=0 adors M(a,b,c)=al; dol |Sp(faoo)={ ag} et Esfaoo) =R’

— Sib=c#0 dors [Sp(fapp) ={ a+ by, a—bp }| car, danscecas a+ 2b=a—b.

X —-2X+y+z=0
Y |€Easm(fabp) © (X—2+2=0 = x=y=2z dol |Easa(fanm) = Al.
z X+y—-2z=0

X
[YJE Ea-b(fab ) < X+y+z=0 dou [Ea_p(fann) =P

z
abb

Lamatrice M(a, b,b) =| b a b | est symétrique a coefficients réels.
bba

Donc f(a, b, 1) €st diagonalisable et il existe une base orthonormale de IR®

formeée de vecteurs propres de f(a b, ).

Lamatrice Q de passage entre la base canonique et cette nouvelle base

est une matrice de passage entre deux bases orthonormales donc c'est une matrice orthogonale.
Pour une telle matrice, on sait que'Q = Q™.

Par suite: |D(a, b) ='Q.M(a, b, ¢).Q|

at2b O 0
avec |D(a,b)=| 0 a-b O
0 0 a-b

ot Q:% ﬁ _0{3 _12

7
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| Application: étude de projecteurs|

12.a) D'aprées9.c, sib=c aors fy b, c N'admet qu'une valeur propre réelle.
D'aprés 11 { sib=c=0 dors f; ¢ o N'admet qu'une valeur propre réelle
Presila lgp=c=0 dors fa, b, b @dmet deux valeurs propres réelles

. - : . b=c
Donc | f4 b, c admet deux valeurs propres réelles distinctes si et seulement si { b0

{a+2b:O
a-b=1
12b) Sp[M(a,b,0)]={0,1} < ou
{a+2b:1
a-b=0

Donc |Sp[M(a b, )] ={ 0,1} < (a b)e{(%—%)%%)}

12.¢) Il est immédiat que:
M & $nd=(01} = @be{5-353) = @

— Lecas a=b=c:% correspond alamatrice M qui a été éudié ala question 5.

|f1,3, 13, 3 €st laprojection sur A parallélement éP|.

— Lecas a:%etb:c:—% donne Ezrop=Eg=A e E,_,=E;=P.

|f2,3,_1/3,_1/3 est la projection sur P parallélement aA|.
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