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I Sous espaces stables

LA -
LA.1)

[.LA.2)

1.A.3)

LB -
1.B.1)

I.B.2)

1.C-
1.C.1)

1.C.2)

D est stable par f = f (a) € D = f (a) = Aa = a est propre pour f, puisque a = 0.
Réciproquement,

a est propre pour f = f (ua) = pf (a) = u(Aa) = (uA)a

On a montré que Yu € D,dy, u = pa = f (u) € D = D est stable par f.

On a bien I’équivalence demandée.

Le polyndme caractéristique est de degré 3 a coefficients réels, il possede donc une racine
réelle au moins.

f possede donc une valeur propre A, et un vecteur propre a,

et donc une droite D = Vect (a) stable par f.

Un polyndéme réel de degré impair posséde la méme propriété, mais pas un polynéome de
degré pair...

On aura donc le méme résultat pour n impair mais pas pour n pair.

On prend (&7, €;) une base de P qu’on compléte par €3 pour obtenir (¢1, €5, €3), une base de E.
a ¢ x
Dans ces bases respectives les matrices de f et f sont respectivement [a C) et|b d vyl
b 0 0 z
a—-A
b d-2A
Onabien: Py (1) |Pf (1),

a-—A c

b d_/\(z—/\).

On a donc Py (A) = ,et, Pr(A) =

Si f’ possede une droite stable, alors, il possede une valeur propre réelle; son polynome

caractéristique, de degré 2, est donc scindé.

On a donc soit :

— 2 valeurs propres distinctes et simples et donc 2 droites stables;

— 1 valeur propre double et un sous-espace propre de dimension 2, toutes les droites sont
stables, et on a alors une infinité de droites stables;

— 1 valeur propre double et un sous-espace propre de dimension 1, on n’a alors qu’une droite
stable.

Le polynome caractéristique de g’ est scindé car on est sur C. g’ possede donc au moins une
valeur propre a et un vecteur propre associé ;.

Cette valeur propre n'est pas réelle car g n'a pas de valeur propre, et, g et g’ ont le méme
polyndme caractéristique.

M = M car M est réelle, donc g’ = ¢’

g’ (e1) = ¢ (e1) = &' (&1).

On aaussi:aé& =a X €;.

Ce qui donne : g’ (€7) = @ x €.

Ce qui prouve que €; est propre pour g’ et la valeur propre a.

€1 et € sont propres pour des valeurs propres distinctes, ils forment donc une famille libre,
et une base de F’, en notant F’ I'espace vectoriel complexe correspondant a 1’espace vectoriel
réel F.

1 1
Dans cette base, la matrice de (&7 + €7, €1 — €1) est [ ] qui est bien une matrice de chan-
1 —

gement de base car son déterminant est —2.
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1.C.3)

I.D -
I.D.1)

1.D.2)

(¢1 + €1, &1 — €1) est donc une base de F’.
, _ _ _ a+a . a-a
g(e1+€)=ag +axeg = 5 (1 +&7) +

(€1 — &)

o a+a

04 —
(€1 +€7) +

g e —&)=ae -axe = (61 —7¢7)

2

]|

S
|

Rl

a+
2 2

a—-a a+a
2 2

La matrice de g’ dans cette nouvelle base est donc :

On pose maintenant u = €y + €1 et v =i(ey — &)
(u, v) est clairement encore une base de F’.

a+a . a-a _ a+a .a—a
(1 +&7) + (61 =€) = 5 u—1i v

g (u)=g'(e1+&) =

g'(v)zig'(el—e—n:i‘“f(gl+g—1>+i“‘5<gl_a>:i“+%+ a-a,

1
2
-a a+a
2 2

a La—a

a+
La matrice de g’ dans la base (u, v) est donc : 2
el

—1

LT -
ara ety = -1 a-a d’un coté, et Q la matrice de passage de la base

-y
y X
Mais on a aussi le résultat que I'énoncé demande d’admettre :
e X =Re(a)et) =Im(a)

Si on appelle A =

canonique vers la base (u,v), on a bien: M = Q[ ] Q!,avec Y # 0 car & nest pas réel.

La matrice [ ] est a coefficients réels.

cu=¢g +¢ =Re(e)etv=i(e —¢)=1Im (&) sont aussi réels!
La matrice Q est donc a coefficients réels, et il en est de méme pour Q.

: X -y
Ce qui prouve : M = Q[

Q! avec Q réelle, X et YV réels, et Y = 0.
y X

Comme il n’y a qu’une seule droite stable, il n’y a pas de vecteurs propres dans le plan stable,
c’est a dire que f vérifie les hypothéses du I.C.

Sion met bout a bout une base de la droite stable w et 1a base (u, v) de la question précédente,
on obtient une famille libre de 3 vecteurs car w & Vect (u, v).

Comme Vect (w) est stable, w est propre pour la valeur propre A.
A0 O
Dans cette base (w, u, v), la matrice de f estdonc:|0 X -)Y| avec A, X, Y réelset) = 0.
0oy x
Remarquons d’abord que v € P & v.n =0 o VN = NV = 0, en appelant U et N les
vecteurs colonnes, coordonnées de v et n dans la base canonique.
ueP=f(uyeP='"MU)N =0 = '"U'MN = 0 = u orthogonal a n’, car 'MN est le
vecteur colonne des coordonnées de n” dans la base canonique.
Mais u € P & u orthogonal a n
D’ou u orthogonal a n = u orthogonal a n’

Comme c’est vrai pour tous les vecteurs de P, on a n’ colinéaire a n, c’est a dire n’ = An, ce
qui équivaut & n propre pour ‘M et la valeur propre A.
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1.D.3)

L'énoncé s’est planté, on n'est pas siir que n” = 0, et donc qu’il est propre! Il n’y a qu’a regarder le
cas de la question précédente avec A = 0...

Sans doute parlait-il de n et non de n’

Réciproquement, si n est propre pour 'endomorphisme de matrice ‘M et la valeur propre A,
pour u € P, le plan orthogonalan, f (u).n='(MU)N = '"U'MN = A'UN = lu.n=0
On en conclut que P est stable par f.

On a bien I’équivalence « P est stable par f » si et seulement si « n est propre pour I'endomor-
phisme de matrice ‘M dans la base canonique ».

Remarquons d’abord que les endomorphismes de matrice M et 'M ont les mémes valeurs
propres et des sous-espaces propres de méme dimension car une matrice et sa transposée ont
méme déterminant et méme rang.

i) & iii)

f admet une unique droite stable si et seulement si le polyndme caractéristique de f admet
une seule valeur propre réelle avec un sous-espace propre de dimension 1.

Pour cela, il y a deux cas, ou cette valeur propre est simple, ou elle est triple. En effet, si elle
était double, il y aurait une autre valeur propre réelle!

i) & ii)

f admet une unique droite stable si et seulement si 'endomorphisme de matrice ‘M admet
une unique valeur propre réelle et un sous-espace propre de dimension 1 engendré par n, ce
qui équivaut a P stable par f.

Ce plan stable est bien unique : si on en avait deux, leur intersection, une droite incluse dans
ce plan serait stable. Mais n ¢ P, il y aurait une seconde droite stable, ce qui est contraire aux
hypotheses.

II Liens avec un cOne

ILA -
II.A.1)

I1.A.2)

ILA.3)

ILA.4)

I1I.B -
II.B.1)

Un calcul élémentaire donne : Py (A) = A3 + cA? + b +a.

-a 1 0
Le sous-espace propre est lenoyaude:[{ 0 -a 1
a b c-a

Cette matrice est au moins de rang 2, a cause des 2 premieres lignes, et n’est pas de rang 3
puisque «a est valeur propre !

Elle est donc de rang 2, équivalente a ses deux premiéres lignes.

Le sous espace propre est de dimension 1, solution de y=ax
z=ay
1
On adonc: E, = Vect| «
o>

Les sous-espaces propres sont donc de dimension 1,
donc M est donc diagonalisable si et seulement si elle admet 3 valeurs propres simples.

f admet une droite stable et une seule si et seulement si elle admet une unique valeur propre
réelle (qui est donc soit simple soit triple).

Le méme calcul élémentaire donne : Py (1) = —A3 + £3.
Dong, f possede une unique valeur propre réelle A = t, donc une unique droite stable.
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Ceci est aussi vrai pour 'endomorphisme de matrice ‘M. On cherche un vecteur propre n
pour cette matrice.

-t 0 #
, /1 . X =1ty
C’est un élément du noyaude:| 1 -t 0 | solution de .
=1tz
0o 1 -t Y
n= (tz, t, 1) convient.
D’aprés la partie précédente, ’'unique plan stable est d’équation : t?x + ty + z = 0.
L'unique droite stable est plus facile a trouver, c’est le sous-espace propre de f associé a la
valeur propre t.
-t 1 0
’ . y =tx
C’estlenoyaude:| 0 —t 1 [, solution de .
3 z =1ty
t 0 -t
D; = Vect (1,1, 1?).
Y =tx
II.B.2) Ona: D;
z =1y
Donc, pour un point de Dy, y? — xz = (tx)2 - X (tzx) = 0. Ceci prouve que A C X.
Réciproquement, pour un point de ¥ vérifiant x = 0, la valeur de y donne t = 2, et ce point
x
(x, tx, tzx) appartient a la droite D;.
Mais, toujours dans ¥, si x = 0, alors y = 0 et z est libre. Tandis que dans A, x = 0 entraine
y =z =0,iln’y a que l'origine.
Finalement, ¥ \ A est constitué de la droite Oz privée de O.
I1.B.3) Lintersection de ¥ et du plan d’équation z = 1 est, dans ce plan, la courbe d’équation x = y°.
\ 1 1z :
C’est une parabole d’axe Ox, de sommet O, de parametre p = 5 dont le tracé, élémentaire,
est laissé au lecteur !
Y est le cone de sommet O et de directrice cette parabole.
II.C -
II.C.1) (S;) est aussi un cone du second degré, de sommet O. Il admet donc en tout point, sauf en O,
un plan tangent. Ce plan tangent contient, bien str, la génératrice du cone qui passe par ce
point, et donc le point O'!
Si on écrit I’équation du cdne en cartésienne, cela donne 4xz — y% = 0, le gradient en M, est
420 220
donc :[-2yq [ = 2| -0 |
4X0 2X0
L’équation du plan tangent en M, est donc : 2zox — Yoy + 2x9z = 0.
I1.C.2) P est d’équation: t?x +ty +z = 0.

Ces 2 plans n’en forment qu'un si et seulement si le produit vectoriel de leurs vecteurs nor-
2xgt —y9 =0

2xt2 =229 =0

Rappelons que dans ce cas, le systeme est équivalent au systeme formé des 2 équations indé-

pendantes.

maux est nul, c’est a dire si et seulement si

Yo

Pour xo # 0, alors, My # O, et, t = =—— convient dans les deux équations, compte tenu que
X0
MO € (Sl)
Le plan tangent a (S;) en M, est bien P, pour t = 23/_0} quand xg = 0.
X0
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II.D -

I.D.1) (Sf) est d’équation cartésienne : f (x,y) — z = 0, dont le gradient n’est jamais nul.

d d d d
L’équation de son plan tangent en M, est : x—f + y—f -z= xoa—]; —f - 2p.

dx 7 dy 83}

Les dérivées partielles étant prises en (xg, o).

I1.D.2) Ce plan tangent doit déja passer par 'origine.

. .\ d d
On a donc la premiere condition : Xoa—f + yoa—f -2z9=0.
X
JIf
0x 2
Ensuite, son vecteur normal 3_f doit étre colinéaire a | ¢ |.
Y 1
-1
Compte tenu de la troisieme coordonnée, ces vecteurs sont opposés.
d d
Ce qui donne : —f =—tet —f =12
dx dy

Les deux conditions pour que le plan tangent soit un plan P, sont donc :

dJd dJ
xo% + ?oa—f —f(x0,%0) =0

(aj;) 3=

Sion veut que ce soit en tout point, cela devient :

Les dérivées partielles étant maintenant prises en (x, )
of of _ (9f 2
IL.D. (p)et, 2L = — ()
3) Ona — 3 =u’(y)et I (83} u’ ()

. . _ _ a_f a_f__ ’ 2 )
Ce qui donne.u(y)_f(x,y)_xax +yay =—xu’(y)" +yu’ ().

On retient seulement u (y) = —xu’ (y)2 +yu’ (y), relation qu’on dérive par rapport a p.
(

)+ u'(y) +yu” ().
Apres simplification et factorisation : u” () (y — 2xu’ (y)) = 0.

Ce qui donne : u’(y) = —2xu’ (y) u”

. ()f _ y N , ) _ yz
II.D.4) On primitive " 2x par rapport a y, x étant constant : f (x,y) = Y k (x).
_ 9, 9f of \",  of YV, Y _Y
II.D.5) Mais f (x,p) = x8x+y8y (éy yay _x(ﬂ) +ya_a,
2 2
qu’on égale avec f (x,y) = Z_x +k(x), d’ott k (x) = 0 et finalement : f (x,y) = Z—X

I n'y a que (S7) qui vérifie la condition donnée.
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III Etude d’une courbe

2-12 0 0
II1.A - ng(/\): r2 A —r :(2_/\)(/\2_'_1,2).
r r -A
Comme r # 0, 'unique valeur propre de g, est A = 2, simple.

. . r2x — 29 -rz=0
Le sous-espace propre est solution du systeme :
rx+ry—2z=0

—(2+r2)y+rz:O

On remplace la premiere ligne par elle méme moins r fois la seconde :
rx+ry—-2z=0

N 2+ 12 . 4+ r?
La premiere ligne donne : z = y et on remplace z dans la seconde ligne : x = 2V
4+72
- =2
Le sous-espace propre est donc d’équation : r
2+ 12
zZ =
’
IIL.B -
2
r re+4
II1.B.1) z=1donney = ——, puis, x = ————,
) Y=k r(r?+2)

ce qui est bien la représentation paramétrique de I'.

II1.B.2) Pour un pointde T,

Y(x+y) —x+y= r (r2+4 LT )2_ r?+4 LT
r24+2\r(r2+2) r2+2 r(r2+2) r2+2
r r2+4 r? 2 r?+ 4 r?
:r2+2(r(r2+2)+r(r2+2)) _r(r2+2)+r(r2+2)

T (2)2_ 4 0
2+ 2\r r(r2+2)
OnadoncT cTI.

X
Y

X-Y
X+Y

1 (1 -1
ITI1.B.3) La matrice de changement de base est: P = —
V2
1

1 1
x] _p
Y V2
On remplace x et y par leur valeur dans I’équation de I'": L (X+Y) (2X2) =-YV2,

V2

. C’est ’équation de I'" dans le nouveau repere.

3

uiseréécrit: Y = ——
d X2+ 1

IV Matrices circulantes

IV.A -
x v z||1 x+uy+u’z X+ uy+u’z 1
IVA1) |z x yl|lul|=|z+ux+u?y|= u(x+uy+uzz) :(x+uy+u22) u
v z x)\u?) \y+uz+ux uz(x+uy+uzz) u?

Dans le calcul, on a utilisé le fait que u3 = 1 et u* = u.
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1
Ceci prouve que | u |est propre pour Ay et la valeur propre (x + Uy + uzz).

u?

2
IV.A.2) On appelle j le complexe de module 1 et d’argument ?n

1 1 1
AvecP=[1 j j?|
1
X+y+z 0 0
PlAyP = 0 x+jy+ij’z 0
0 0 x+ity+ijz
Les valeurs propres sont sur la diagonale !
0 01
IV.A.3) Un calcul simple donne:J?2=|1 0 0.
01 0

Alors Ay = xI3 + y] + zJ?
IV.A.4) Pour que fy ait une et une seule droite stable et un et un seul plan stable,
il faut et il suffit que fy ait une et une seule droite stable,
ou encore que, sur R, il ait une valeur propre unique, qui sera donc (x + v + z), avec un sous
espace propre de dimension 1.
Cela est encore équivalent a (x +jy+i? z) et (x +i2y +]j z) non réels,
ou encore (j Y+’ z) et (j2 v+ z) non réels,

c’est encore équivalent a (] v+’ z) et (]2 Y +jz) non réels, car ces deux nombres complexes
sont conjugués.

3
Mais Im(jy+jzz) = (y—z)g.
Finalement :

fy aune et une seule droite stable et un et un seul plan stable si et seulement si y # z.
IV.A.5) Le déterminant est le produit des valeurs propres, donc :

det(Ay) = (x+y+z)(x+jy+jzz)(x+j2y+jz) = (x+y+z)(x2+y2+zz—xy—yz—xz),en

utilisant 1 +j+j? = 0 dans le développement.

IV.B - On considére dans un premier temps que l'espace d’arrivée est /43 (R).
L'application g est clairement linéaire :

Axy + pxy Ay + uyy Az + pzp X1 V1 2 Xy Vo 2o
SAVI+uVa) = Azy +pzy Axy+pxy Ay +uvy|= Az x yi|+tH|lz x v

Ap1+pys  Azp +pzy Axg+ px 1z X V2 22 X
= Ag (V1) + ug(Va)

Ceci prouve que {AV, Ve fR3} est bien un espace vectoriel, sous-espace vectoriel de /3 (R), puisque
c’est 'image d’un espace vectoriel par une application linéaire.

On considere maintenant que l'espace d’arrivée est /3 (R), 'application g reste linéaire !
Par ailleurs, elle est clairement bijective :

on retrouve V, l'unique antécédent d’'une matrice de {AV, Ve fR3}, en prenant simplement la pre-
miere ligne de cette matrice...
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IvV.C-
. i , . 1
IV.C.1) SNTI, est clairement vide si A = 0, et, est d’équation x% + p? + z?> —xy —yz — xz = 1 dans les
autres cas.
) 1—(x2+y2+zz)
Mais (x +y +2)" =1 = x>+ p2 + 2% + 2xy + 2yz + 2xz, dOU xy + Yz + xz = >
On en déduit :
s s s 1—(x2+y2+zz) 3(x2+y2+zz)—1 1
X+ Y +2° XY -YZ—XZ=X"+Y +2° - = =_.
y y-vy y > 2 1
. . < 1z . 2
C’est dire que les points de S UTI) sont sur la sphere d’équation 3 (x2 +p%+ 22) -1= T
C’est donc soit vide, soit le point O, soit un cercle d’axe qui ne dépend pas de A, car il passe
par O, le centre de la sphere, et est perpendiculaire a I'T), qui est de direction fixe.
S NTII; est donc une surface de révolution d’axe (O, e; + e, = e3).
x v oz| (¥ v 2 xx+yz' +zy xy'+yx'+zz2" xz'+yy +zx’
IV.C2) Ay xAy =z x y|x|z/ x v |=|xz/+yy +z2x xx'+yz'+zy" xy'+yx +2z2
y z x) \y 2/ X xy +yx'+2zz2) xz'+yy +zx’ xx'+yz’ +zy’
Onadonc: Ay x Ay, = Ay,
Ceci prouve dans un premier temps que {AV, Ve fR3} est stable pour la loi *, et comme le
déterminant d’un produit est le produit des déterminants, c’est a dire 1 dans S, S est stable
pour la loi *.
Montrons que (S, #) est un groupe commutatif.
— » est bien une loi de composition interne
— Associativité
Ay = Ay X Ayr = (Ay X Ay )xAyr = Ay x(Ay x Ayr) = Ay xAynyr = Ay vy,
en utilisant l’associativité du produit matriciel.
Comme g est bijective, on a 'associativité de la loi * dans {AV, Ve fR3} et donc dans S.
- Commutativité
xx'+yz’ +2y" = X'x+y'z2+2'y, xy'+yx"+z2z" = x'y+y'x+2'z, et x2’+yy’+2zx = X'z+y'y+2'x.
La loi * est donc commutative dans {AV, Ve fR3} et donc dans S.
— Elément neutre
ep = (1,0,0) correspond a la matrice identité, dont le déterminant est 1, et qui est élément
neutre du produit matriciel.
C’est donc I’élément neutre pour la loi *.
— Existence d’un symétrique
On cherche V' tel que V = V' = ¢, c’est a dire tel que Ay x Ay, = I3.
On aura bien str Ay, = A{,l.
x?-yz z2?-xy p*-zx
AP =|y2—zx x?—yz z?— xy|obtenu aprés quelques calculs et simplifications. ..
14 y y y pres quelq p
22 —xy yr-zx x*-yz
Cette matrice est bien une matrice de {AV, Ve [R3}, dong, le symétrique de V pour la loi *
existe et vaut (x2 -vz, z2 - Xy, yz — zx).
On a bien une structure de groupe commutatif !
IV.C.3) L’équation de Sest (x+y + z)(x +jy+i? z)(x +j%y +jz) =1.

Les deux derniers facteurs sont des complexes conjugués, leur produit est le carré de leur
module, positif.

Donc x + v +z > 0, il existe un unique t € R tel que : x + y + z = e 2.

Le carré du module des deux autres facteurs est donc e?!, leur module est donc e’.

Donc il existe un unique u € U tel que : x +jy +j°z = e u.
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Le dernier facteur est son conjugué : x +j*y +jz = e! 7.

x+y+z=e 2

On resout le systeme {x +jy +j%z = e u

x+ily+jz=e'u

-2t t

Li+Ly+Lydonne:3x=e?+efu+e'=e? +2cos(0)e’,

2
Ly +j*Ly +jLs donne: 3y :e‘2t+j2etu+jetﬁze‘2t+2cos(?n—G)et

2
et Ly +jL, +j* Ly donne : 3z :e‘2t+jetu+j2etﬁ:e‘2t+2cos(?n+9)et.

Un tel point M (x, y, z) est bien, par construction des coordonnées, un point de S.
D’autre part, pour un point M € S, on a donc bien un unique couple (¢, u) € R x U tel que
F(t,u)= M.
On a en effet d’abord la valeur de t qui est imposée par la valeur de x + vy + z, puis celle de u
par l'argument de x +j v +j° z.
F réalise une bijection de R x U sur S.

IV.C.4) J'espere qu’on ne me tiendra pas trop rigueur d’écourter quelque peu les calculs qui suivent !
(x+p+2)(x+p+2)=x"+p" +2" =e He 2 = A+,

, ”
u-,

(x+jy+jzz)(x+jy+jzz):x”+jy”+j2z”: uu
(x+j2y+jz)(x+j2y+jz):x”+j2y”+jz”:ﬁ7:7,

donc F(t,u) = F(t’,u’) = F(t+t/, uu’).

F réalise un isomorphisme de groupes de (R x U, (+,.)) sur (S, #).
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