Mathématiques I MP & MPI Mines-Ponts 2024, corrigé

CoNcOURs COMMUN MINES-PoONTS 2024
Epreuve de mathématiques I, MP & MPI, trois heures
(corrigé)

Remarque. L’énoncé ne précise pas ce qu’est p. Nous supposons dans tout ce corrigé que c¢’est un
entier (pour que (cos(t))**! soit bien défini y compris lorsque le cosinus est strictement négatif), et
1 — (cos(t))?*!

$2
'intégrale de Dirichlet généralisée ait bien un sens (on en aura aussi besoin pour appliquer la formule
du bindme de Newton a la question 17).

plus précisément un entier naturel pour que ¢t — soit continue sur |0, +ool, de sorte que

Partie I : Calcul d’une intégrale

1. Dans cette question et la suivante, je noterai fy la fonction de I’énoncé.
Soit @ €] — m,7[. Pour s’assurer que fy est bien définie sur ]0,+o0[, il suffit de vérifier que le
dénominateur 1+ te? ne s’annule pas pour tout ¢ €]0, +-o0|. Or, si t > 0, alors égalité te?? +1 =0
implique, en isolant 1 et en comparant les modules : ¢ = 1. Ensuite :

€’ +1=0+<= e = -1 <= 0 =7 mod 2,

ce qui est impossible par hypothese sur 6. Ainsi fj est bien définie sur |0, +o0].

Justifions son intégrabilité sur |0, +o0o|. L’application fy est continue sur cet intervalle en tant que
quotient de fonctions continues dans le dénominateur ne s’annule pas. On a de plus :

1
rx—1
’f@(t)’t_mt - -z >0

1
et la fonction de Riemann ¢ — e est d’exposant 1 — x < 1 donc intégrable sur ]0,1]. Par le

théoreme de comparaison des fonctions intégrables, 'application fy est intégrable sur |0, 1].
Enfin, comme ¢ # 0 on a :

=t 1
~ o = r—2 e 5 > O’
t—+oo |teif| {2z

|fo(t)]

1
et comme z €]0, 1], on a : 2 — x €]1,2], donc en particulier la fonction de Riemann ¢ — o est

d’exposant 2 — x > 1 donc intégrable sur [1, +oo|. Par le théoréme de comparaison des fonctions
intégrables, 'application fy est intégrable sur [1,4o00].
Etant intégrable sur ]0, 1] et [1, 400, Papplication fs est intégrable sur ]0, +-00[ : d’ott le résultat.

2. Nous allons utiliser le théoreme de dérivation des intégrales a parametres. Posons :
V(t,0) €]0, +o0[x]| — m, 7|, k(t,0) = fo(t).
Alors :

— pour tout ¢ €]0, +ool, Papplication 6 — k(t,0) est de classe C! sur | — 7, 7| et on a :

ok . ite® » te
Vit E]O, +OO[, V@ G] — 7T,7T[, @(f, 9) =1 1 X <_(1+t(3%9)2> = —1le am,

— pour tout 6 €| — 7, [, Papplication ¢ — k(t,8) est intégrable sur |0, 4+o0[ par la question
précédente ;
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ok
— pour tout # €] — 7, 7[, application ¢ — —e(t, 6) est continue (par morceaux) sur |0, +oo[ par
un argument semblable a celui de la question précédente ;
— pour tout 8 €]0, [, et tout (¢,0) €]0, +o0[x[—/3, ] on a :
2
=1+ 2tcos(f) + 2, (1)

‘1 4t = 11)* + 2Re (tew) + ’teia

et la parité du cosinus, ainsi que sa décroissance sur [0, 5], permettent d’écrire :

2

12 .
’1+te’9 >1+2tcos(ﬁ)+t2:’1+telﬁ :

on en déduit, toujours pour tout (¢,6) €]0, +oo[x [0, 5] :

Ok (t,0)| = r < a (HYPOTHESE DE DOMINATION)
00 7 |1 te?]2 T |1 4 tetf|2

t.’r

Justifions que 'application ¢ : t B qui est effectivement définie et continue sur |0, +o00]

|14 tei®
par les mémes arguments que dans la question précédente (vu que & {—m, 7}), est intégrable
sur cet intervalle. Elle est positive et on a :

x 1 r—2
w(t) t:Ot e >0, o(t) t—C;oot T

et comme x €]0,1[ on a : —x < 0 < 1, ainsi que : 2 — x > 1. Les conditions d’intégrabilité des
fonctions de Riemann au voisinage de 0 et 400 assurent donc, par comparaison, l'intégrabilité de
¢ sur |0, 4+o00[. L’hypotheése de domination est bien vérifiée.

ok
Par le théoreme de dérivation des intégrales a parametres, d’'une part Uapplication ¢t — — (¢, )

a0
est intégrable sur |0, +oo[ pour tout 6 €] — 7, 7|, et d’autre part r est de classe C! sur | — 7, 7|.
De plus :
+oo Ok 0 [T° t*
Vo €] — 7,7, ’9:/ —t,@dt:—'ze/ ———dt.
|=mml () 0 8(9( ) oy (14 tei?)?
3. Pour tout @ €] — m,7[ on a : g(0) = e®r(f). Ainsi g est de classe C! sur | — 7, 7 en tant que

produit de fonctions de classe C!, et on a :

Vo €] —m,w, ¢'(0) = izer(0) + 0 (0) = ie™? (xr(@) + 1,7”(9)) :

1

Or, pour tout 0 €] — m, 7[, on a par la question précédente :

1 / oo r—1 1 T 6i9 +oo /

. +oo
donc : VO €] — 7, 7|, ¢'(0) = ie”e/ h'(t)dt, ce qu’il fallait démontrer.
0

Le fait que l'intégrale ci-dessus converge (en tant que somme d’intégrales convergentes) assure a
priori que h admet une limite finie en 0 et +o00. Calculons-les. Comme x > 0, on a : %im t* =0, et

—0
de plus : lim(1 + te?) = 1, donc :
t—0
lim A(t) = 0.
t—0

(Remarque : I’énoncé demande de calculer h(0) alors que h a été définie sur |0, +o0]...)
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Ensuite, comme z — 1 < 0 :
A(t)] ~ 77— 0,

t——+o0 t—+o00

donc : lim A(t) = lim |h(f)| = 0. On en déduit :

t——4o0 t——4o00
. +o0 .
J(6) = iei / R(#)dt = e [h(8)]F™ = 0,
0

donc g est de dérivée nulle sur Uintervalle | — 7, 7] : on en déduit que c¢’est une fonction constante,
d’ou le résultat.

4. Soit 6 €]0,7[. Comme g est constante sur | — m,7[, on a : g(f) = g(—#), donc par la formule

d’Euler :
1

5 (9(=0)e™ —g(0)e™").

21

9(O)sin(x6) = o (9(6)™" — g(0)e ") =

Or par définition de g on a :

, , +oo g1 pr—1 +oo tF (ew — e‘ie)
—0)e " — g(B)e 0 = / dt = / S S
g( ) g( ) 0 <1 ) 0 |1+t619|2

+te— 1 teit

Toujours par la formule d’Euler, on a : ¢ — e = 2isin(f). Par 'identité remarquable (1)

démontrée a la question 2, on a donc :
t"E
t2 + 2t cos(0) + 1

. . +00
g(—0)e™ — g(0)e ™ = 24 Siﬂ(@)/ dt,
0

d’ou le résultat : oo 4
8) sin(wf) = sin(6 / dt.
9(0) sin(xf)) = sin(0) 0o 2+ 2tcos(d)+1

5. Soit 6 €]0,7[. On a :
vt €]0, 400, t*+2tcos(d) + 1 = (t+cos(d))* + 1 — (cos(#))* = (t + cos(f))* + (sin(6))?

2 . 2
= ‘6_10 +t‘ ), et comme sin(#) # 0 on

(expression que I'on pouvait aussi déduire de : ’1 + te'
peut écrire, par la question précédente :

g(0) sin(x0) = 19) /0+Oo ( r dt.

sin t+cos(6) 2
( sin(6) ) +1
t 0
Faisons alors le changement de variable affine u = Jr,(:(();g). Il en résulte le résultat voulu :
sin
_ 1 +oo (ysin(f) — cos(6))” | +oo  (usin(f) — cos(6))”
8) sin(z6) = / 0)du — / du.
g< ) Sln(w ) sm(@) 7';)5((3)) u? +1 Sln( ) Y cotan(8) 1+ u? Y

6. Suivons I’énoncé et utilisons le théoreme de convergence dominée a parametre continu. Posons :
(usin(f)—cos(0))”

Y00 0B, oug)={ T ez o)

La distinction de cas est faite pour se ramener a un intervalle fixe, puisqu’on a :
+oo
g(0) sin(z6) :/ ~(u, 0)du.

— 00

Vérifions les hypotheses du théoreme de convergence dominée a parametre continu :

3
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— pour tout 6 €]0, 7|, application u +— y(u, ) est continue (par morceaux) sur R ;
— pour tout u € R et pour tout 6 €]0, 7[ au voisinage de 7 on a cotan(#) < u (puisque cotan(f

(usin(f) — cos(6))”

tend vers —oo quand € tend vers 7 par valeurs inférieures), donc y(u, ) =

1+ u?
pour € au voisinage de 7, ce qui permet de déduire :
1
Vue R, i 0) = ——~
ueR,  lim 5(u,0) T
et I'application u — T est continue (par morceaux) sur R;
u
— montrons I'hypothese de domination; si (6, u) €]0, 7[xR vérifie u > cotan(#), alors :

cos(0)

usin(f) — cos(f) > sin(0)

sin(f) — cos(f) > 0,

donc : |usin(f) — cos(6)| = usin(0) — cos(f), puis :

_ (usin(f) —cos(0))*  (V1+u?)" u _ 1 °
|y (u, 0)] = T I (m sin(f) — ﬁ cos(9)> :

2 2
U 1
comme : [ ——=| +|——] =1, il existe a € R tel que :
<\/1+u2> <\/1+u2> E
U 1

OS(CV),

= sin(a),

\/1—|—u2:C V14 u?

ce qui permet enfin d’écrire :

1 n(6) s 1
m (cos(a) sin(f) — sin(a) cos(#))” = )

<t
(1+u?)t=2

[v(u, 0)] = (sin(0 — )"

tandis que si u < cotan(f) alors y(u, 0) = 0 donc I'inégalité reste trivialement vérifiée ; ainsi :
1

(0,0) €10, 7R, 10| < s

(HYPOTHESE DE DOMINATION)

Justifions que ¢ : u — —= est intégrable sur R : elle est continue sur cet intervalle, et au
2

(14 u?)
voisinage de +o0 :

1
o(u) ~ > 0.

u—++00 u2_17

1
Comme z €]0,1(, on a : 2 —z > 1, donc la fonction de Riemann u — —— est intégrable au

voisinage de +o0o. Par comparaison, il en est de méme de ¢, et par parité ¢ est intégrable au
voisinage de —oo également, donc sur R tout entier : I’hypothése de domination est vérifiée.
Par le théoreme de convergence dominée a parametre continu, on a :

lim g(0)sin(20) = [ li o— [T

im sin(zf) = im y(u,0) = —

Jim g(6)sin(af) = [ tim A(u,6) = [ "7
d’ou le résultat.
Remarque. L’inégalité décisive |usin(f) — cos(0)| < v/1 + u? peut s’obtenir plus rapidement en
appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire usuel de R?, avec les vecteurs (u, —1)
et (sin(0), cos(6)).
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1
7. Une primitive de u T étant l'arc tangente, la question précédente implique :

+u
lim g(f)sin(zf) = [arctan(u)] 72 = 7.
0—m—
Mais on a aussi, comme le sinus est continu sur R et la fonction g constante sur | — m, 7| par la

question 3 :

. . . I 3 +OO tIil
Jim g(0) sin(z0) = g(0) sin(am) = Sm(m)/o s

Par unicité de la limite, on conclut :

+oo o=l s
/ dt=—"
o 1+t¢ sin(mx)

Notons que 7wz €]0, 7[, donc le sinus est bien non nul.

Partie II : Une expression (utile) de la fonction sinus

8. Par la relation de Chasles :
400 ta:—l 1 ta:—l 400 t;v—l
dt = / dt / dt
/0 1+ o 1+t + 1 1+t

1
Effectuons le changement de variable u = n dans la seconde intégrale. Il est licite puisque la

fonction inverse est de classe C! et strictement décroissante sur [1, +oo[. Alors :
400 tm—l 0 ul—x du 1 ul—az 1 %

[ ey,
1 14t 1 I+ ur Jo u(l+u) 0o 1+u

400 tx—l 1 tx—l 1 % 1 2f:c—l =
dt:/ L d :/ L)
/0 i AT AT o<1+t+1+t>

d’ou le résultat.

On en déduit :

1 =
9. Pour tout ¢ €]0, 1], comme | —t| < 1,ona: T5:= > (—t)*. On aimerait alors écrire, sous réserve
k=0
de validité :
/1 tmil dt _ /1 t:D—l f( 1)ktkdt (i) <§:O/1( 1)]€t$+k—1dt _ f (_]‘)k
o 1+t Jo k=0 =ty =R

Pour avoir le résultat voulu, il suffit donc de justifier (x). Nous allons utiliser le théoreme de
convergence dominée avec la suite des sommes partielles, puisqu’on peut vérifier que les deux
autres théoremes d’'intégration terme a terme ne s’appliquent pas ici. Posons :

Vk € N, Vt €]0,1[, fi(t) = (=1)Ft* =1

Alors :
— pour tout k € N, 'application fj est continue (par morceaux) sur |0, 1[;
— par convergence des séries géométriques de raison strictement entre —1 et 1, la série de
z—1
fonctions Z fr converge simplement sur |0, 1[, et sa somme ¢ — est bien stir continue
k>0
(par morceaux) sur |0, 1[;
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— pour tout N € N et tout ¢ €]0, 1], on a :

N 1 — (—t)N+1 tac—l R
t)‘ = [t (=) = < ,  (HYPOTHESE DE DOMINATION)
k=0

1+t S 14t

rz—1
et Papplication ¢ : t — T2 est continue (par morceaux) sur |0, 1], intégrable en vertu de
1
I'équivalent : p(t) trvotm_l el 0, et de I'inégalité 1 —z < 1. Elle est donc aussi intégrable
ﬁ

sur ]0, 1].
Par le théoreme de convergence dominée :
‘ 1 400 1 o1
N1—1>I4rrl /o];)fk_/sz omt’

et la linéarité de l'intégrale permet d’écrire :

(—1)*

1 N
[ Jm S
Nim kZ:%fk im Z Je=>

d’ou le résultat :

1 tm—l too (1 k
/ dt =Y (=1
o 1+1 okt
10. Par la question précédente, appliqué a 1 — z €]0,1[, on a :
1 4= +o00 -1 k
/ dt =Y _EDF
o 1+1 o kt1—x

La question 8 donne donc le résultat voulu :

400 tzfl 1 tzfl 1 4= +oo (_1)k +oo (_1)k
dt:/ dt + dt = +
/0 14+t o 1+t o 1+t lg)k:—l—x l;)k—l—l—m

Pour s’accorder aux notations de ’énoncé, on nomme l'indice de sommation n dans ce qui suit.

11. En effectuant le changement d’indice n + n + 1 dans la seconde somme ci-dessus, on a :

400 tz—l —+o00 (_1)n —+o0 ( 1)n 1 1
dt = — - — -
/0 1+1 —ontx z:ln—x +Z ( n—x ) +Z

n—+ax

n+ax’
donc par la question 7 on a le résultat :

T 1 X2(-1)"z

sin(mz)  © = on?—a?

12. Soit y €]0, 7[. Posons : x = J €]0, 1[. Par la question précédente :
m

™ o7 1 Jio:o 2(-1)"r 7 Jio 2(-1)™y
sin(y)  sin(rz) oz S n2-22 oy =g (nQ _ Wé)
Il suffit alors de multiplier cette relation par sin(y) pour avoir :
7

sin(y) X 2(—1)"ysin(y) _ sin(y) N *f 2(—1)"ysin(y)

1= _
Y = 2 (n2 _ ﬁ) y = —n’r?+y?

Y

w2
d’ou le résultat en réarrangeant les termes :

f 2(=1)"ysin(y) _ | sin(y)

2 2.2
n—1 Y —nm Y
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Partie 1II : Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée

13. Comme je le disais en début de corrigé, je suppose que p est un entier naturel pour traiter cette
question et les suivantes.
1 — (cos(t))?*!
t2

L’application t est continue sur |0, +o00[. De plus, pour tout ¢ € [1,+o0[ on a :

1 — (cos(t))** 2

0< . 3=

~

et I'intégrabilité sur [1, +o00[ de la fonction de Riemann ¢ — 2 (car l'exposant est 2 > 1) assure, par
+00 1 — (cos(t))?H!
t2

comparaison d’intégrales de fonctions positives, que I'intégrale / dt converge.
1

Pour ¢ au voisinage de 0, on écrit :

1 — (cos(t))" _ Lo (1 +t90<t2)>2p+1 _ b (1 T t90<t2)) = 0(1)

tz tz t2 t—0

et t — 1 est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1] et en particulier sur |0, 1]. Par

1 1 . t 2p+1
comparaison, l'intégrale / (cotsz( )
0

dt converge.

+00 1 — (cos(t))?t!
12

Ceci acheve de démontrer que 'intégrale / dt converge.
0

Passons a la deuxieme partie de la question. Nous allons intégrer par parties, en intégrant ¢ — —

et en dérivant ¢ — 1 — (cos(t))?**!, dont la dérivée est t — (2p + 1)(cos(t))? sin(¢). Comme, par
le théoreme des gendarmes :
1 — (cos(t))?*!

t——+o0 t

et par la relation de comparaison plus haut :

1 — (cos(t))?+ ; 1 — (cos(t))?*!
t 12 t—0

1— t))*Ptt
on a : lim — (cos(t))

lim ; = 0, la formule de l'intégration par parties assure que les intégrales :
i

et :

+o0 1 — 2p+1
/ 1 — (cos(t)) ar.
0 t2

/ oo (2p 4 1)(cos()* sin(t) |
o t

sont de méme nature, donc la seconde intégrale converge aussi et on a de plus :

dt

/+f>° 1 — (cos(t))?*! & — [1 - (cos(t))Qp“} e B /+°O ~ (2p + 1)(cos(t))* sin(t)

2 t . t
= pr ) [ (eos(t))?

,Sin(t)
t

dt,

d’ou le résultat.

14. Soit n € N\ {0}. On effectue le changement de variable affine u =¢ — nr. On a :

[:ﬁm (cos(t))szin<t)dt = /g (cos (u))* Mdu.

5+n-1)m t u—nm

vl
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Par la relation de Chasles et le changement de variable v — —u, comme le sinus est impair, on

obtient :
/_i (cos (u))* (—i)is;r;(u)du = /E (cos (u))* (= u)_S;I; du+ [ (cos ( (i)is?i;(u)du
= / cos ( i)_s;r;( )du— /0 ’ (cos (u))* (_jinjlzfru)du

- /0 (cos (u))* (—1)" sin(u) <u —1n7r + u —|—1n7r) du

= [ (cos (w) (-1)" sin(u) 2 du

u?2 —n2q2
d’ou le résultat, quitte a renommer u en t :

/ a (cos(t))2psmt(t)dt -/ ? (cos(r) 22 s )

FH+(n—1m 1?2 — n?n?

G : v +oo o, SN ()
15. On utilise d’abord la relation de Chasles. Comme l'intégrale / (cos(t))?

dt converge par

2
la question 13, on a :

[ costopr ™= 57 L5 o™i 20 3% [ cost# 2 D,

Z (n— 1)7r 12 — n?m?

2

Justifions qu’il est possible d’intervertir somme et intégrale, par le théoreme d’intégration terme
a terme sur un segment. Posons :

2(—1)"tsin(t)
2 _n2np2

vn e N\ {0}, V¢ € [o, ﬂ , Jal(t) = (cos(t))*

Alors :

7
— l’application f,, est continue sur [0, 2} en tant que quotient de fonctions continues dont le

T
dénominateur ne s’annule pas (on a £n7m ¢ {O, 2] carn > 1);

T
— pour tout entier n > 1 et tout ¢t € {O 2} on a:

2t| sin(t)| T T 1
_ 2p —
’fn<t)| - (COS(t» |t2 _ n27r2| < n2mw2 — 2 < n2r2 — %2 Coan2 — i’
et donc :
400 400
D fallee < Z < +o0,
n=1 n=1 4

ou la finitude de la derniere somme découle du théoreme de comparaison des séries a termes

1 1
positifs, appliqué a I'équivalent —— — > 0, et de la convergence des séries de
n

-2 n%+oo n2
Riemann d’exposant strictement supérieur a 1; on en déduit que la série de fonctions Z fn
n=1

. , m
converge normalement donc uniformément sur le segment {O, 2}

Par le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment, d’une part la série Z / fn converge,
n>1

et d’autre part :
T 400

Z/ o= [
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C’est-a-dire, en reprenant le calcul amorcé en début de question :

/+OO<COS(t))2 o sin(t )d _ /()g(COS(t))Qp (i" 2(—1)"t sin(t)) ar.

2 _ 22
z t - tt—ncr

d’ou le résultat.

T
16. Par la question précédente et la question 12, qu’on applique avec y =t € {O, 2}, on a :

7 o™ W = [ (cos) (1 S“;“)dt [ teosterat — [ (eostty ™2y

z 0 0

2

d’ou le résultat par la relation de Chasles :

/ ™ (cos(8)) Smt( Jat = / ? (cos(t))2dt.

17. Soit t € R (I’énoncé ne précise pas ce qu'est t). Par la formule d’Euler et la formule du binéme de
Newton, on a :

it —it\ 2P 2p 2p
9 e +e 1 2p 2Pk ik 1 2P\ oit(p—k
(cos(t))* = (2 ) = 2 3:0 (kz) (e t) (e t) = 2 3:0 L)€ Hp=k), (2)

et donc :

1 221 2p\ o, 1 (2p 1 2 (2 .
2p 2it(p—k) 2it(p—k)
(cos(t))?F = > > <k>e + 5% ( + % > L )

k=0 p k=p+1

Or, par le changement d’indice k +— 2p — k, on a :
2p 2 —
Z p) 2it(p—k) Z( ) 2it(k—p) Z( ) —2it(p—k)
k=p+1 (k im0 \2p — K =

donc :

122! /op . . 1 (2p
2p __ 2it(p—k) —2it(p—k)
(cos(t))? = % > (k) (e PR 4 e ) + 22p< :

k=0 p

Par la formule d’Euler, cela donne le résultat voulu :

(cos())2 = 22,) (( ) 22( )cos p—k:)t)).

18. On a, par les questions 13, 16 et la précédente :

[ 0y

v
_2192;1( ( ) 22( )/ cos(2(p — k:))dt)

Or, si k € [0,p — 1], alors :

z sin(2(p — k))]17  sin((p — k)
/0 cos(2(p — k)t)dt = [2(])_]{)10 = =k =0,

N
z
£
=
5
2
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donc :

+o0 1 — (cos(t))? ™! 2p+1 7w (2p\ w2p+1)(2p)! 7(2p+1)!
/ dt = Sl g - =z .
0 12 227 2\ p 2 22%(pl)? 2 22r(p!)?
d’ou le résultat.

Remarque. L’énoncé se complique inutilement la vie en nous faisant montrer 'identité de la
question précédente. En remarquant, grace aux différentes symétries du cosinus, que l'on a :
us

s 1 T
/ * (cos(t))®dt = 5 / (cos(t))?dt, et en intégrant la relation (2) démontrée a la question pré-
0 0

m .
cédente nous avons immédiatement le résultat, puisque / e?dt est nulle pour ¢ € Z \ {0} et
0

égale & ¢ = 0 sinon, par un calcul immédiat exploitant la m-périodicité de t — e*?.

Partie IV : Calcul de E(]|S,])

19.

20.

21.

Soit n € N\ {0}. Il est clair que 'on a :
Vke N\ {0}, B(Xy)=0, V(X)=E(X2)~E(X,)?=E(1) =1

Par linéarité de I'espérance :

D’ou le résultat.

On a:
cos(S + 1) = cos(S) cos(T) — sin(S) sin(7).

Par linéarité de I'espérance :
E(cos(S +T')) = E(cos(S) cos(T")) — E(sin(S) sin(T")).

Or S et T sont indépendantes, donc par le lemme des coalitions il en est de méme de cos(S) et
cos(T'), puis de sin(.S) et sin(7"). On en déduit :

E(cos(S +T)) = E(cos(S))E(cos(T)) — E(sin(S))E(sin(7)).

Or T et —T ont méme loi, donc sin(7") et sin(—7") = —sin(7") également. Deux variables ayant
méme loi ont aussi méme espérance, d’ou :

E(sin(7T)) = E(—sin(T)) = —E(sin(T)).
On en déduit : E(sin(7")) = 0, d’ou le résultat :
E(cos(S +T')) = E(cos(S))E(cos(T)).

Soient n € N\ {0} et t € R. Au vu de la définition des X, il est clair que tX}, et —t X ont méme

loi pour tout & € N\ {0}. De plus, par le lemme des coalitions, ' =t X, 11 et S =t > X =15,
k=1
sont indépendantes. Cela permet d’écrire, par la question précédente :

E(cos(tSn+1)) = E(cos(S + T)) = E(cos(tS,,))E(cos(tX,,11)).

10
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22.

Comme tX,,;1 a méme loi que tX7, on a donc :
E(cos(tSn+1)) = E(cos(tS,,))E(cos(tX1)).
Par le théoreme de transfert :

cos(t) N cos(—t)

E(cos(tXy)) = 5 5

= cos(t).
On a donc montré :
Vn e N\ {0}, E(cos(tSni1)) = cos(t)E(cos(tS,)).

Autrement dit : la suite (E(cos(tSy))),,s, est géométrique et de raison cos(t). On conclut :

Vn € N\ {0}, E(cos(tS,)) = (cos(t))" 'E(cos(tS;)) = (cos(t))" 'E(cos(tX1)) = (cos(t))™.
On a:
la+b> = (a+b)* = a® + 2ab + b* = |a|* + 2signe(a)|alb + b* = |a|* + 2signe(a)|a|b + (signe(a)b)?,
c’est-a-dire :

la + b|* = (|a| + signe(a)b)?.
On en déduit que les réels |a + b| et |a| + signe(a)b sont égaux ou opposés. L'hypothese |a| > [0
assure que |a| + signe(a)b est positif. Or |a + b| l'est aussi, donc :

la + b| = |a| + signe(a)b.

Appliqué a a = So,_1(w) et b = Xo,(w) pour tout w € Q (dont il faut normalement s’assurer
qu’elles vérifient les hypotheses sur a et b : voir plus bas), cela donne :

|Son| = [Son—1 + Xon| = |Son_1| + signe(Sa, 1) Xon, (3)
donc par linéarité de 1'espérance :
Vn € N\ {0}, E(|S2]) = E(|S2n-1]) + E (signe(San-1)Xan) = E(|S2n-1]).-

Or Xi,..., Xy, sont indépendantes, donc par le lemme des coalitions il en est de méme de X, et
signe(Sa,—1). On en déduit :

(g-19)

E (signe(S2,-1)X2,) = E (signe(S2,-1)) E (X2,) 0,

d’ou le résultat :

E (1520]) = E (|S2n-1) -
Il reste a justifier que les choix a = Sy, 1(w) et b = Xy, (w) sont licites. C’est-a-dire : justifions
que Ss,—1(w) est non nul et que : |Sy,_1(w)| = | Xop(w)]. On a : Sy, (w) = %i:l Xi(w), et comme
les Xj(w) sont dans {—1,1}, on a : =

2n—1

Son—1(w Zlmon—Zn—lmodZ_lmon
k=1

donc Sy, _1(w) ne peut pas étre nul (c’est une fagon comme une autre de justifier que, pour qu’'une
somme de 1 et de —1 soit nulle, il faut autant de 1 que de —1, ce qui est impossible si on somme
un nombre impair de termes). Comme Sy, _1(w) est & valeurs entiéres, ceci impose :

[Son—1(w)| = 1 = [Xon(w)],

d’ou le résultat : la relation (3) est vraie.

11
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23.

24.

25.

Soit s € R. Comme chaque membre de 1’égalité a démontrer est une fonction paire de s, il suffit
de la démontrer pour s > 0.
+oo 1 — cos(st)

t2
Le changement de variable affine u = st donne :

+oo
Si s =0, on a immédiatement : dt = / 0dt =0 = g|0| Supposons donc s > 0.
0

+oo 1 — +oo 1 — too 1 —
/ 1 — cos(st) & — / 1 — cos(u) du / 1 — cos(u) du
0 0 0

_ =3
12 u?

(ufs)? s

Par la question 18 avec p =0, on a :

“+o00 1 _
/ C(;s(u) du 7r’
0 U 2
et donc :

g =55 = gkl

D’ou le résultat pour s > 0, et donc pour s € R par parité.
Soit n € N\ {0}. Par le théoréme de transfert, on a :

E(/O*C’Ol_cct)s’(t‘%dt>: ZQ)(/O+001_(C;2)S(St))dt>P(Sn:S): 3 g|3|'P(Sn:8),

s$€SR( $ESR(Q)

/+°° 1 — cos(st) g T
0

et donc, encore par le théoreme de transfert :

. </O+oo 1- cos(tSn)dt> _ gE(|Sn|)

t2

Mais on a aussi, par le théoreme d’intégration terme a terme positif, dont les hypotheses découlent
aisément des questions précédentes (intégrabilité du terme général, etc.) :

. </0+oo 1- st<tsn)dt> _ /0+oo ( 5 1- ctc;s(st)P(Sn _ 5)) it

SESR(Q)

Par le théoreme de transfert, cela donne aussi :

+oo 1 — cos(tSy) oo (1 —cos(tSy)
([ 1S _ [ (1),

+oo 1 — cos(tS,)
12

E(|S,|) = 2/0+OOE (1_‘308(’55”)) dt.

En comparant les deux expressions de E < / dt> obtenues, on a donc :
0

T 12

Par linéarité de 'espérance et la question 21, on conclut :

B(1S,)) 2 /0+°° 1- E(COS(tSn))dt _ 2 /0+O° 1-— (COS(t))ndt.

T 12 p 12

Soit n € N\ {0}. En combinant les questions 18 (avec p = n — 1), 22 et la précédente, on a
immédiatement le résultat voulu :

B (1S = B(Sal) = 2 [ TGy - O
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