UNE PROPOSITION DE CORRIGE CCP - MATHS 1- 2023 - ovsanix

Exercice I

Informatique

Exercice I1

X

fx,y)=x*-2xy+2y°+e
1°. Soitg(x)=x—e*
gx)=1+e*>0

g est donc continue et strictement croissante sur R, alors g réalise une bijection de R vers R
car

xl_l)IPoog(x) = 4003 xlllzlmg(x) =—00:

Donc 0 posséde un seul antécédent xp € R.

2°. f estbien de classe ¢! sur R?.

(x0,y0) est 1 point critique de f < g (x0,30) =0 et% (x0,¥0) =0

_ _p %0 — _ _ —X0 _
(:){ 2xp—2yp0—e 0 (:}{ 4x9—4yo —2e 0

—2x9 + 4y = 0 —2x9 + 4y = 0
{ Xo—e =0
—
Xo =2Yo

D’apres la question précédente xg et par conséquent ygp sont uniques.
3°. f estde classe €2 sur R?, Soit

62f 62f
e FY*] (%0, ¥0) m(xo;y()) (24e 2
= e%f o%f i

dyox (xOy J’O) O_yZ [xo, J’o)

detH=4(2+e™)-4=4(1+e*)>0
TrH=6+e ™ >0:0ubienseulementr=2+e ™ >0

Donc f présente un minimum local en (xg, yo)

Probleme

Partie I - Calcul d’'une intégrale a 'aide d'une série

xa—l

1°. — x—

est continue sur ]0, +ool.

~ X :—’Orxr—>
-

1% 1 est intégrable sur 10,1] car 1 — &« < 1, donc x —
X X

xl—a

——, est intégrable sur ]0, 11.
x+1
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xa 1 xa 1 1
X+1 40 x x-—« X
xa—l

— estintégrable sur [1, +oo[ car 2—a > 1. Donc x —

1 es intégrable sur [1, +ool.

1
2°. Avec le changement de variable suivant x = 2 on obtient :

3°.

4°

50

+00 xa—l 0 tl—a dt 1 t—a
= d = — _— =
J(@) fl 1+x * f11+ 1 g2 fot+1
x€10,1[. fp(x) = (-1)"x" 0!

+00 +00
Y fulx) = (Z (—x)") x*71=
n=0 n=0

a—1
car x€]0,1[
X

Onale€]o,1]
YneN linll_fn(x) =(-D"
X—
Mais Z (—1)" diverge grossierement, par le théoréme de la double limite : Z Jfn ne converge
n=0 n=0

pas uniformément sur 0, 1[.

x€l0,1[:  Spx) = Y (—-Dkxkret,

— VneN, §, est continue sur ]0,1][.

a—1 xa—l
— x€]0,1[fixé: lim S, (x)= etx— est continue sur 10, 1[
n—oo +Xx 1+x
1-(-x n+1
— x€]0,1[:neN: Sn(x):x“_IL
1+x

Donc
Vx €]0,1], [Sp(x)<2

et x — 2 est intégrable sur ]0, 1], le théoréme de la convergence dominée s’applique et

1 1 xa—l
limf Sn(x)dx:f dx=I1(a)
0

n—oo Jq 1+x
Or

1
fS,,(x)dx Z( 1)’°f xkrelgy
0

k=0

—Z(— nk

k+a
c’est a dire : = L1y
I(“):,,;oma
I(a)+](a)21(a)+1(l—a):Zﬂ_,_ (_1)
n—ohta ,ynt+tl-a
=Dt & Ent
_nZOn'i'a nZ:In (14
1 n 1
_E+Z’( D n+a n-— a)
1, & (D"
:—+2an:1a2_n2:

C’est a dire:

+00 4.1 1 [e) —_1n"
f X4 (-1)
0

X
1+x a
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6°. Pour x = 0 dans la formule admise précédente, on obtient.

sin(ta) (1 X (-nm
1= = 12a) ———]|.
T a = a’-n
+ooxa—1 T

par la question précédente : f X =— .
0 1+x sin(ra)

Partie II - Lien avec la fonction Gamma

1
7°. Soitx > 0 fixé: t — t* e~ est continue sur 10, +ool. - t* le™" ~ ¥ 1= tort—
t—0 tl-x 1=
est intégrable sur ]0,1] car 1 —x < 1, donc ¢ — t* 'e~! est intégrable sur 10, 1].
1 1
t*le7t = o= , or t— — est intégrable sur [1, +oo[, par comparaison ¢ — t* et est
t—+oo |\ 12 (23

intégrable sur [1, +ool.
Par conséquent £ — t* el est intégrable sur ]0, +oo[. Donc I' est bien définie sur ]0, +ool.

+00 ta—l ;
8°. x :f ——e *dt:
fa( ) 0 1+1¢
a—-1
—xt

e
1+1¢

— Vx=0; t— u(x,t)eatcontinue sur ]0, +oo

Posons u(x, t) =

— Vt>0. x— u(x,t) estcontinue sur [0, +ocol.
a-1

— Vt>0: Vx=0: 0<u(xt)< =@(t
(x, 1) 11 @(1)

et ¢ est continue er intégrable sur ]0, +oo[ c’est la question (Q9). Par le théoreme de continuité
sous signe intégrale, f, est définie et continue sur [0, +ool.
a-1

9°. Montrons que f est €' sur]0, +oo[. Posons u(x, t) = me_xt :
— Vx>0: t~— u(x,t)estcontinue et intégrable sur ]0, +oo[ déja fait.
— VE>0: x— u(x,t)estde classe ! sur]O, +oo]

a

ou xt ou )
— VE>0:Vx>0: —(x,0) =— e, Vx>0: t— —(x,t) estcontinue sur ]0,+oo[
ox 1+¢ ox

0
— Vt>0:VYx€[a,b] C]0,+ool: 'a—u(x, Hl<t®e ™ =w(:
X

—+

1
Or w est continue et intégrable sur [0, +oo[ . car w(¥) L= 0 (ﬁ)

Alors fq et €' sur 10, +o0[ et

Vx>0: f/ (x) _ f+m t% e—xtdt
) @ B 0 1+1¢

a-1

10°. — vVx=0: t— e *!' = u(x, 1) est continue sur ]0, +ool.

1+¢

a-1

— V£>0: lim e *' =0 et t — 0 est continue sur [0, +ool.

x—+oo 1+ ¢
ta—l a—-1 ta—l
— VE>0: Vx=0: 0<s—e*'<s—ett—
1+¢

10, +o0l.
Le théoréme de la convergence dominée s’applique et :

est continue et intégrable sur
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+00
lim f,(x)= f lim u(x,t)dt=0.
X—+00 0 X—+00

Remarque :
1) Si on avait des problémes dans la majoration on peut prendre x dans I'intervalle [1, +ool.
2) On peut ne pas utiliser ce théoréme, en remarquant que :

ta—l
VE>0:Yx=0, 0<1+ e X< % 17Xt

+00
donc 0 < fy,(x) sf t“ e *tdy
0

+00 1 +00 I'(a)
avec xt=y: t* e *ds = —f 1o Vdy=
y fo R Y=

I
(@) — Ocara@>0,donc lim f,(x)=0.
- X—+00

alors 0< X) <
fa() x% x—+oo

-t
e .
11°. — t— o est continue sur ]0, +oo|[
et

1
— — ~ —et a<l.
ta t_,ota

et 1
— — = 0l=]|: 2>1:
t2

e +oo o1t
Donc t— pra est intégrable sur ]0,1] et sur [1,+oo[, donc f t—adt converge.
0

X e—t +00 e—t
Donc: lim —dt:f —dt:
o t“

X—+00 0 ta

+00 e—t X e—t +00 e—t
Or[ —dt:f —dt+f —dt
0 A 0 t« x t*

+o0 p— I

donc lim —dt=0.
x—+00 J 1«

Partie III : Vers la formule des compléments

12°. Avec le changement de variables xt = y, on obtient :

+00
fal®) — fLx) = f pae1g-xt gy L@
0

xa
o et [T
139 gq(x)=T(a)e pr dt
X
Alors Vx>0: y

£,(¥) = g4(x) + T(@)e* ( = Ha)

xa

+00 e—t 0 e—t +00o e—t X e—t +00o e—t
o [ e [ [ e [T e [V
x t* x o t* o t« o *

I'la)
xa

I'(x
alors g, est une solution particuliere de y —y' = (a).
x

) = ga(x)_

ga(x)— g, (x) =

Alors g — fo estsolutionde y—y' =0
DoncIAeR: Vx>0: gu(x)— fo(x)=Ae"

xliIow“(x) =0:et  fu(x)=gq(x)—Ae* =e*

+oo g1
I‘(a)/ —adt—ﬂl].
x t
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14°.

15°.

16°.

+o0 p,—t

lim —dt=0;donc A =0 [sinon absurde].
x—+00 J a

+00 e—t
Alors: VYx>0: fa(x):ga(x):I‘(a)exj; t—adt
En faisant tendre x — 0 dans I'égalité précédente; et le fait que f est continue sur [0, +oo[
~t
e
etque t— yra est intégrable sur ]0, +oo[, on obtient :

+00 ta—l +00 e—t
f dt = F(a)f —dt.
0 t+1 0 te

Soit @ €]0,1[, alors 1 — a« €]0,1[ :

+oo e—t +oo
etf t—adt:f t %e'dt=T(-a).Parla question 6 et Q 14; on obtient :
(] ()}
—— =T(a)T(1 - a)
sin(r @)
Pour &« =1/2: et Q15 donne:

(I‘(1/2))2 = ﬁ =7 : et puisque I'(1/2) > 0. Donc
sin(z

ra/2)=vr
+00

dt +00
orr@/2) = f e '— :etavecle changement de variables y = Vi, ra/2) = 2[ e_yzdy
()}

0 Vit
+00
f e Pdt= ﬁ
0 2

Donc

Pour vos remarques sadikoulmeki@yahoo.fr
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ENONCE - CCP - MATHS 1- 2023

Exercie I

Dans cet exercice d’'informatique commune, on se propose d’écrire des algorithmes dans le but
do faire du calcul matriciel et plus particulierement afin d’utiliser les matrices d’adjacence d'un
graphe. Les algorithmes demandes doivent étre ecrits en langage Python. On sera trets attentif a la
rédaction et notamment a lindentation du code.

L'usage de toute librairie est interdit.

Notation Les matrices sont carrées et représentées par des listes dont les éléments correspondent
aux lignes de la matrice. Par exemple, la matrice

1 2
A= ( 3 4 ) est représentée par la liste [[1,2],[3,4]].

Dans la suite, pour définir la matrice d’adjacence A € .#,(R) d'un graphe ayant n sommets, on
numeérote ses sommetsde0an—1.

1°. Ecrire une fonction produit (A4, B) prenant en arguments deux matrices carrées A et B de
mémes dimensions et qui renvoie AB le produit de la matrice A par la matrice B.

2°. Ecrire une fonction oriente (A) prenant en argument la matrice d’adjacence A d’un graphe et
qui retourne True si le graphe est orienté et False sinon.

3°. On admet que le nombre de chemins de longueur p reliant i et j dans un graphe de matrice
d’adjacence A est égal au coefficient d’indice (i, j) de la matrice A”. Ecrire une fonction dis-
tance (4,1, j) ou A est la matrice d’adjacence d’'un graphe et qui renvoie le nombre minimal
d’arétes que I'on doit parcourir pour atteindre le sommet j depuis le sommet i (on suppose
qu'un tel chemin existe).
On considere deux tables : CLIENTS et PARTENAIRES. La premiere contient des informations
sur les clients et la deuxieme permet d’identifier qui sont les partenaires des clients.
La table CLIENTS contient les attributs suivants :
- id : identifiant d'un individu (entier), clé primaire;
- nom (chaine de caracteres);
- prénom (chaine de caracteres);
- ville (chaine de caracteres);
- email (chaine de caracteres).
La table PARTENAIRES contient les attributs suivants :
- id : identifiant de suivi (entier), clé primaire;
- id-client : identifiant du client représenté par 'attribut id dans la table CLIENTS (entier); -
partenaire : nom du partenaire (chaine de caracteres).

4°. Ecrire une requéte SQL permettant d’extraire les identifiants de tous les clients provenant de
la ville de Toulouse.

5°. Ecrire une requéte SQL permettant d’extraire les emails de tous les clients ayant «SCEI» comme
partenaire.

Exercie 11

On definit la fonction f : (x,y) — x* — 2xy + 2y* + e * sur R?

* = x admet une unique solution sur R.

6°. Etablir que léquation e~
7°. Demontrer que f posséde un unique point critique (xo, yo) e R2.

8°. APaide de la matrice hessienne, démontrer que f admet un extremum local en (xg, yo ). Est-ce
un minimum ou un maximum?
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PROBLEME

Dans tout le probleme, a est un réel appartenant a l'intervalle ]0, 1[. On pose :

1 xa—l +00 xa—l
I(a) :f dx et J(a@ :f dx
0o 1+x 1 l+x

Partie I - Calcul d’'une intégrale a I'aide d'une série

a-1
9°. Démontrer que x — I

est intégrable sur ]0,1] et sur [1, +ool.

10°. Démontrer que J(a) = I(1 — a).

On se propose maintenant d’écrire I(a) sous forme d'une somme de série.

11°. 1" tentative
Pour tout x €]0,1[, on pose f;,(x) = (—~1)"x""*~1, Montrer que :

a-1

1+x

+00
Vx €]0,1], = fulx).
n=0
La série de fonctions Z Jfn converge-t-elle uniformément sur 10, 1[?

12°. 2° tentative
Pour tout x €]0,1[, on pose :

Sn(x) — Z (_1)kxk+a—l
k=0

A raide du théoreme de convergence dominee, montrer que :
1
I(a) = lim f S, (x)dx
n—+oo 0

En déduire une expression de I(«) sous forme d’'une somme de série.

13°. En déduire que :

+00 xa—l too (1)
dx=—+2«a 1)
1+x a = a?—n?

I(a)+](a):f
0

On admet la formule suivante :

VxeR, cos(ax)= M( Z( 1)nZOLCOS(nx)

14°. Démontrer que :

+00 4.a—1
x T
f dx = —
o l+x sin(a )

Partie II - Lien avec la fonction Gamma

Dans toute la suite, on pose :

+00
Vx€]0,+oo[, I(x) :f t*letde
0

et
+oo0 ga—1

Vxe[0,+ x) = ——e *ldt
[0, +ool, fa( ) j(; 1
15°. Démontrer que I est bien définie sur ]0, +ool.

16°. Démontrer que f, est bien définie et continue sur [0, +ool.
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17°. Démontrer que f, est de classe ¢! sur 10, +oco | et calculer sa dérivée.
18°. Déterminer lim f(x).
X—+00
-t

e
19°. Démontrer que £ — yra est intégrable sur ]0, +oo[. En déduire :

+00 e—t
lim —dt
ta

X—+00 J

Partie III - Vers la formule des compléments

20°. Pour tout x €]0, +o0o[, démontrer que:

I'(x)
fa@®) ~ fa® = —3
21°. Pour tout x €]0, +oo[, on pose :
+oo o=t
8a(x) =F(a)exfx t_adt

r
Vérifier que g, est une solution particuliere de I'équation différentielle y — y' = %. En dé-
duire que Vx €]0, +ool, fg (x) = ga (X).

+00 ta—l +00 e—t
f dt = F(a)f —dt
0 t+1 0 te

23°. Démontrer I'identité suivante (formule des compléments) :

22°. En déduire que :

Ila)T1-a)=—.
sin(ar)

24°. En déduire la valeur de I'intégrale de Gauss :

+00
2
f e U dt
0

FIN
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