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CoNCOURS COMMUN MINES-PONTS 2023
Epreuve de mathématiques II, PSI
(corrigé)

1 Nombre de points fixes d’'une permutation

1. On a : card (S,) = n!. Comme I'ensemble des dérangements de [1,n] est inclus dans S,, on a :

d, < card(S,) =n!, donc: 0 < —7 < 1. Par le théoreme de comparaison, on en déduit que le rayon
n!

de convergence R de Z —T;x" est supérieur ou égal a celui de Z 2", qui vaut 1 (on reconnait une
n=0 "7 n=0
série usuelle : c’est la série géométrique). On a donc : R > 1.
2. Soit k£ € [0,n]. On cherche a dénombrer (X, = k). Pour cela, on note que pour construire une
permutation o de §,, ayant exactement k points fixes :

— on choisit ’ensemble F' de ses points fixes : cela revient a choisir k éléments de [1,n] (il y a

n
donc (k:) possibilités), et pour tout ¢« € F on pose : 0(i) =i;

— on doit a présent définir I'image par o des éléments de D = [1,n] \ F'; pour cela, justifions
que o|p doit étre un dérangement de D :

— o|p est une application de D dans lui-méme : en effet, s'il existe i € D tel que : o(i) =
j & D, alors j appartient au complémentaire de D (c’est-a-dire F), donc : j = o(j),
mais on a alors : 0(i) = o(j), donc par injectivité de o (on veut en effet que ce soit une
permutation de [1,n]) on a : i = j, ce qui est impossible puisque i € D et j € D ; ainsi
o(D) € D, donc o|p est une application de D dans lui-méme ;

— op est une permutation de D : en effet o est injective, donc o|p également, et comme le
cardinal de son ensemble de départ et d’arrivée est le méme, ojp est une bijection de D
dans D ;

— o|p est un dérangement de D : pour tout i € [1,n] \ F, on veut : o(i) # i (dans le cas
contraire, on aurait i € F' N ([1,n] \ F) = 0, ce qui est absurde);

en résumé, pour définir o|p, il suffit de choisir un dérangement 7 de D (comme D a n —k
éléments, il y a d,,_;, tels dérangements : nous justifierons ci-dessous plus en détails
ce point) et de poser o)p =T ;

— ayant défini o sur F et D, et étant donné que FU D = [[1,n], cela définit bien un élément de
S, (la construction assure la bijectivité) avec exactement k points fixes : les éléments de F'.

On obtient ainsi toutes les permutations de [1,n] avec k points fixes exactement. Par principe
multiplicatif, on en déduit :

D’ou le résultat.

Remarque. Il semble a priori que d,_j désigne le nombre de dérangements de [1,n — k] et non
de D. Vérifions que d,,_j donne bien le nombre de dérangements de D (c’est-a-dire des bijections
de D dans lui-méme sans point fixe). Soient Dérpy k) 'ensemble des dérangements de [1,n — k]
et Dérp 'ensemble des dérangements de D. Comme D est de cardinal n — k, il existe une bijection
f de [1,n — k] dans D (c’est méme la définition du cardinal d’un ensemble fini). On montre alors
que les applications :

Dér[[lyn,kﬂ — DéI‘D DéI‘D — Dérﬂl’n,kﬂ
o +— foooft>” o — flooof
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sont correctement définies, c’est-a-dire : si o est un dérangement de [1,n — k], alors fooo f7!
est un dérangement de D ; la justesse des ensembles de départ et d’arrivée est facile a vérifier, et
fooo f7! est bijective en tant que composition d’applications bijectives; enfin, on vérifie que
i € [1,n — k] est un point fixe de o si et seulement si f(i) € D est un point fixe de fooo f!,
donc o n’admet aucun point fixe si et seulement si f o o o f~! n’en admet pas : ainsi fooo f~1
est bien un dérangement de D si o en est un de [1,n — k]. De méme pour la vérification que
la seconde application est bien définie. De plus ces deux applications sont clairement réciproques
I'une de 'autre : ce sont donc des bijections, et comme une bijection conserve les cardinaux on a :
card (Dérp) = card (Dér[[l,nfk]]> = d,,_;. D’ou le résultat.

dn
3. Notons Z cpx” le produit de Cauchy de la série entiere Z —'x" (qui est de rayon de convergence

n=0 n=0 """
n

x

R > 1) avec la série entiere exponentielle Z —~ (qui est de rayon de convergence infini). Alors le
o !

rayon de convergence R, de ce produit de Cauchy est supérieur ou égal a min(R,+00) = R > 1,

et pour tout x €] — 1,1[ on a :

n=0 n=0 n=0
c’est-a-dire : .
o0
Vo el - 1,1, s(z)e” =) ca”
n=0

avec, par définition d’un produit de Cauchy :

" ody_p 1 1 & n! 1 & (n (2.2) v~ card(X,, = k)
\ N n = ——— = —————d, = — At = _—
meR, e kz:%) (n—FkE nl = (n—Fk)E! ol kz:: ( ) g lgj card(S,,)

Or §,, est muni de la probabilité uniforme P,,, donc :

card(X,, = k)

Vk e N
< card(S,,)

= Po(X, = k).

Ainsi : .
VneN, ¢, =Y P,(X,=k)=P,(X, €[0,n]),
k=0

et comme X, est a valeurs dans [[0,n] (en effet une permutation de S,, ne peut pas avoir plus de
points fixes que le cardinal de son ensemble de départ [1,n], ¢’est-a-dire n), on a :

P, (X, € [0,n]) = 1.

En principe tout notre raisonnement vaut pour n > 1; pour n = 0, on utilise la convention de
I’énoncé selon laquelle dy = 1. En résumé, nous avons montré : Vn € N, ¢, = 1, donc :

1
1—2a’

+0o0
Vel - 1,1, s(z)e" =) "=
n=0

d’ou le résultat.

Voyons comment en déduire que R = 1 : on sait déja que R > 1. De plus le produit de Cauchy

ci-dessus est égal a Z x", qui est de rayon de convergence R, = 1, et on sait que R, > R. Donc :
n=0

1 > R. Ayant montré que R est supérieur et inférieur a 1, on a donc : R = 1.



Mathématiques 1T PSI Mines-Ponts 2023, corrigé

4. Soit z €] — 1,1[. De la question précédente on déduit : (1 — z)s(z) = e~*. C’est-a-dire :

+oo d +o0 d +oo d . +o00 d +o0 d 1
I 1— ln: non -n,.n — mon n— n
T T T T T T T A ey
+o00 d d 1
=d LU "
O+nz::1<n! (n—l)!)x
+oo (_ .\ Too (1)
Mais on a aussi : e ¥ = Z ( x') = Z ( ') 2". Par unicité des coefficients d’une fonction
n=0 n: n=0 n.
développable en série entiere, on a donc :
d, dy_ 1"
vne N\ {0}, —=— L >, dy = 1.

n! (n—1)! n!

On en déduit, en sommant la premiere égalité :

" (dy n (-1
v € NA 10}, Z(k!_(k:—l)!>zz<k!)’

k=1

or la somme du membre de gauche est télescopique. On en déduit :

wn € N\ {0}, n!_.:i

soit donc :

dn n (_1)k n (_1)k
Vn € N\ {0}, Hzl—i—; :Z )
On remarque que cette égalité reste valable pour n = 0.

Autre démonstration. En multipliant la relation de la question précédente par e™*

-5 B (E) E)

|
xr n=0 n: n=0 n=0

,ona:

Faisons le produit de Cauchy des deux sommes du membre de droite. Il est défini sur | — 1, 1] par

+oo
un raisonnement analogue a celui de la question précédente. Notons-le Z upx”. Alors :
n=0
400 400 (_1)n 400
— n n _ n
s(x) = (Zw ) (Z o > => uya",
n=0 n=0 : n=0
~+o00 d
mais on a aussi : s(z) = » —Tw” Par unicité des coefficients d'une fonction développable en série
n=0 n:
entiere, on a donc :
d
YneN, — =u,,
n!
e . e DL
or, par définition d’un produit de Cauchy : Vn € N, u,, = Z o d’ou
k=0 "
dn n (_1)k’
Vn € N, ;= ];] 0

ce qui démontre le résultat voulu.
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5. Soit k € [0,n]. On rappelle que P,, est la probabilité uniforme sur S,,. Donc :

=

P.(X, =k) = card(X, = k) (¢.2) (Z)dn—k ik @ 1
e card(S,) n! (n —k)k! k! 4

=0

(=1
i

d’ou le résultat.

6. Soit ¢ € [1,n]. Puisque U; est a valeurs dans {0, 1}, c’est une variable aléatoire suivant une loi
de Bernoulli. On détermine son parametre en calculant P,(U; = 1). Notons F; I'ensemble des
permutations de S, telles que (i) =7. On a :

card(U; = 1)  card(F;)

Pulli=1) = card(S,) Y

Or, en reprenant le raisonnement de dénombrement de la question 2 (quand on veut montrer
que oyp est une permutation de D), on montre que o € F; si et seulement si O|[1,n]\{i} €st une
permutation de [1,n] \ {i}, et il y a (n — 1)! tels permutations (la encore, voir la remarque de
la question 2 pour avoir une idée de la facon de démontrer qu’il y a autant de permutations de
[1,n — 1] que de permutations de [1,n] \ {i}). Donc :

n=1! 1
P, U=1)= —F*=—,
( ) n! n
1
donc : U; ~ B <>
n
Le méme raisonnement montre que si i # j, alors U;U; est une loi de Bernoulli de parametre :

P (U, = 1) = (n—2)! _ 1

n! n(n —1)

sin > 2 (sin = 1 on ne peut de toute fagon pas considérer ¢ # j dans [1,n]). La clé du
raisonnement est de noter que U;U;(0) = 1 si et seulement si U;(0) =1 et U;(0) =1 (car U; et U;
ne prennent que les valeurs 0 et 1), si et seulement si o fixe ¢ et j, si et seulement si oy np\ 1153 est
une permutation de [1,n] \ {7, j}. Comme il y a (n —2)! permutations de cet ensemble, on obtient
le calcul ci-dessus. En conclusion :

Remarque. Ce calcul permettrait de démontrer que U; et U; ne sont pas indépendantes si i # j.

1
En effet, Pn(Uz = 1, U] = 1) = Pn(UlUJ = 1) = m, tandis que :

7. Soit i € [1,n]. On a :

n

En effet, comme les U; sont a valeurs dans {0, 1}, la variable aléatoire Z U; est a valeurs dans
. i=1
[0,n], et pour tout k € [0,n] et tout o € S, on a: »_Ui(c) = k, si et seulement si k termes de

i=1
la somme sont égaux a 1, si et seulement si o admet k points fixes (puisque, pour tout ¢ € [1,n],

4
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Ui(o) = 1 si et seulement si i est un point fixe de o), si et seulement si X,,(c) = k. Ceci montre
n

bien que » U;(0) = X, (o) pour tout o € S,,.
i=1
Comme l'espérance est linéaire, on en déduit :

Pour la variance, on écrit :

i=1 1<i<j<n

1 1 1
Comme U; suit une loi de Bernoulli de parametre —, on a : V(U;) = — (1 - > Passons a la
n n n

covariance de U; et U; pour @ # j. On a :

1
n?’

Cov(U,, U;) = E(U;U;) — E(U) E(U;) 'S E(U,U;) -

et on a montré dans la question précédente que U;U; suit une loi de Bernoulli de parametre

1 1 1 1
, donc : E (U;U;) = ———. Donc : Cov(U;,U;) = — — —;. Ainsi :

n(n—1) n(n—1) n(n—1) n?

"1

v =3 (-2 2 () <t a 2 ey ) 2

Pour calculer : > 1, il suffit de dénombrer les couples (i,7) € [1,n]? vérifiant i < j. Cela
1<i<gsn

revient a compter le nombre de fagons de choisir deux éléments parmi les n éléments de [1,n] (il

suffit alors de décréter que i est le plus petit des deux et j le plus grand). On sait qu’il y en a

(n) = 771(71 —1) Ainsi :
5 ) :

En conclusion :

|
8. On a, d’apres la question 5 : P, (X, = =7
i=0
Z - converge et que sa somme est e”. Pour x = —1, cela donne :
>0
. e !
Jm P (X = k) = <.

Ainsi la variable aléatoire Y définie dans 1’énoncé vérifie :

e -1

VkeN, P(Y =k)=1"— R

On reconnait une loi de Poisson : Y ~ P(1).
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9. Soient ¢ > 0, n € N et s € R. La fonction Gy, est définie sur R car X, est a support fini. On a
par définition :

+oo
=Y Pu(X, =k)s" =Y Pu(X, = k)s".
k=0

Or Y suit une loi de Poisson de paramétre 1, donc on sait que 'on a : Gy (s) = e*~1. On en déduit :

k
G, (5) — Gy (s)] = k)" — Z
n 6_1 B +o0 Sk:
:Z(Pn(Xn:k')—k'>Sk—61 Z H
k=0 k=n+1
. ‘S‘k o +o0o Slc
kzo\klp k) — j-ﬂﬂ k:znilk!' (1)

Pour montrer : lim Gy, (s) =
n—+oo )

Gy (s), nous allons montrer que chacun des termes de la majoration
+00 Sk
ci-dessus devient arbitrairement petit. Commencons par le dernier terme : comme Z — est le

k=n+1
reste d’'indice n d’une série convergente (la série exponentielle, qui converge en tout réel), il tend

vers 0 quand n — +o00. On en déduit qu’il existe un rang N; € N tel que pour tout entier n > Ny,
on ait :
+o0 Sk
> =] <ee. (2)
k!
k=n-+1

Le choix de majorer par es plutdét que par € est pour avoir une majoration plus simple a la fin
du raisonnement, mais majorer par € n’empéche absolument pas de conclure. De méme pour les
autres majorations « epsilonesques » plus bas.

k=0

S sl
> Nj, on ait : > [kIP, (X, = k) — 6—1‘ e
k=0 k!

n k

Z )k'Pn(Xn = k) - 671‘ |S|

k=0 k!

< e. En prenant n >

— < e+e=2

Passons au premier terme. D’aprés la question précédente : khI—P k'P,(X, = k) = e !, donc il
—+00
existe un rang Ny € N tel que pour tout entier n > N, on ait : |k!P, (X, = k) —e7!| < e Fle.
Prenons n > N, désormais, et écrivons :
S P (X, = ) — ]SS e (= g - e |$’k BP (X — k) — et
3 [P = ) =7 = SR =8 =7 Bt 3 | =
k=0 " k=0 k=Ny+1 :
Na k n
ETRC A |
k=0 k=Ns+1 '
e L < sl
<Y |RIPL(X, = k) —e | '—i—e 52 '
= k! k!
t sl
= kZ'Pn(Xn = ]{?) — 6_1 . ? + €.
k=0 :
-1 ‘S|k : )
=k)—e ‘ T tend vers 0 quand n — +o0o puisque c¢’est une somme (avec

un nombre fixe et fini de termes) de termes tendant vers 0. Donc il existe N3 € N tel que pour

max(Ny + 1, N3), on a

(3)
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Posons : N = max(Ny, Ny + 1, N3), et n > N. En combinant (1), (2) et (3), on obtient :
|Gx, (s) — Gy(s)] < 2e+ e tes = 3e.

Ainsi, pour tout € > 0 il existe N € N tel que pour tout entier n > N on ait : |Gx, (s) — Gy (s)| <
3e. Par définition de la limite (s’il vous ennuie d’avoir une majoration par 3¢ plutot que e, reprenez
tout le raisonnement ci-dessus en remplagant € par %), on a donc :

llm Gx, (s) = Gy(s),

n—-+

ce qu’il fallait démontrer.

Convergence en variation totale

10. Comme dy 7 (z,y) est une somme de réels positifs, on a : dyr (x,y) > 0. De plus, d’apres 'inégalité

triangulaire :

1 +00 +oo

v (5.9) < 3 3% ()] + ) = 5 (S ]+ X o).
k=0 k=0
et comme une distribution est a valeurs positives, on peut simplifier les valeurs absolues pour
obtenir :
1 [ 1
dyr (z,y) < 5 > a( +Zy =51+ =1
k=0

On a montré :
0 < dVT ([E,y) < ]_
De plus une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul, donc :
dyr (z,y) =0<=Vk e N, |z(k) —y(k)|=0<=Vk €N, z(k) =yk) <=z =y.
La relation dyr (y, z) = dyr (z,y) est évidente, étant donné que |z(k)—y(k)| = | — (x(k)—y(k))| =
ly(k) — z(k)| pour tout k € N. Enfin, par I'inégalité triangulaire :
1
dyr (z,2) Z |z (k

1+°°

5 Zl k) + (y(k) — 2(k))]

1+°°

<3 kZO (lz(k) = y(R)| + [y(k) — z(K)])
1 +o00

= 5 2 o)~ )+ 5 3 k) ~
k=0

- dVT (.CC, y) + dVT <y7 Z) )

ce qui acheve de démontrer les quatre propriétés demandées.
Remarque. On a implicitement démontré que dy 7 est une distance sur Dy.

11. On a:
1 =
dVT anpY Z |P P(Y = k)|

*(IP(X =0)-PY =0)|+[P(X =1) —P(Y =1)|)

=5 (A=) = (=) + X = pl)
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12. On a:

dve (o, m) = (PO =0) =m0+ [PLX =1) = ma(0)] + 3= [-ma (4]

1—)\—6_>\’+‘)\—/\6_>\’+6_>\§O)\k>
= k!

Y -2 (&N
[T-A—e?+A[1—e?|+e <ZH—1—A>>

‘1—)\—67/\)—0—)\‘1—67)“-1-67)‘(6)‘—1—)\))

e N

/N

N~ N~ N~ N

Or A > 0, donc : 1 —e™ > 0. De plus on sait que l'on a : Vo € R, e > 1+ z. Appliqué a = —\,
cela donne : 0 > 1 — X\ — e~ . Donc :

dvr (pxm) =5 (— (1= A= e ) A (1-e?) e (= 1-2)) = A (1-e),

ce qu’il fallait démontrer. En réutilisant 1'inégalité e=* > 1 — X, on obtient :
dyvr (px,m) < A- A= A%

13. Soit n € N\ {0}. On a :

+00 o1 n o1 400 o1
2dVT (an’ﬂ-1> = Z Pn(Xn = k) - ﬂ = Z Pn(Xn = k) - F + Z —F .
k=0 ’ k=0 : k=n+1 :

+oo -1 7
Or, d’aprés la question 5 d’une part, et I'identité e~ = (=1

d’autre part, pour tout k € [0, n]

on a : k 9
R B S G L IS 0 VAN S G )
Pan:k'_izi B - 7 . = ) ’
( ) k! = Kl = k! i:r;ﬁ-l !
donc :
no1 +o00 (_1)'5 _ I 1
2dvr (px,,m) = ) W > T ! kD
k=0 i=n—k+1 k=n+1

ce qu’il fallait démontrer.
14. Soit n € N. Pour tout entier Kk > n+ 1, on a :

k! = ( ﬁ E) (n+ 1> ( ﬁ (n+2)) (4D = (n4 20 (4 1),

{=n+2 f=n+2
donc :
+o0 1 1 +o00 1 (=k—(n+1)) 1 +oo 1
rn:ZHg 1[2 2k7(n+1) = 1|Z 2[7
pomp KU () 2= (n+2) (n+ 1= (n+2)
\ . . /7 . /7 A N / 7/ . . 1
d’ou la majoration désirée. On reconnailt la une somme géométrique de raison 5 < 3 <1,
n
donc :
1 1 1 n+ 2
Th < ' — = = ]
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15.

Mais comme r, est une somme de réels positifs, on peut aussi la minorer par son premier terme.
Ainsi on a :

1 < < 1 n+2
S — /”‘n . .
(n+D! > " S (n+1)! n+1

Les deux extrémités de cet encadrement sont clairement équivalentes asymptotiquement a m
n !
quand n — +o00. Donc, par le théoreme des gendarmes :

1
Tn n~>,\+joo 7(71 n 1)!.

Soit n € N au voisinage de +00. On reprend l'identité démontrée dans la question 13. Intéressons-
00 -1 )

nous a la premiere somme du membre de droite. Comme Z (=1)
i=n—k+1

est le reste d’une série
7!

7!
vers 0), il est majoré en valeur absolue par son premier terme :

1
vérifiant le critere spécial des séries alternées (en effet <> est décroissante, positive et converge
i>0

vk € [0,n] io i) !
7n7 . X ]
P AR (n—k+1)!
donc :
no1 | (-] 1 1 (n+1)! 1 n+1
,;k! in;ﬁl i! lg)k!(n—k—f—l)! (n—f-l)!,;)k:!(n—i-l—k:)! (n+1)!,§) k

Or, par la formule du binéme de Newton :

n n+1
Z (n —]::— 1) < Z (n—lic— 1) 1kqnti-k _ (1+ 1)n+1 = ontl

k=0 k=0
donc :
no1 +o00 -1 % 2n+1 on
> I > : '|) S =2 I
im0 i 2 (n+1)! (n+1)!
Ainsi :
1 n 1 “+00 (_1)2 671 2n 671
d ,T) = — — - + —rn= O — |+ ="
vr (Px,. 1) 9 k;) k! inz_d;rl i! 2 n—+oo \ (n + 1)! 2
1 1 2" 2"
Or:r, ~ —— et : < , d Ty, = —— 1.0 t
IiTn o~ RSN et on a RSN GRS onc : r n—>0+oo<(n—|—1)!> n peu
conclure :

271,
dyr (anﬂTl) = n—>O+oo (M) .

Remarque. En particulier, par croissances comparées : nl_l}f&() dvr (px,, ™) = 0. Comme dy défi-

nit une distance sur Dy (on 'a fait remarquer a la fin de la question 10), ceci permet de formaliser
I'idée que (px,),en converge vers m; (& ceci pres que le programme de classes préparatoires ne
parle de convergence que dans les espaces vectoriels normés).
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3 Autres estimations de distances en variation totale

16. Il est clair que x %y est a valeurs dans R (en effet = et y le sont, donc pour tout k entier naturel

le nombre (x * y)(k) est une somme de réels positifs). Pour que ce soit une distribution sur N,
+00

il suffit donc de démontrer : Y (z % y)(k) = 1. Or on reconnait un produit de sommes de réels
k=0

positifs :

:fx*y = (g:c(z’)) (;\Iy(j)) —1x1=1.

Ainsi x % y est bien une distribution sur N.

17. Soit k € N. Comme X et Y sont a valeurs positives et entieres, on a :

X+Y=k= [J X=0)n(Y =j).
0<i,j<k
i+j=k

Par o-additivité et indépendance des variables aléatoires X et Y, on en déduit :

PX+Y=k= Y P( Y=j)= > PX=0)P¥=j),
0<i,j<k 0<,5<k
i+j=k i+j=k

¢’est-a-dire :
pxsv (k) = Y px()py () = px *py(k),
0<i,j<k
i+j=k
d’ou : px.y = px * py, ce qu’il fallait démontrer.

18. Soit k € N. D’apres I'inégalité triangulaire, on a :

() (k) = (wxv)(R)] = | > (2(@)y(5) — u(i)o(5))

<'§fjx@w0)—uﬁﬁmﬁl
:;éiumn—uw+wMDMﬁ—u@WUﬂ
:féij@@)—u@»yo>—uaxvu>—yo»|
<f§f;ﬂx@>—uu»yuﬂ%wuuxvu>—yu»0
::é;kux@>_u@»y@n+yggkm@on>—yu»\

et par multiplicativité de la valeur absolue (et positivité de y et u), on peut conclure :

(@ y) (k) — (uxv)(R)] < X2 y()|@) —u@l+ > u@ly(i) —v()I-

19. On a :

2y (e, wsv) = ZWW wwﬂ<f(zywm M+ Y u mm)

k=0 \i+j=k i+j=k

10
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20.

21.

On reconnait encore des produits de sommes de réels positifs :

> > y)la() —u(@)| = (Z y(]’)) (Z (i) — W’)I) =1 x 2dyr(z,u),

kEN it+j=k jEN i€N
et demeéme : Y > u(i)|y(j) — v(j)| = 2dvr(y, v). Donc :
kEN i+j=k

2dyr(z x y,uxv) < 2dyr(z,uw) + 2dyr(y,v),

d’out le résultat apres division par 2.

Soit A €]0, 1[. Nous allons montrer pour tout n € N \ {0} :
P, : « pour toute variable aléatoire U suivant la loi B(n, ), on a : dyr(py, Tax) < nA? »,

par récurrence sur n.
Pour n = 1, le résultat découle de la question 12. D’ou P;.

Démontrons I’hérédité de la proposition. Soit n € N\ {0}. Supposons P,,. Soit A €]0, 1], et soit U
une variable aléatoire suivant la loi B(n + 1, A). Soient U;, U, deux variables aléatoires indépen-
dantes suivant respectivement les lois B(n, A) et B(1, ) = B(\). Comme elles sont indépendantes,
on sait que l'on a : Uy + Uy ~ B(n + 1,A). Autrement dit, U; + Uy et U ont méme loi, donc :
PU = Pu,+u,, €t donc par la question 17 :

Pu = Pu, * Pu,-

De méme, soient V;, V5, deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois
P(n) et P(A). Comme elles sont indépendantes, on sait que l'on a : V; + V5 ~ P((n+1)\), donc :
Tn+1)A = PVi+Ve = Pv; * Dy = Ty * Tx. On a donc, par la question précédente :

dvr(pu, ) = dvr (Pu, * Puys Toa * ™) < dyr(pu,, Tor) + dvr(pu,, Ta)-

Comme U suit la loi B(n, ), 'hypothése de récurrence P,, permet d’écrire : dyr(py,, Tor) < nAZ
De plus Us suit la loi B(\), donc d’apres la question 12 on a : dyr(py,, ma) < A% D’ou :

dvr(pr, Tar) < nA® + A% = (n+ 1)A?,

ce qui démontre P, ;. Ainsi P,, implique P,,; pour tout n € N \ {0} et la proposition est
effectivement héréditaire.

Par principe de récurrence, on a montré que pour tout entier n > 1 et toute variable aléatoire U
suivant une loi binomiale de parametres n et A €0, 1], on a :

dvr (pu, Tuy) < N2

Soit k € N et soit n au voisinage de +oo (vérifiant en particulier : n > |/, ce qui assure que

a
— €10, 1[). Par la question précédente, on a :
n

= a\? 2a?
0 < [P(By = k) = (k)| < 3 [P(By = k) = 7al)] = 2dvr (i, 70 ) < 20 ()
k=0

n

Les deux extrémités de cet encadrement convergent vers 0. Par le théoreme des gendarmes :

lim P(B,=k)=m.(k) =e“—.

n——+oo k!

11



Mathématiques 1T PSI Mines-Ponts 2023, corrigé

22. Pour tout n € N au voisinage de +oo (de sorte que n > |« et n > [f3]), notons B,, et C,, des

: . . o . X a 5
variables aléatoires suivant des lois binomiales, respectivement de parametres (n,— | et [ n, — |.
n n

D’apres la question 10, dy 7 vérifie I'inégalité triangulaire, c¢’est-a-dire :
dyr (7o, m3) < dyr (7o, pB,) + dvr (PB,. Pc,) + dvr (P, T3) -
D’apres la question 20, on a donc :

a? + 32
dVT (7Ta77T,3) g T + dVT (an7an) :

Pour majorer dyr (pg,,pc,), on raisonne par récurrence, en suivant de pres la stratégie de la
question 20. Montrons que pour tout n € N\ {0}, on a :

P, : « Pour tout (A, 1) €]0,1[, et pour toutes variables aléatoires X et Y suivant respectivement
les lois B(n, A) et B(n,u), on a : dyr (px, py) < n|A — | »,

par récurrence sur mn.

Pour n = 1, le résultat découle immédiatement de la question 11. D’ou P;.

Démontrons I'hérédité de la proposition. Soit n € N\ {0}. Supposons P,,. Soit (\, ) €]0,1[%, et
soient X, Y deux variables aléatoires suivant respectivement les lois B(n + 1, A) et B(n + 1, u).
Soient X7, X, deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois B(n, \) et
B(A), et Y7, Y, deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois B(n, i) et
B(u). En reprenant le raisonnement effectué dans 1’hérédité de la récurrence de la question 20, on
a:px = Px, *Dx,, €t 1 Dy = py; * py,. Donc par la question 17, on a :

dvr (px,py) < dvr (px,,pvy) + dvr (Dx,, Py, -

Comme X et Y] suivent des lois binomiales de parameétres (n, ) et (n, ) respectivement, d’apres
I'hypothese de récurrence P, on a : dyr (px,,py;) < n|A — p|. Par la question 11, on a :
dvr (px,:Py;) < [A — . Done :

dvr (px,py) <A —p| + A = pf = (n+ 1)|A — pl,

ce qui montre que P,, implique P, 1, d’ou I'hérédité.
Par principe de récurrence, on a donc P, pour tout entier n > 1. En particulier, si l'on revient
au contexte originel de notre question, si on applique cette proposition avec B,, et C,,, pour n au

p

a
voisinage de +o0o, on a : dyr (ps,,pc,) < n|— — —| = |a — ], donc finalement :
n o n

a? + 2

dVT(Wa,’/Tﬁ)< —|—’C¥—ﬁ|.

Quand n — 400, cela donne :
dvr (T, 75) < | = B,

d’ou le résultat.
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