| MINES MP 1 : 8 mai 2000 8-11h

‘ Partie préliminaire ‘

(0.) L’ensemble M est un espace vectoriel réel.
Notons que M = {re(a.I) + im(a) (é _01> + reb. (? é) + imb. (—Oz é)}
Ceci permet de voir que c’est un R—ev de dimension 4 (engendré par les quatre matrices explicitées).
Pour démontrer que le produit de deux matrices my et ms de 'espace M appartient encore a M, il suffit de
vérifier que c’est vrai pour ces quatre générateurs.
C’est un peu fastidieux, mais
e La premiere matrice est ld’identité, neutre pour la multiplication

e le carré de chacune des trois autres matrices u = ((1) _01> ,U = (? é) ,Ww = (—Oz é) est dans M, a

savoir 4?2 = I = w?,v? = —1I,
e le produit de deux quelconques de ces trois matrices est au signe pres la troisieme. Plus précisément,

2 ey
UV = —wW = —0.U vaw =v.(v.u) =v.u=—u et similairement w.v = u, UW = —W.uU ="

‘M est donc stable par multiplication: c’est une sous-algébre de Ms(C). ‘

Soit m = (2% Zab> € G : la condition det m = 1 signifie tout simplement que |a|? + |b]? = 1.
Comme det est un morphisme multiplicatif et {1} un sous-groupe de (C*, x) il est trivial que I’ensemble G est
un groupe pour le produit des matrices (admis).

Les autres résultats admis sont tout aussi faciles.

‘ Premiére partie

(I.1) Propriétés élémentaires des matrices de ’espace M : Soit m = (2% Zab> e M ;

v (a b a —ib\ _(at+a 0 \_
m+m_<ib E>+(—ib a>_< 0 a+a>_”(m'1)

t— _(a ib a_ —ib\ _ (|a]*+b]? 0 B
m.m—(ib E>X(—ib a >—< 0 laf? + b]? =detm.J

Pour qu’une matrice g de ’espace M appartienne au groupe G il faut et il suffit donc que ¢! = 3.

L’autre relation trouvée ci-dessus prouve que si m est une matrice de ’espace M,

m=0

tr(m)=0 <= m+'m=0 <= m=—
Calculons plus généralement m?, pour cela on ruse:

tr m.m = m.(tr m.I) = m.(m +'m) = m? + m.'m = m? + detm.I  (on reconnait Cayley-Hamilton !)

et donc m? = tr m.m — detm.I = — det m.I puisque tr m = 0.
De méme (transposer ne change pas le det) (‘m)? = —det m.1I.

(I.2) Matrices u :
Soit u = 2% Zdb> € U : on a donc (sucessivement)

a=0 bEiR |bP=1 b=4+i u= 0 =l
F1 0
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du pb ! Soient m une matrice de 'espace M, u une matrice de I’ensemble U. On peut donc (au signe pres)

oser u = 0 1 Prenons m = @ ib : il vient
P “\-1 0) “\ib oa)

_(a b 0 1\ _(-ib a _ (0 1 a —ib\ _(—ib a
me=\p oa)\=1 0) "\ —a i Ym=\_1 0)\=iv o )"\ -a i

Ces deux produits sont donc égaux.

Lorsque la trace de la matrice m est nulle, c’est a dire que a est imaginaire pur, on a a = —a, c’est a dire que
m.u est symétrique (non réelle !)De méme pour w.m = m.u en raisonnant sur m. Par stabilité de M pour le
produit, on est donc dans V.

(I.3) Norme d’une matrice m :
Soit m une matrice de ’espace M ;

[Im|| = v/ (m|m) = \/%tr (*m.m) = \/%tr (m.tm) = \/%tr (det m.I) = Vdet m

Pas d’inquiétude: le déterminant d’un élément de M est toujours un réel positif | on en déduit pour m et w

dans M
[Im.w|| = v/det(m.w) = |[m]].|[w]|

car det et |/ sont des morphismes multiplicatifs (passent aux produits, koa).
(remarque: cette astuce nous évite LA vérification pénible sur les quaternions. . . )

(I.4) Matrices appartenant a G :

(a) Soit g = (2% Zdb> appartenant au groupe G; cela signifie que |a|?+[b|? = 1. On peut donc poser a = cos 0 +ci

, puisque|re a|?/*|al3/41. 11 vient alors g = cos I + m, ott m = ZC% _Zl; €M et tr m=0.
Le déterminant de la matrice m vaut ¢ + |b]? = (|a|? — cos? ) + |b|> = 1 — cos? 0 = sin? 6.
2 2
o _ [ —c* =10l 0 w2
Enfin m* = ( 0 —E )T sin®6.1.

(b) Soit m une matrice de I'espace M différente de 0 ; alors

— 1 A — 1 —
9N = T vérifie g1 € M et det g1 = \/MZ.detm =1, donc g1 € G.

Rem: au passage on remarque que toute matrice non nullem de M admet un inverse dans M, qui est \/#tm.
m

La notion de corps non commutatif n’étant pas au programme, il est juste que cette propriété ne soit pas évoquée
par le sujet.

(I.5) Un sous-groupe de G :
Remarquons pour le plaisir que G(g;1) est une ellipse !

(a) G(g1) est (aussi) un sous groupe commutatif du groupe G. En effet, si ’on considére deux éléments de G4, par
exemple mg et my, on a

me.my = (I cosf + gy sin).(I cosyp + gy sinyp) = I.cos B costp + g1 (sin @ + sinwp) + g% sin 0 sin 1
et comme g7 = —det g1.1 = —I, il reste
mg.my = I.(cosfcostp —sinfsine)) + g1 (cosOsiny + —sin b cos ) = mgrqp

On peut vérifier que me_1 = m_g, mais la relation qui nous venons d’obtenir prouve que 1’on a un (iso)morphisme
entre le groupe des angles (modulo 27) et le groupe G(g1).
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(b) On peut couper la somme en 2 car la famille de tous les termes est sommable:

R | X1 R X g7 R
exp(lg) = D 679t = D 0"+ D b9t =) G (WY ey (L e
n=0 npair nimpair p=0 p=0
puisque g7 = —1I. Moralité: on reconnait les séries définissant sinus et cosinus, et donc

‘eXp(G.gl) = cos @I +sinfg; = mgy ‘ Remarque: on retrouve le résultat classique sur les sous-groupes a un

parametre du groupe linéaire.

‘ Deuxiéme partie ‘

(I1.1) L’endomorphisme l; de V :

(a) Soit m = 2% ") € V. La seule condition est donc b € R (termes non diagonaux imaginaires purs), il reste
3 degrés de liberté sur 4, c’est la dimension de V. Prouvons-le en donnant une base: un tel m s’écrit

0 1 1 0 . 1 0
m—b(i 0>+ rea.(o 1>+ zma.(o _1>

Les trois matrices étant visiblement indépendantes (m =0 <= a = b = 0) constituent une base de V.

(b) ly(w) = g.w+ w.tg est une application de V dans V, car *(I,(w)) = *(g.w) + *(w.tg) = tw.tg + g'w = I (w) et
par ailleurs [y (w) € M, ce dernier espace étant stable par produit et par transposition.
Enfin [, est linéaire (produits. . .): c¢’est un endormorphisme de ’espace vectoriel V.
Il n’est pas nul, car par exemple l4(I) = g+ 'g ne peut étre nul que si g € G est antisymétrique, soit g € U;

mais alors nous avons vu que g = + _01 (1)>, auquel cas l4( (é _OZ >) #0.

(I1.2) Propriétés de ’endomorphisme lg :

(a) olgoly(w)=1,(4(w)) =g.(gw+ w.ltg) + (gw+w.tg).lg = —w+2g.w.tg —w =2g.w.tg — 2w.
Par ailleurs, 2g.1,(w) = 2¢.(g.w + w.tg) = —2w + 2g.w.’g (on a utilisé que g*> = —1I).
Donc ‘ Les deux endomorphismes coincident (sur V) ‘En appliquant cette propriété a l4(w) comme & w, il vient
1 1 2
o ly(g.ly(w))) = glgolgo ly(w) = 5lg 0 ly[lg(w)] = Qg-lg[lg(w)] = 9.2g.lg[w] = —2l4(w).
e Comme || g.h|| = ||g||-||k|| dans M et ||g|| = v/det g = 1, les deux normes ||l4(w)]| et ||g.l4(w)]|| sont égales.

e Considérons une matrice v de ’ensemble U,via 1.2 qui s’applique car tr g = 0, il vient

ly(gu) = g.(g-u) + (gu).flg = —u+ (wg)'g= —u+ul=0 (g'g=grg=1)

(b) Soient v et w dans 'espace V, tr g =0 on a g> = —I c’est & dire que g~ =g = —g; d’ou

(Ig(v)|w) = %tr ((gv+v.fg)w) = %tr (gvw) — % tr (v.g.W) (car fg = —7)

1
= §tr (w.g.v) — 3 tr (gw.v) (car la trace “commute”; transposons:)
1 1
= §tr ("' g'w — o'w'g)) = §tr (*o(—g.'w —" w."g)) et conjugons:

Lottt ey L _
= —§tr ("v.(g.'w+"wtg) = —§tr ("D (gw+w'g)) =—(v|ly(w))

En utilisant que ‘w = w. Ce qui signifie que I'endomorphisme adjoint de I, est —I,, !

ly est antisymétrique, ie I = —I, ‘
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Rem: avec quelques résultats souvent faits en exo en MP, on obtient hic et nunc que l, a pour valeurs propres
complexes {0, —2i, 2i}, un noyau orthogonal a I'image, etc...

(¢) Soit w € V, on a compte tenu de ce qui précede

(lg(w) | g.lg(w)) = (w | 1(g-lg(w))) = (w | =l4(g.ly(w))) = (w | 2g(w)) = (205 (w) | w) = —(2lg(w) | w) =0
puisque cette quantité est égale & son opposé. Ces deux marices sont donc orthogonales (“perpendiculaires”,

comme dit I’énoncé).

(I1.3) Une base de ’espace V :

)
| ha) = (u | g-lg(v))
2 |2

ha|[* puisque [|g|| = 1.

o | h1) = (g | Ly(v)) = (5(g.u) | v) = —(ly(g-u) | v) = (0| v) = 0 (IL.2.a)
ho | ha) = (gu | g.dg(v) = 3 (g.u | 1y(1g(0)) = S (Uz(g.u) | 1y(v) = (0] l4(v)) =0
hi | he) = (l;(v) | g.14(v)) = 0 (question précédente)

(b) La famille des matrices h;, 0 < i < 2, est orthogonale, ne contient pas 0, donc est libre: vu son cardinal c’est
une base de 'espace vectoriel V. On fait de cette base une base orthonormée en divisant hi et ho par leurs
normes.

La matrice associée & endormophisme [, dans cette base peut étre obtenue en projetant (orthogonalement) les
images sur la base orthogonale en question: on sait déja que ly(ho) = l4(g.u) = 0; de plus, avec ce qui précede,

(ly() | o), (y(hn) (1), (y(ha) | Ba)

lg(h1) =1g(lg(v)) = ) 2 1 7 2
g(h1) = ly(ly(v)) o] 0 (| hal] ([l
_ @) | =y (ho)), Aol @) [ls(0)),  (2h2 b)), o
A T " TRl ]

Donc l;(h1) = 2he. De méme, comme (I,(h2) | h1) = (1,(g.l,(v)) | lg(v)) = (=214(v) | I,(v)) = —2||h1]|* et
lg(h2) | he) =0, on trouve que l,y(he) = —2h1.

0 0 O
Finalement, | La matrice de I, dans la base (ho,h1,h2) est [ 0 0 2 La transformation géométrique as-
0 -2 0

sociée a l’endomorphisme %lg n’a pas de nom dans le programme, c’est la composée (commutative) d’une
projection orthogonale sur le plan engendré par (hy, hs) et d’une rotation d’angle m/2 autour de hy.

(I1.4) Un endormorphisme de I’espace vectoriel M :
Soit mg = I'cosf + gsinf ou 0 € [0, 27] et sg : w — Mmp.w.
En admettant que wu, hg, h1, ho constituent une base (c’est parce que M = R.U @ V), et elle est orthogonale
d’apres I1.3.a), on peut rechercher la matrice de sp dans cette base: d’abord notons que pour w quelconque

sp(w) = wcosf 4+ g.wsin b

On en déduit par des calculs simples (utilisant seulement que 92 = —1I) la matrice
cosf) —sinf 0 0
sinf  cosf 0 0
M(se) = 0 0 cosf —sinf
0 0 sinf  cos6
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‘ Troisiéme partie ‘

(I11.1) Endomorphisme v, de ’espace V :

(a) Tlest clair que I'application w — m.w.?

m est un endomorphisme de M. Reste a vérifier la stabilité de V:
orsiveV,lv=uvett(muvtm)=mutm, cqfd.

Pour u € U, on a m.u.!m = m.!mu = det mu (cf. 12).

t

(b) Si 9y, est Papplication identité, c’est que pour tout w on a m.w.*m = w. En particulier pour w = I on trouve

/
. . . . . a b
que m.!m = I et donc m est réelle, de norme 1, c’est nécessairement une matrice de rotation ( >

b a

0 _OZ> par exemple, ce qui donne b = 0 et finalement :

On applique alors a w = (2

‘Le noyau de I’action de groupe m € M \ {0} — ¢, est réduit & +1 ‘

(II1.2) Endomorphisme g :

(a) La question I-4 prouve lexistence d’un (unique) réel 6 € [0, 7] et d’une matrice m € M, différente de 0, de

trace nulle, telle que g = I cosf + m. La condition g # +1I impose sinf # 0, ¢’st & dire 0 €]0, 7|, cqfd.

Soit v la matrice définie a partir de la matrice m par la relation suivante : v = \/démm.

Rappelons que det m = sin? 0 et donc m = ysin6, g = I cos 0 + v sinf = my.

(b) g(w) = (I cos@ + ysinb).w.(I cosf +* v sin ) = w cos? § + cos O(m.w + wim) + m.w.'m

En remplagant m = vysin 6, il vient |9, (w) = w cos? § + cos @ sin 0L, (w) + sin? 01 (w)

(c) On a donc 9, = I cos? § + cos sin 01, + sin? Oap,: il suffit de trouver la matrice de v.,.
Or v € G et tr v = 0 par construction: on a donc ¥2 = —I comme le g de la partie II. Ce qui permet d’écrire
e ¢, (yu) = —uly = —'Ju = yu (en utilisant aussi 1.2)
o Uy (ly(v)) =v(yv + ')y = —vly — v = 1, (v).

o Y (7ly(v) = —(yv + ")ty = =ty —v = =7l (v.

1 0 0
1, est donc un demi-tour, et la matrice de 1, est donc | Mat(vy) = | 0 cos?0 — sin?f  2cosfsinf
0 —2cosfsinf cos’ —sin?@

son déterminant est det 1), =1 et c’est une rotation d’angle 26 autour de I’axe dirigé par hg = 7.u.
On a donc ainsi n’importe quelle rotation de V.

(I11.3) Endormorphisme ¢y, :
Soit m une matrice différente des matrices 0, I et —I, et posons g = —2—: on a alors g € Get 1, = det my.
vdetm

L’endomorphisme 1, est donc une similitude directe.
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