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ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES, 
SCOLES NATIONALES SUPERIEURES DE L'AERONAUTTQUE ET DE L'ESPACE, 

DE TECHNIQUES AVANCEES, DES TELECOMMUNICATIONS, 

DES TELECOMMUNICATIONS DE BRETAGNE, 

(Option T.A.) 

CONCOURS D'ADMISSION 1990 

)iATHEMATTOUES 
i MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-ETIENNE, DES MINES DE NANCY, 

PREMIERE EPREUVE 
ECOLE POLYTECHNIQUE OPTIONS M, P', T.A. 

(Durbe de l'dpreuve : 4 heures) 

TARTTE 

Etude d'un endomorvhisme do l'espace des volvn6mes r8- 

Soit cp l'application qui, A un polynôme réel P, fait correspondre le polynôme cp(P) 
défini par la relation : 

cp(P)(X) = P(X + 1) + P(X) . 
1.1 Vérifier brfhement que cp est un endomorphisme de l'espace des polyndmes riels R[X] et 

determiner la seule valeur propre de 'p . DBtermlner le sous-espace propre associe E . 
I.2.a. Déterminer le noyau de l'application 'p . Peut-on en conclure que y> est un 

automorphisine de R[X] ? 

b. Démontrer que l'e'space vectoriel %[XI des polynômes réels de degré infdrieur ou 
égal A n est stable par cp . 
Montrer que la restriction 'p,, de cp A y,[X] est un autoinorphisine, 

c .  Démontrer que cp est un automorphisine de R[X] . 
I.3.a. DBmontrer que lR[X] est Bgal A la soinine directe du sous-espace vectoriel E et du 

sous-espace vectoriel Xlf?[X], ensemble des polynhes égaux aux produits du polynbine 
X et d'un polynôme quelconque de l R [ X ]  . 

b. Demontrer que la restriction de cp - 21d A XlR[X] est une application injective. 
En déduire que la restriction de cp - 21d A X l l i , - l [ X ]  est une application bijective A 
valeurs daris [XI. Donner une inégalité entre le degré du polynôme P et celui du 
polynôine (9 - 2Id)(P) , 

c. En déduire qu'il existe une suite de polyndmes (Un) n = O ,  1, 2 ,  . . .  vérifiant 
les relations : U , = l ;  

d.  Soient n et p deux entiers naturels tels que p+l < n , Calculer U,(p) , En diduire 
l'expression du polyn6me Un. Vdrifier que la suite (Un ) n = O ,  1, 2 ,  ... est une 
base de R[X] . 

.4 DBterminer la matrice de la restriction de l'application (Q A lR,,[X], muni de 'la base 
(U,) k = O ,  l,..., n . 

PBfinition et propri8tds d'une skie de ~olvn6mes PI, 

1.1 En utilisant par exemple les rBsultats Btablis dans la premike partie, prouver 
l'existence et l'unicitB d'une suite de polynbmes (P,) 
telle que l'image par (Q de P, est le polynhe 2X" . Préciser le degr6 de P, et son 
terme dominant. Calculer Po , Pl , Pt . Comparer P, (O)  et P, (1) . 

n = O ,  1, 2 ,  ... de R[X] 
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II.2.a. Ddmontrer : pour tout entier naturel n et tout rhel x , Pn(l - x) = (-l)n P,(x). 

En ddduire les valeurs de P2,,(0) , P2,(1) et PZn+l (:) . 
b. Ddmontrer : pour tout entier n, n 2 1 , Pk = nPn-l . 

Calculer P3, P1, P5 . 
c. Dresser le tableau des variations des restriction: des fonctions polyn6mes P, B 

l'intervalle [O,l] (on pourra utiliser une rdcurrence sur n). 

11.3 Ddmontrer que pour tout entier naturel n et pour tout couple de rdels (x,y), on a la 

k k relation : n 
pn(x + y) = c c n  Pn-k(X) y . 

k=O 
k cn est: le coefficient binomial ; on pose pn = pznel(l) ; 

dtablir la relation de rdcurrence : 

If .4 Ddveloppement en sdrie trigonomdtrique des fonctions polynames P, sur l'intervalle 
(0,ll 

a. Soit g la fonction pdriodique de pCriode dgale A 2 ,  paire, prenant m e m e s  valeurs 
que P, sur l'intervalle [O,l). Dbvelopper g en serie de Fourier, en deduire les 

Co 1 valeurs des sommes des sdries S1 et S2 : W 

s1 = c J s2 - c  - $ .  
n=O (2n+112 n=l n 

b. Etablir, pour tout x de l'intervalle [0,1], et tout entier k, 

P 2 k 4 X )  = (-Uk - (2k - 111 1 
k 3 1, les 

relations : W cos(2n+l)m 4 

l r Z k  n=O 

Prdciser la convergence des series considdrdes ; en ddduire pour tout X de 
l'intervalle [O,l) et tout entier naturel, l'indgalite : n! 

IPn(x)l 4 - . 
2lfl-1 

1 1 
G 1 +  2(2n+1) ' 1 4 2  2 n i .2 k=O (2k+l) 

1 1 . 5  Etablir pour tout entier naturel l'encadrement : 

En ddduire un dquivalent simple de pn lorsque n tend vers l'infini. 

11.6 Etablir l'indgalitd vdrifide pour tout rdel x et 

tout entier naturel n : 

PARTIE III 

lp, (x) 1 4 n! emlxl 
2 r p  -1 

peux mdthodes Dour obtenir la sdrie en tibre dont la somme est th(z/PL 

1II.l.a. Soit z un nombre complexe donne l z l  < n ; soit la sdrie de fonctions de terme 
2" 

n! 
gdnbral 

on notera 9 la fonction somme de la serie : e(x) a 

x c-t Pn(x) - . Etablir que cette sdrie de fonctions est convergente pour 
toute valeur rbelle de x ; 00 

2" 
P,(~) - 

nsO n! ' 
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b. Soit a un réel strictement positif ; établir que la fonction 8 est continûment 
dérivable dans l'intervalle [-a, +a] et vBrifie une Bquation dlffdrentielle. 

Comparer O ( 0 )  et e ( l )  et determiner 0(x). 

111.2 Soit D, le disque ouvert du plan complexe de centre O et de rayon w, 

a. Quel eut le rayon de convergence clt ,  la udrie entibre de terme gbndral 
z2 n +1 

(2ntl)1 
7 

b. En comparant les deux,expressions de e(l) obtenues, determiner la odrle entlbre 
dont la somme est Bgale, pour tout nombre complexe z du disque Da, A th(z/2) . 

c. En ddduire une expression du développement en sirie entibre de tan z ,  ddvelop- 
pement valable pour tout nombre complexe z de module Infirieur A - 
Retrouver A l'aide de cette expression, les trois premiers termes dlffdrents de 
zéro du développement limité de la fonction tan en O . 

n 
2 .  

III.3.a. Soft n un entier, n 3 1 ; soit f une fonction A valeurs complexes ddfinie sur 
(0,l) de classe C2"+' . 

Etablir la relation : 

t) f(2n+1)(t) dt = ~,(f(~")(0) + fczn)(l)) + 2n(2n+l) t) ft2""')(t) dt . P2"+1( 

En deduire l'dgalitd : 

b. Soit n un entier, n 2 1 ; soit f une fonction A valeurs complexes définie sur 
[O,l] de classe C2" . 

Ddmontrer qu'il existe un rBel E de l'intervalle [0,1] tel que : 

111.4 Retrouver A l'aide des résultats précédents et de la fonction t H ezt la serie 
entibre dont la somme dans le disque D, est th(z/2) . 

FIN DU PROBLEME 


