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ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES, CONCOURS D'ADMISSION 1990
ICOLES NATIONALES SUPERIEURES DE L’'AERONAUTIQUE ET DE L’'ESPACE,
DE TECHNIQUES AVANCEES, DES TELECOMMUNICATIONS, HMATHEMATIQUES
3 MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-ETIENNE, DES MINES DE NANCY,
DES TELECOMMUNICATIONS DE BRETAGNE, PREMIERE EPREUVE
ECOLE POLYTECHNIQUE OPTIONS M, P’, T.A.
(Option T.A.) (Durée de l'épreuve : 4 heures)
PARTIE I

Etude d’'un_endomorphisme de 1’espace des polyndéme

Soit ¢ l’'application qui, 4 un polynéme réel P, fait correspondre le polynéme @(P)
défini par la relation :

e(P)(X) = P(X + 1) + P(X)

I.1 Vérifier briévement que ¢ est un endomorphisme de l'espace des polyndmes réels R[X] et
déterminer la seule valeur propre de ¢ . Déterminer le sous-espace propre associé E .

1.2.a. Déterminer le noyau de l’application ¢ . Peut-on en conclure que ¢ est un
automorphisme de R[X] ?

b. Démontrer que l'espace vectoriel R [X] des polyndémes réels de degré inférieur ou
égal 4 n est stable par ¢ .
Montrer que la restriction ¢, de ¢ & R [X] est un automorphisme.

c. Démontrer que ¢ est un automorphisme de R[X]

1.3.a. Démontrer que R[X] est égal & la somme directe du sous-espace vectoriel E et du
sous-espace vectoriel XR[X], ensemble des polyndémes égaux aux produits du polypdme
X et d'un polyndme quelconque de R[X]

b. Démontrer que la restriction de ¢ - 2Id & XR([X] est une application injective.
En déduire que la restriction de ¢ - 2Id & XR _,[X] est une application bijective a
valeurs dans R,_; [X]. Donner une inégalité eutre le degré du polyndme P et celui du
polynéme (¢ — 21d)(P)

c. En déduire qu’il existe une suite de polynémes (U,) n=0,1, 2,... vérifiant
les relations : U, =1 P
pour tout n entier, n 2> 1 : U,(0) =0 , U (X +1) =U (X)) + U, ,(X)

Préciser le degré de U, et le terme dominant,

d. Soient n et p deux entiers naturels tels que p+l € n . Calculer U, (p) . En déduire
1’expression du polyndéme U, . Vérifier que la suite (U, ) n=0,1, 2,... est une
base de R{X]

.4 Déterminer la matrice de la restriction de 1'application ¢ a R [X], muni de 'la base
(Y) k=0,1,..., n.

PARTIE II
péfinition et propriétés d’'une série de polynbmes P,

I.1 En utilisant par exemple les résultats établis dans la premiére partie, prouver
l'existence et l’'unicité d'une suite de polyndmes (P,) n=0,1, 2,... de R[X]

telle que 1'image par ¢ de P, est le polynéme 2X" . Préciser le degré de P, et son
terme dominant. Calculer P,, P,, P, . Comparer P, (0) et P, (1)
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I1.2.a. Démontrer : pour tout entier naturel n et tout réel x , P, (1l — x) = (-1)" P,(x).

1
En déduire les valeurs de P,,(0) , P, (1) et P2n+1(—)

2

’

b. Démontrer : pour tout entier n, n > 1 » P = nP

n—1

Calculer Py, P, Py

c. Dresser le tableau des variations des restrictions des fonctions polynémes P, &
l'intervalle [0,1] (on pourra utiliser une récurrence sur n).

11.3 Démontrer que pour tout entier naturel n et pour tout couple de réels (x,y), on a la
relation : n

. k
Po(x +y) = ch Py () yk
k=0

K
C, est le coefficient binomial ; on pose Pn = Pyoiq (1)

Ph =3 2n+1

n-1
établir la relation de récurrence : - 1 [1 _ 2k +1 o J
k

11.4 Développement en série trigonométrique des fonctions polynémés P, sur l’intervalle
(0.1} .

a. Soit g la fonction périodique de période égale A 2, paire, prenant mémes valeurs

que P, sur l'intervalle [0,1]. Développer g en série de Fourier, en déduire les

valeurs des sommes des séries S, et 5, oo

1 = 1
S = 2, — 1 5= 2 =
n=0 (2n+l1) n=l n?

b. Etablir, pour tout x de 1l’intervalle [0,1], et tout entier k, k > 1, les
relations :

-4 hnd cos(2n+l)mx
Pyp—1 (x) = (-1D¥ — (2k - 1)} —
“ vk Eo (20+1)2*

Préciser la convergence des séries considérées ; en déduire pour tout x de
1'intervalle [0,1] et tout entier naturel, 1’inégalité : n!

P
1P, (x)I § e

11.5 Etablir pour tout entier naturel 1'encadrement : N 1

1€ !

—_— ]l 4 ——
k=0 (2k+1)2n+2 2(2n+l)

En déduire un éqﬁivalent simple de p, lorsque n tend vers l'infini.
11.6 Etablir 1'inégalicé vérifiée pour tout réel x et

tout entier naturel n : nl e™lx!

P (x)I| €

2n 1t
PARTIE 111

Deux méthodes pour obtenir la séri tie dont som e

II1.1.a. Soit z un nombre complexe donné lz| < w ; soit la série de fonctions de terme
n

z
général x = P (x) — . Etablir que cette série de fonctions est convergente pour

toute valeur réelle de x ; o

on notera 6 la fonction somme de la série : O(x) = EE P, (x) f:
n

n=0
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b. Soit a un réel strictemént positif ; établir que la fonction 6 est contindment
dérivable dans 1'intervalle [-a, +a] et vérifie une équation différentielle.

Comparer 0(0) et 0(1) et déterminer O(x).

ITI.2 Soit D, le disque ouvert du plan complexe de centre O et de rayon .,

a. Quel est le rayon de convergence de la série entiére de terme général
2n+1
z

Pn e )T ¢

b. En comparant les deux,expreséions de O0(1) obtenues, déterminer la série entiére
dont la somme est égale, pour tout nombre complexe z du disque Dy, a th(z/2)

c¢. En déduire une expression du développement en série entidre de ta% z, dévelop-
pement valable pour tout nombre complexe z de module inférieur a — .

Retrouver 4 l’aide de cette expression, les trois premlers termes différents de
zéro du développement limité de la fonction tan en 0O ,

IIT.3.a. Soit n un entier, n 2 1 ; soit f une fonction A& valeurs complexes définie sur

(0,1} de classe c2"*!

Etablir la relation :

Pty (B) £437H10(e) de = p (£427)(0) + £2M) (1)) + 2n(2n41) | Py, (t) £27 VI (e) ac .
0 0

En déduire 1'égalicé :

1 n Py 1
£(t) dt = S —_— (£2K) (0) + £¢2%) (1)) -
0 “=o0 (2k+1)1

GeDT | Pean (O £420+1) (¢) de .

b. Soit n un entier, n 2 1 ; soit f une fonction A& valeurs complexes définie sur
[0,1] de classe C2"

Démontrer qu’il existe un réel & de 1l'intervalle [0,1] tel que :

" n-1 Py f(Zn)(E)
- (2k) (2k) —
£(t) dt = Eg% Gy (ECFO + E20O Q) + 2, e
0 —

Tt

111.4 Retrouver & l'aide des résultats précédents et de la fonction ¢t » e la série

entiére dont la somme dans le disque D est th(z/2)

FIN DU PROBLEME



