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Introduction :
Dans ce sujet , on démontre que la fonction f définie ci-dessous est la seule qui vérifie les propriétés
suivantes :

1. f est In—convexe sur I =] — 1,4+o00[  (In(f) est convexe).
2. f vérifie la relation (1) :

(x+1)f(z) = (x+2)f(z+2) Ve el
3. £(0) =1

On peut trouver un sujet qui traite une problématique analogue , c’est le sujet math 1 Mines -PC
2003 qui traite le théoréeme de Bohr-Mollerup , a savoir :

+oo
' définie par : (I'(z) = / t*te~tdt) est la seule fonction f qui vérifie :
0

1. f est In—convexe sur |0, 4+o00[ (In(f) est convexe.

2. f vérifie la relation :
fla+1) =af(x) z €]0, +o0]

3. f(1) =1.

Dans tout le sujet , on note :

I=]—1,400] a(x):f;; , f(;c):/og(sm(t))”dt

1  Calcul de o(1)

1 > o est la somme d’une série entiére de rayon de convergence 1 (Régle de d’Alembert), la conver-
gence est normale sur [—1,1] :

]Z];] gklz z € [~1,1]

o est donc continue sur [—1, 1].

2 > Une double intégration par parties donne :

(2ar + B)(-1)" - B

n2

% = /Oﬂ(ozt2 + [t) cos(nt)dt =

n

— [6:—1 , a:i}
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Soit t €]0,7] , n € N* : _
1 — emt

St = re($ o) TS
k=1 =1 1—e
;1) (—22 Sin(gt)) cos( (nJ;l)t) Sin(%t)
= 2 —
‘ —2isin() sin(%)

En remarquant :
2 cos(b) sin(a) = sin(b+ a) — sin(b — a)

On peut raisonner autrement :

2sin(= (Zcos k:t):

k

2k+1)

n
( SlIl
=1

C’est une somme télescopique :

2sin(= (Z cos(kt) ) = sin((%%;_l)t) — sin(;)

Et on retrouve le résultat.

C’est le lemme de Riemann-Lebesgue.
Soit x > 0 , on effectue une intégration par parties :

/7r o(t) sin(xt)dt = {— p(t) cos( xt / 90 ) cos( a:t
0

\/Oﬂ (1) sin(wt)dt| < ‘90(7?) C;S(fff?f)‘Jr’@x ’Jr/o“ ‘%O‘;?Sﬁ‘dt < x(y<p(7r)|+y<p(0)|+/07r ¢ (1)]dt)

On fait tendre x vers +00 et on trouve le résultat.

Soit n € N* | pour {5:—1 , a:i}:

— i % — i (/W(oaf2 + Bt) cos(k;t)dt) / (at? + Bt) (Z cos(kt) )d
=k k=1 70 k=1
x sin( (2n+1)t> 1
— /O (at? +Bt)(28m(2;) -5 dt

at? + Bt
2sin(%)
¢ est de classe C* sur |0, 7] :

() &(8) = (2at + B)sin(L) — S(at® + Bt)cos(t)  (2at + B)E — L(at? + Bt)(1 — &) + +o(t?)

Avec o(t) = t €]0, 7.

2sin®(%) N 2 o(t2)
(v o
Jim  (t) =a -, lim o(t) =3
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71' 1 tg t2 T 7'('2
1 2 __.Y b
(c) —5/0 (af? + Bt)dt = —s[a + B3] = =
¢ est de classe C! sur |0, 7] ¢, ¢’ admettent une limite en 0, d’aprés le théoréme de prolongement
, elle admet un prolongement de classe C! sur [0, 7] . En utilisant ce qui précede :
G (2n + 1)t 2 72

. 1 . .
o(l) = ”LH&OO,; == nE&oo ; ©(t) sin( 5 )dt + 5=

2 Equivalents

4 > La fonction t— (sin(t))” est continue , positive sur |0, 7] :

1
(sin(®)" ~o £ = —

En utilisant les intégrales de Riemann , la fonction est intégrable ( ou l'intégrale converge
puisque elle est positive) si et seulement si —x < 1 ,donc pour z € I =] — 1, +0o0].

fla+2) = /0 k (sin(t)) " "dt = /0 k (sin(t))"" sin(t)dt

On effectue une intégration par parties :

3

fa+2) = [~ (sin®) ™ cos(t)]] +(z+1) / * (sin(t))” cos’(t)dt = (a-+1) /0 ’ (sin(t))" (1—sin’(1))dt

0

On trouve donc :
fle+2)=(x+1)f(x) = (z+ D) f(z+2) = (z+2)f(x +2) = (z+ 1) f(2)

51> On écrit :

g définie sur | — 1, +00[x]0, 7] :

gz(x,t) = In(sin(t)) (sin(t)) " gzi(x,t) = In*(sin(t)) (sin(t))"

(a) g est de classe C* sur | — 1, +00[x]0, 7).
(b) Soit [a,b] C] — 1, 400[ , soit ¢ €] — 1,q] :

gi(x,t)\ < —In(sin(t))(sin(t))" ~o — In(sin(t))t" |
gzi(x,t)’ < In*(sin(t)) (sin(t))" ~o In*(sin(t))t* € [a,b]x]0, g]

(¢) 0< —In(sin(t)t* =g o(L) , 0 <In(sin(t))t* = o(L)

Les fonctions dominatrices sont intégrables sur 0, 7).
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f est donc de classe C? sur I :

@) = 7S t)dt = / " In?(sin(0)) (sin(t)) "dt > 0
0o 0%z 0
f est décroissante convexe.

f(z) :;—ﬁf(anQ) , T €] —1,400]

O
f(@) v (x—1) (z—1)

(n+1)f(n)=(n+2)f(n+2). On multiplie par f(n+1) :
m+1)f(n+1)f(n)=n+2)f(n+2)f(n+1)

La suite ((n+1)f(n+1)f(n)), est constante :

T s
(n+1)f(n+1)f(n):f(l)f(O):§:>f(n+1)f(n):m neN
f est décroissante , strictement positive , soit n € N*
< < f(n— < f2(n) < _ L Y
Fn1) < fn) < fn=1) = fn 1) () < £0) < Fn)fn=1) = 5T < ) < 5
On en déduit facilement :
. V2n i
nirgoo ﬁf(n) =1= f(n) ~n—st00 o
Soit z , on note n = |z] la partie entiere de x :
x—1<n§a::>1—l<2§2:> lim ﬁ:1
T Xz T T—>+400 o

Comme f est décroissante :
fln+1) < f(z) < f(n)
En utilisant 1’équivalence pour les entiers , on peut généraliser pour les réels.

C’est une fonction décroissante , convexe , positive , D,__; est une asymptote verticale ,
D,_ est une asymptote horizontale .
Il faut tenir compte de :

f(0) =

3 Développement en série entiere

us

Si ne N, onnote D, = /5 (ln(sin(t)))ndt.
0
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5l

1

=0 O(W)

9 > La fonction ¢t — (ln(sin(t)))n est continue sur |0

(In(sin(t)))"

Elle est donc intégrable sur ]0, 7].
Si on prend le changement de variable x = 7 — ¢, on trouve :

us

D, = /05 In(cos(t))dt

INE]

10 > On rappelle : In(sin(¢ sm(t))xdt
0

(a) f(0) = / gln(sm(t))dt / In(cos(t))dt

— 2f'(0) = /7 (ln(sin(t)) + ln(cos(t)))dt

0

- /og In (Sm;%)>d = 7rlr;(2) + /og In(sin(2t))dt
_ _”“;@ + ; /0” In(sin(t))dt

Moyennant le changement de variable : x =7 — ¢ , on trouve :

/0 In(sin(t))dt — / " In(sin(t))dt

(ME]

On trouve finalement :
mIn(2)

[SEY

b) F(1) = / In(sin(t)) sin(t)d¢
0
On effectue une intégration par parties :

w(t)=sin(t) , u(t)=1—cos(t) , v(t)=

On trouve , en tenant compte des limites en 0

/ 2 cos(t) 3 t sin(%)
)=—" 1= cos(O)dt =~ [ (2cos*(3) — 1) 2t
S /o sm(t)( cos(t)) 0 ( o8 (2) )cos(g)
Finalement : - L
)= 2[0052(5)}02 — 2{111 (005(5))}02 = —1+1n(2)
11 > Si on pose le changement de variable : u = —In(sin(¢)) , on trouve :

+oo U

—du

(_1)nDn =
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+00
On sait que n! = / u"e “du .
0

(-=)"D,, = (—1)" /[)+oo ue “du + (—1)" /O+Oo (7 — u”e‘“)du

= (=1)"nl+ (=1)" /+OO (ﬂ — u"e‘“)du
0 V1—e2u

00 une—3u
=(—1)"n!+ (-1)" du
(=1) (=1) 0 V1i—e 214 +V1—e 2
0 < 400 une—3u < 400 une—?)u +00 une—2u
_/0 V1—e2u(l++/1—e2v) _/0 Vi—e 2 Jo e —1

= /+OO Lun_le_%du
0 Ve —1

©__ est continue sur |0, +oo[ , prolongeable par continuité en 0 , et de

Vet —1
limite nulle en 400 , elle est donc bornée sur |0, +oo] :

La fonction u ——

IM>0 @ 0< -t <M wel0,+oo

e2uv — 1

On peut donc donner la majoration :

+oo ue 3 +o0 M [+ M
0< / < M/ u" e dy = —/ t"le7tdt = —n! = o(n!
“Jo Vl—e (141 —e2) T 0 27 Jo 2nn (n!)
Finalement :

(=1)"D,, = n! + o(n!)

5 e | 5t (In(sin(t))) 2"
flz) = /0 (sm(t)) dt = /0 exp (a: ln(sm(t))>dt = /o (nz‘; oy )dt
Il suffit juste de justifier 'interversion somme intégrale :

On pose h,(t) = %(ln(sin(t)))n , t€]0,5] , neN.
us —1)" n ™
/2 ha(8)|dt = (),m/ Dy, ~op ||
0 n! 0
Pour z €] — 1,1[, Y _ /5 hn(t)‘dt converge , on peut donc intervertir :
n>0 0
+o0 z ( In(sin(t)) " . 0 D gn
f(x):Z(/ (|))dt)x => = zel—1,1]
— o n! — n!
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4  Convergence de suite de fonctions

On se propose dans cette partie de calculer f (0) , p = Ig;—g ,a>0 ,0>0, |p|<1

U est la composé de deux fonctions de classe C* , et x — a? cos?(z)+b% sin?(z) est strictement
positive.

oy (b —a?)sin(2z)

Vi(z) = R
(@) a? cos?(z) + b%sin?(x) ve
RN .
42 p"sin(2kx) = 4]m<z phe 2ka> = 4Im<z (pem) ) |pe?| < 1
k=1 k=0
1 1
:4]m<,> :41m( _ )
1 — pe 1 — pcos(2x) — ipsin(2x)
psin(2z) psin(2x)

(1 — pcos(27))? + p2sin?(2z) 1 — 2pcos(2z) + p?
On rappelle juste :
cos(2z) = cos?(z) — sin?(x)
Et on trouve I’égalité .

cos( Qkx cos(2kz)

OnposeG()—2ln(“+b) 22 pF ., gr(z) = <=28pk | keNT | zeR

(a) Pour tout k € N* | g4 est de classe C.

(b) llgrlloo = %]p[* , la convergence est donc normale.

(©) |lgilleo = 2|p|* , la série Y g, converge normalement sur R

k>1
G est de classe C! :
G (x) =¥ (x) reR
U(0) = 21In(a)
a+b 1, a+b a+b 2a
G(O):21( )- 22 2In (——)+2In(1—p) = 21n ( 5 )+21n(b+a):\p(0)

On a donc ’égalité partout :
G(z) = V(z) reR

En utilisant les notations de la question précédente , on peut écrire :

U2(z) :21n<a—2|—b)111(x)—Qiogk(x)\ll(m) z€R

On peut établir facilement la convergence normale sur [0, 7| , on peut donc intervertir :

/D7r U%(2)dr = 21n (a —2|- b) /Oﬂq;(x)dx - QE/OK gr(2)V(x)dx
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™ too o
(a) /0 \I/(a:)da::%rln(a;b) —QZ/ gr(x)dx
k=1
oo kg
=27ln (a+b) —QkZIPk ; cos(2kx)dx
=0
a+b
= 27Tln< 5 )

(b) Pour ke N*:
+00 by of m +o0o  p
Z/ gk(x)\lf(x)dm:QIH(a+ )p—/ cos(2kx)dx —22/ gr(x)gn(x)dx
= /o 2 7k Jo i=1 /o

= — p 7rcos 2kx) cos(2hx)dx
23 | cos(2ka) cos(2ha)
_ hg_:lphk / (cos((k + h)a)) + cos(2(k — h)a)))da
_ "~
T k‘2

Finalement , on trouve le résultat :
i b
/ U?(2)dx = 47 In (i) + 27 (p?)
0 2

16 > Pour ¢ €]0, 7] :
lim W, (t) = 2In(sin(t))

n—> —+00

On remarque que pour t €]0, 7| :

sin?(t)

: < b2 sin®(t) < a2 cos*(t) + b2 sin®(t) < a? + 02 <a,+b, =1

On a donc la majoration :
2
0<V2(t) < <1n(4) + ln(sin(t))) t €]0, 7]
La fonction dominatrice est intégrable , en utilisant le théoreme de la convergence dominée :

an + by,

4 /ﬂan(sin(t))dt: /7r lim W2()dt= lim [W2()dt= lim (4rln® (
0 0

n—-+oo n—-+oo Jq n—>-+oo

>+27r0(pi))

Le changement de variable x = 7 —t , nous permet d’écrire :

/0 " In2(sin(t))dt = /0 * In2(sin(t))dt + / " n2(sin(t))dt = 2 / * In2(sin(t))dt

0

On a donc :

8f (0) =8 / : In*(sin(t))dt = 4 /0 ' In®(sin(¢))dt = lim (47r In® (Q”;Lb") +2m(pi))

0 n—> 400
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an +b, 1 _n—l_)1
o 2 T

Comme o est continue en 1 , on peut écrire :

rn?*(2) «°

2 +24

8f°(0) =4rIn*(2) + 2n0(1) = f(0)=
17 > Soient (z,y) €] — 1,+0c[> , A €]0,1] :

FOT+ (1= Ny) = /0 ’ (sin(t))™ (sin(0)) " ar

En remarquant que :

On peut utiliser 'inégalité de Holder :

(ME]

( sin(t))xdt) ’ ( /02 (sin(t))ydt> o

On introduit le In , et on trouve le résultat.
(C’est facile de remarquer que f(x) >0 , z € 1).

18 > f vérifie la propriété (1) définie dans la question 4 , on peut écrire :

fOa+ (=N < (

C2r+2p—1 B P 2w 42k + 1
fRa+p) = 55 e+ = 1) = 1) 1] (5555)

Puis , on introduit le [n.
_ 2
19 > f est convexe , pour (n,p) € (N*) , < p:
n—1<n<n+zx<n+p

Et on utilise la croissance des taux d’accroissements pour les fonctions convexes .

(a) f(n) — f(n —1)=1In (275;1>

lim f(n)— f(n—1)=0

n—-—+o0o

. . 2l n42k+1
b — = 1
0) it p) = Fn) = S (55 )

C’est une somme finie de suites qui ont 0 pour limite :

m_f(n+p)—f(n)=0

li
n—--+

La regle des gendarmes permet de conclure.
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20> Soitz el ,neN*:

; z w204 2k+ 1 -l 1
f(”J“x):f(xH,;) Gevaraa) = f(x)+,§]1n(1_2m+2k+2)
. = 2k+ 1y 1
f(n)=f(0)+ ) In fO)+ ) In
0 S I <0 Sl )
On peut en déduire :
o) = f0) + 5 (1 Ly m(i- 1)} + F(n+ ) — f(n)
= 2k 42 2 + 2k + 2
La série Z {hl (1 — ;) —1In (1 — 1)} est convergente (le terme général est un
>0 2k 42 2 + 2k + 2
O(75) ,on passe & la limite :
fla +Z[1( sirs) (- )
RNV e P T )

f est entierement déterminée par la valeur en 0 et l'expression qu’on vient d’établir , d’ou
I'unicité de f et celle de f.

21 > On introduit la fonction h définie sur | — 1, +oo] , par :

h(t) = g(tT)

h est In —convexe et vérifie :

D’apres 'unicité :

ha) = f(z) = g(z) = 2 /0 (sin®)) "t =€)~ T, +o0f

22 > Une telle fonction n’existe pas .
Elle doit étre & valeurs dans R*" | et pour ¢ = —T , on trouve :

h(~T) =0

Ce qui est impossible.

10
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