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I Existence et unicité de la solution

I.A - Unicité
I.A.1) Soitxel
a) Soitx € I,alors x+1 el car f(x+1)=¢(x)— f(x). Ceci est la vérification initiale.
De méme,six+nel,onax+n+1e€lenappliquant la méme propriété a x + n.

La propriété est donc vraie pour tout n de IN.

b) On montre encore ce résultat par récurrence sur n.
La propriété est évidente pour n = 0.
Pour n = 1, il suffit de soustraire membre a membre les deux égalités f(x+1)+ f(x) = ¢(x)
et g(x+ 1)+ g(x) = @(x), ce qui donne f(x+ 1)+ f(x) — g(x+ 1) — g(x) = 0, ou encore
fx) =g(x) - (f(x+1)-g(x+1))
On admet donc la propriété jusqu’au rang n et on calcule
g+ (1) (f(x+n+1) - glx+n+1)) = g(x) + (=1)™ (= f (x + n) + g(x + 1))
=g(x) + (=1)*(f(x + n) - g(x + n)) = f(x)
La propriété est donc vraie pour tout n de IN.
I.LA.2) f et g sont solution de (1), donc nlirpmf(x +n)= nlirpm gx+n)=0
et, par passage a la limite dans la derniere relation démontrée, Vx € I, f(x) = g(x), ou encore,
f=g
I.B - Existence
I.B.1) Soitx eI

Comme ¢ décroit et tend vers 0 a I'infini, la série de terme général (—l)kgo(x + k) est alternée
et vérifie le critere spécial. Elle converge donc.

+00

I.B.2) Onpose f(x) = ¥ (-1) p(x + k)
k=0
a) Onadonc f(x+1) = +Zm(—l)k(p(x +k+1)=- +Zoo (-1)¥ @(x + k') = —f(x) + @(x), ceci pour
k=0 k=1

tout x de I.

b) f(x)estlasomme d’'une série alternée répondant au critere spécial dont le premier terme
est positif.
Ry(x) est du signe de (—1)! f(x + 1), donc négatif.
R;(x) est du signe de (1) f(x + 2), donc positif.
Compte tenu de ces signes, I’égalité ¢(x) — p(x+ 1)+ Ry (x) = f(x) = @(x) + Ry(x) entraine
alors p(x) ~ p(x +1) < f(x) < (x)

c) Comme la limite de ¢ est nulle a l'infini, il en est de méme, par encadrement, pour celle

de f.

I Premier exemple

ILA - Ftude d’une application linéaire
II.A.1) O est clairement de R[X] dans R[X].
O(AP+uQ)(X) = %()\P+yQ)(X+ 1)+ (AP+uQ)(X) = %/\P(X+ 1)+ %yQ(X+ 1)+ AP(X)+pQ(X)
= ACPOC+ 1)+ POX) + (S QX+ 1)+ Q(X) = A6(P)(X) + B(Q)(X)

0 est donc aussi linéaire, c’est un endomorphisme de R[X].
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II.A.2) Pour P # 0, le terme de plus haut degré de P(X + 1) est celui de P(X), celui de O(P)(X) est
donc L + 1 celui de P(X).
De phis, 0 est linéaire, donc 6(0) = 0.
Ce coefficient étant non nul, 6 conserve bien le degré.

II.A.3) Le noyau de 6 est donc formé de polyndmes de méme degré que le polyndme nul, il est donc
réduit au polyndme nul.

O est bien injective.

I1.A.4) La restriction de 8 a R,[X] reste bien str linéaire, son image est incluse dans R,[X] par
conservation du degré, elle induit donc bien un endomorphisme de R,,[X].

II.LA.5) 6, est un endomorphisme injectif en dimension finie, c’est donc un automorphisme.
0,, est bien bijectif.

I1.A.6) Tout polynome Q de R,,[X] posséde donc un antécédent par 6,,, donc par 6.
Cet antécédent est unique par injectivité de 6.
1
P tel que ZP(X + 1) + P(x) = Q(x) existe donc bien et est unique.
II.A.7) Soit P tels que O(P) = Q, alors

P(x + 1)exp(—(x+ 1)) + P(x) exp(—x) = %P(x + 1) exp(—x) + P(x) exp(—x)

= (%P(x +1)+ P(x))exp(—x) = Q(x) exp(—x)
Si @ a la forme voulue, on a bien trouvé la solution de (1).
II.B - Exemple
I1.B.1) Soit n € IN*

1
a) On dérive la relation =P, (X + 1) + P,(X) = X", avecn > 1,
e
1
on obtient ZP,;(X +1)+ P)(X) = nX"L.
1
Zp”’ est donc solution de (1) avec ¢ qui est X!, c’est donc P,_;.

b) Par une récurrence tres facile, on a, pour n > k, P,Sk) =nn-1)---(n—k+1)P,_x.

II.B.2) Comme la dérivée d’ordre n + 1 d’'un polyndome de degré au plus n est nulle, la formule de

Taylor avec reste intégrable appliquée entre X et X + 1 donne
n (k) n n
P, (X nn-1)---(n-k+1 n
px+1)=) D0y U )Pnk<X):X( )Pnk(X>.

k! k!
k=0 k=0 k=0

L1 1y (n 1y (n 1
ILB.3) X" = ~P,(X +1)+ Py(x) = - Z(k)Pn_k(X) +Py(x) = kZ(k)Pn_k(X) + (E + 1)Pn(x)

e
k=0

1 = (n e+1 i
-1 ;(k)Pn_km = x

1 n
On isole maintenant P,(X), ce qui donne : P,(X) = e-i 1X” - ;(Z) P,_i(X).

II.B.4) Remarque 1 Encore une fois, l'algorithme sera trés différent selon le langage utilisé ! En Pascal ou
en Maple, ce sera trés différent. ..
Dans un langage récursif ayant une fonction somme, on a simplement besoin de tableaux de
polyndmes et de P,

s 1 ) e
Py est constant k, et vérifie —k + k = 1, il vaut donc
e e

On décrit ici un algorithme dans un langage proche de Maple.
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Procédure Poly(n)
si n=0
alors P=e/(e+1)
sinon
P:=e/(e+1)*X~n-1/(e+1)*somme(binomial(n,k)*Poly(n-k),k variant de 1 a n)
fin du si

retourner P

fin de la procédure

IIT Deuxieme exemple

III.A - Ecriture intégrale de la solution
X

III.LA.1) U'intégrale définissant f présente une singularité en 0 car t — 7
sur 0, 1].
Cette fonction est positive, on peut donc travailler par équivalence.

. est définie et continue

P . 1
L’équivalent le plus simple en 0 est t* = =2
dont I'intégrale converge en 0 si et seulement si —x < 1, ou encore, x > -1,
ce qui est le cas sur I.
IIILA.2) f est bien définie sur I.

1tx+1 1 X 1 1
f(x+1)+f(x):J- dt+J dt:f t*dt = .
o t+1 o t+1 0 x+1

III.A.3) On a clairement f(x) > 0, ce qui est aussi vrai pour f(x + 1).

Onadonc0< f(x) < f(x+1)+ f(x) = lerl'

III.A.4) Les résultats précédents prouvent que Vx € I, f(x+ 1)+ f(x) = ¢(x),

et que la limite de f en +oo est 0.
f est donc bien solution de (1).
II1.B - Calcul de quelques valeurs et équivalents

ITI1.B.1) Ceci est une conséquence directe du 1.B.2).

I11.B.2) Onad f(0)—+i(_1)k—+i<_l)k,ﬂ— L dt =1n2 thk'=k+1
.D. n a donc = k+1 = k’ = . Frl =1n 2z, en posan = .

k=0 k'=1
oo k +oo k'—n-1
-1 -1
II1.B.3) Cette fois ci, f(n) = Z% = Z ()k—” en posant k" = k+n+ 1.
k=0 k’=n+1

11.B.4) a) i’o (1) t alternée répondant ite Scial
.D. a ————  eSst alternee repon ant au critere spec1a .
— x+k+1

. . (1) 1
Donc |Ry| < |un41], ce qui donne ici |R,| = 'f(x) - kEO Tl S N2
. 1 y s g 1
b) 1l suffit d’avoir ———— < ¢, cestadire N > — —x - 2.
x+N+2 £

N’oublions pas que N doit étre positif!
Sion a une fonction somme, il est inutile de faire une procédure...
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N:=Max(Ent(1/epsilon)-x-1,0)
R:=somme((-1)~k/(x+k+1),k variant de 0 a N)

c) x=1,5 =101, alors, N = 8 convient.
On obtient 0, 28 comme valeur approchée a 107! pres.

n 4
Remarque 2 La valeur exacte est 5 ~ g Ou encore environ 0,23746...
X

Y
— > 1th,et enfin f(x) > f(y).

II1.B.5) t €]0,1], x < y donne t* > t¥, puis 7

f est décroissante sur I.

1 1
I11.B.6) o f(x+1)+ f(x) < 2f(x) donne f(x) > 2t 1) pour x € I.
1 1
P :f(X)+f(X+].)> 2f(x+1)donnef(x+1) < m,
1
ou encore, pour x > 0, f(x) < EY
II1.B.7) Le résultat précédent nous donne facilement f(x) fod

+oo ok
Y Sl oy

k=n+1
+00
(_1)k (_1)n+1
Donc Z 3 on
k=n+1
+00 . k
I11.B.8) Z ( ;) = (-1)" f(n),
k=n+1

est alternée, répondant au critere spécial.

+00 (_1)k
donc la série de terme général Z p
k=n+1

Elle converge donc.
II1.C - Etude de la fonction f
ITI.C.1) On va montrer que f est continue sur [a, +oo[, avec a > —1.
X tﬂ
t €]0,1] et x > a donnent 0 < t* < t? et finalement 0 <

1+t 1+t
x 1 a

t
x, t
( )_)1+t

est continue sur [a, +00[%]0, 1] et j

dt converge.
0 t

Ce qui prouve que f est continue sur [4, +oo|.
Par réunion de ces intervalles, f est continue sur | — 1, +oo].
1
III.C.2) Ona f(x) = —— - f(x+ 1) —— +oo, car f(0) =1n2.
x+1 x—-1*
1
1t x+ 1

Ceci entraine aussi, une limite étant finie et I’autre infinie, f(x)

III.C.3) a) L'unique singularité est bien en 0.

1+x x=1
|F(In )| = |+ (In t)k| 7.
. Lix k . , . 1+x
La limite en 0 de |t 2 (In t)*| est nulle par croissances comparées, puisque > 0.
. x-1 1
Dong, pour t assez petit, |t*(In t)k| <t2 = —
t 7

. 1-x !
Mais 5 <1, donc J- dt converge.
0

1-x

t 2
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1
Finalement J |tx(1r1 t)k| dt converge,
0

la fonction t — t*(In t)K est bien intégrable sur ]0, 1].

b) On va faire une intégration par partie dans les intégrales généralisées, en intégrant t* et
en dérivant (In t)k.
x+1

t
La limite en 0 de | (In t)k est nulle, donc finie, car x + 1 > 0.
X

Les deux intégrales vont donc étre de méme nature, ici convergentes, et on aura ’égalité
habituelle...

On prend ici k > 1, le crochet sera donc nul aussi en 1.

1 I x+1 k-1 1
t k(In ¢t -k
Finalement, on a j t*(Int)*dt = 0— j (In ) dt = J- t*(In t)<1 dt.
0 0

0 x+1 t x+1
—k
La relation de récurrence pour k > 1 est donc Iy(x) = ?Ik 1(x).
—(k+1)
Et keN, I = —-I .
pour k € N, on a i (x) = ————"Ik(x)
k!
Une récurrence facile nous donne I(x) = (-1)* Io(x).
(x+1)
! 1 k!
Or Iy(x) = | t*dt = ——, dong, Ix(x) = (<1)*———— pour k € N
0 0 x+1’ » ok (x+ 1)k P
(In t)k '
I11.C.4 o~ [ ,
e o[ 5, oot

en utilisant le IT1.C.3.a), on a I'intégrabilité de ¢y(t, x) par rapport a ¢ sur |0, 1].
b) @q est clairement € sur |0, 1]x] — 1, +oo[.

On va d’abord montrer que f est € sur [a, +oo] avec a > —1.

ak(Po

+ par une fonction ne dépendant pas

Pour cela, il suffit de majorer en valeur absolue
de x et intégrable sur ]0, 1].
Fpy  (Int)

On calcule facilement = t,
dxk 1+¢
ok In )k
donc, 9520 < (1n+ )t t%, sur 10, 1] x [a, +oo[.

Cette derniére fonction est bien intégrable sur ]0, 1].

Lok L (ln 1)k
Ceci assure que f est € sur [a, +oo[, et que f¥)(x) = Po gy = J (In?) t* dt.
0 axk 0 1+t

Par réunion des intervalles du type [4, +o0] avec a > —1, on a la propriété sur | — 1, +ool.

(In t)k
III.C.5) a) |f( | = f 1 tx dt, car la fonction est de signe constant.

1
e J,
lttxdt lttxdt:I ,
| 1E n e n 4 dt| = ()
car la fonction est aussi de signe constant !
Finalement, (k)(x)| {—— —
(X + 1)k X—+00
On a bien la limite nulle demandée.
~1)F k!
b) Notons d’abord que f®(x + 1)+ fF(x) = L,
(x+ 1)k
formule qui se montre facilement par récurrence sur les dérivées de ¢.
s (k) (k) S - (-1)Fk! 1)k - J
-1) +j+1)+ +7)) = -1 ————— = (-1)" k!
j; P (F O+ j+ 1+ fBx+ ) ]Zo< Ty ]XWH
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Cette derniére expression est la somme partielle d’une série alternée répondant au critere
spécial, elle a donc une limite finie quand N — +co.
N

Notons aussi que Z(—l)j (f(k)(x+j+ 1)+ f®(x+j ) DN O x4 N+ 1)+ fB(x
j=0
On passe donc a la limite quand N — +co,
+00 :
—1)i
et on obtient f®(x) = (1)K k! (—
fO) = (-1) ]Zof(x+j+1)k
II1.C.6) a) hest 27w périodique, de classe 6! par morceaux, donc sa série de Fourier converge.
Comme, de plus, h est continue, elle est égale a la somme de sa série de Fourier.
Celle ci se calcule facilement, Yn € IN*, b,, = 0, car h est paire.

TC TC
aO:%f h(t)dt:%f tdtz%.
0 0

VYne N, a, = z J;T[ h(t) cos(nt)dt == E ([tM]: — J;)T[ M dt) — _?2 (1 - (_1)71)

i T n n n?
Dongc, pour #n pair, n = 2 0, et pour n impair, n = 2p + 1 4
, pour air, n = 2p,a, =0, e urni Ir, n = , a =
p p p, azp p p p P D T
T( +o00
Ce qui donne Vt € R, h(t) = — cosZ + 1)t).
9 3" L Tapr i e+ 1Y)
b) On applique cette égalité pour t = 0, et on obtient 0 n_4 i
1gu 1 u =0, 1 - =
ppliq galite p AN PRSI
2
Finalement, Z .
2p +1)? 8
¢) La question III.C.5) nous donne f’(0)
:0 k=1
+00
Z % est absolument convergente. Les sous-séries convergent et on peut donc séparer
k=1

les termes de rang palr et ceux de rang impair.

Z4k2 Z44p ;2p+1 4Zk2 %
2

o 1
On obtient donc Z — = n—.

k2 6
k=1
too +00 +00 +00
, 1 (—1)k 1 - (-1)k 2

On calcule maintenant Z e Z e Z 2 = Z 2 17

k=1 k=1 k=1 p=0
car les termes de rang pair sont nuls.

2 = k 2 2 2 2

-1 _

Cequidonne%—z(k; _Z dong, f %—%:%.

k=1
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ITII.C.7) On a une asymptote verticale en x = —1, horizontale quand x — +co.
2
. .. -7
La fonction est décroissante, vaut In 2 en 0, avec une tangente de pente 17

L'allure générale est donc :

A
54
24
1+
-1 1 2 3
o) &=y
II1.C.8) a) u = Z¥, en effet, cette série est alternée répondant au critére spécial et
nt (j+1)"

j=0
son premier terme est positif.

La somme de cette série est donc encadrée par deux termes consécutifs de la suite des

sommes partielles;
— majorée par la suite des sommes partielles au rang 0, qui vaut 1;

—minorée par la suite des sommes partielles au rang 1, qui vaut 1 -
1 1

1--=—.
par 3 2

|
On a donc bien % < |f(”)(0)| < nl

on+l’

b) On a donc une série entiere avec des coefficients compris entre 3 etl,
— pour |x| < 1, cette série converge, doncR > 1;
— pour |x| > 1, cette série diverge, donc R < 1.
Le rayon de convergence est 1.

lui méme minoré
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