Probleme 1

Le but de ce probléme est I'étude de quelquesfapis des fonctions numériquegts de

la variable réellex définies sur R respectivement par :

X +e X X —g X
CX)=——— et sx)=———
) > ) 5

Les trois parties de ce probleme peuvent étreéasiindépendamment l'une de l'autre.

Partie |

Majorations, minorations, encadrements

1. Calculerc (0) ets (0) ; donner une valeur approchéecdg) et des (1) & 107 prés.
2. Démontrer que la fonctianest paire et que la foncti@est impaire.
3.
3.1. Justifier que, pour tout réelon a :
¢ [cP-[sM*=1;
¢ c(x)>1.
3.2. Vérifier que, pour tout réelpositif, on a :

0<s(X) <c(x).

4.1. Justifier que les fonctiorset s sont dérivables sur R ; déterminer les fonctions
dérivées correspondantes.

4.2. Dresser le tableau de variation de chacunéodesionsc ets.

4.3. Tracer les courbes représentatives des forsctioet s dans un méme repére
orthonormal du plan d’unité graphique 1cm.

5.1. Démontrer que, pour tout régbositif, on a :
X<s(X).
5.2. En déduire les inégalités suivantes pourrgeltx positif :

2
¢ 1+ =ci;

3

X
¢ X+ <s(x).
5 = )



6.1. Démontrer que, pour tout réetompris entre O et 1, ona:
¢ s(¥)<2x;
¢ c(¥)<1+x2
6.2. En déduire les inégalités suivantes pourrngeltx compris entre O et 1 :

3
X

¢ s <x+—;
() < 3

2 X4

. c(x)51+x_+—.
2 12

6.3. Justifier que, pour tout réetompris entre 0O et 1,on a:

2

X 1
O<c(X-(1+—)<—.
<c(®¥) —( 2)_12

Qu'en est-il pous (x) ?

Partie Il

Vers une approximation de la fonctionc par des fonctions polyndmes
1. Démontrer, a I'aide d’une intégration par paitigue pour tout rée| on a:
cX¥)=1+ J'Ox(x—t) c(t)dt.
En déduire que, pour tout réelon a :
_a X =)’
c(¥=1 to joTc(t)dt.

2. Démontrer que, pour tout réella relation suivante est satisfaite pour touiesmt
strictement positif :

X (X_t)2n+l

0 (2n+1)! ct)dt.

_ n X2k
c(x)—1+k:1m +J'

Un nombre réel strictement positif a étant donméclerche, dans la suite de cette partie, a

O a*
montrer que @) = 1+ lim :
N oo kzzi‘ (2k)!
3. Démontrer que pour tout entiestrictement positif, on a :
_$\2n+l 2n+2
[ chyat < -2 _cqa.
0 (2n+1)! (2n+2)!



2n

4. On notev, = 2n) oun est un entier strictement positif.
n)!
4.1. Prouver qu'’il existe un entibrtel que pour tout entier supérieur ou égalld, on a :
Viut < 1
v, 2

n

4.2. Démontrer que pour tout entiesupérieur ou égalld, on a :

Vn S 2n—N

VN.

4.3. Demontrer que la suite,f,on converge et préciser sa limite.

5. On considére la suite de réelg){sn définie par :

¢ U=1;

n a2k

=gCi91N

¢ pour tout entien strictement positifu, = 1 +

Démontrer que la suitel{),on converge vers (a).

Partie Il

Les fonctionsc ets et I'hyperbole

On admettra que si une fonction continue sur liwdde [1; +oo est monotone ou

strictement monotone sur l'intervall& ; +oo[, il en est de méme sur l'intervalle ; +oo[.

Le planétant munid’un repéreorthonormalO ;f , ] ), on considere la courbeC d’équation
X —yP=1.

On notec¥©™ 'ensemble des points de© admettant des coordonnéesty positives.

1. Justifier que la courbe’© ™ est la courbe représentative dans le repérefcd) de la

fonction f qui & tout réek de l'intervalle [1 ; +o[ associev x* —1.
2. Démontrer que la droite d’équatipr x est asymptote a la courhec ™.
3. Démontrer que la courlig peut étre obtenue a partir de la court8” par des symétries

gue I'on précisera.

4. Tracer la courbesc€ dans le repére (O?;, I ).



Un nombre réel positif a étant donné, on cherclamsda suite de cette partie, & montrer que
les coordonnées du poilt de €™ tel que I'aire hachurée représentée ci-dessouségile

a 2a sont (c(a), s(a)).

0.5+

5. On note :
¢ F la primitive de la fonctiori : x — +/x? -1 définie sur l'intervalle [1 ; e[ et nulle

enl;
¢ Ala fonction qui a tout réed supérieur ou égal a 1 associe l'aire de la phaahurée
représentée ci-dessus et correspondant au poirabgassex de la courbeyc * ;

¢ glafonction numérique de variable réetldéfinie sur I'intervalle [1 ; e[ par :

Vx? -1

g(x):XT—F(x).

5.1. Justifier la relation suivante, pour tout nréelipérieur ou égal a 1 :
AX) =449 (X).
5.2. Démontrer que la fonctiafl est strictement croissante sur l'intervalle [of.+

5.3. Justifier I'inégalité suivante, pour tout r&edtrictement supérieur a 1 :
1
X)) > —.
92—
5.4. Déduire de ce qui précede :

¢ limgX=+ow;

X — +o00
¢ Quel que soit le réd positif, il existe un unique ré&) supérieur ou égal a 1
tel que :
A (%) = 2a.



6. Soientf =17 etj =

72 7

Pour tout point M du plan de coordonnéesyj dans le repére (OI?;, ] ), on note X, Y) ses

coordonnées dans le repere (0O,;) ).

6.1. Prouver que (Of; , J ) est un repere orthonormal du plan.

6.2. Exprimerx ety en fonction deX et.
6.3. En déduire que, dans le repére foj), o est la courbe représentative de la

fonctionh: X — % définie sur R*.

7. On note A le point de coordonnées (1, 0) damsgdere (O f : ] ).
7.1. Quelles sont les coordonnées du point A dansdere (OE : J ) ?
7.2. Tracer la courbe’C, le point A, la droite (OE ) et représenter la partie hachurée

précédente dans le repére (bj )-
7.3. Calculer l'aireAA (c(a)) en fonction de.

7.4. Conclure.



Probleme 2

Notations
Dans tout le probléme, on considere A, B, C tras{s non alignés du plar.,.
On adopte les notations suivantes :
¢ Le cercle circonscrit au triangle ABC a pour cer@ret pour rayom ;
¢ Le cercle inscrit dans le triangle ABC a pour cenitet pour rayom ;
¢ a, Bety désignent les longueurs respectives des c6tél [BC] et [AB] ;
¢ Ma, Mg et Mc désignent les milieux respectifs des segments,[B] et [AB] ;
¢ Ha, Hg et Hodésignent les pieds des hauteurs respectivemeesisie A, B et C;
¢ Ap, A, Ac désignent les bissectrices intérieures du triadg€ respectivement
issues des sommets A, B, C et A’, B, C’ désigrlestpoints d’intersection dfa,

g, Ac respectivement avec les droites (BC), (AC), (AB).

Pour répondre aux différentes questions, il est efivent conseillé de faire plusieurs

schémas qui pourront servir de supports aux diveagsonnements.

Partie |
Caractérisation de l'intérieur d’un triangle

SoitD une droite du plan ek un point n'appartenant pas a la droii2 On noteH le pied de

la perpendiculaire a la droit®, issue dej, u un vecteur directeur unitaire de la droleet
[

- _HA
on posev = ——.
HA

On appelle demi-plan ouvert délimité par la droDeet contenant le poinA [resp. ne

contenant pas le poimA] I'ensemble des point¥ de coordonnéegx, y) dans le repére

H ;a,:/)tels quey >0 [resp.y<0].
L’intérieur d'un triangle ABC non aplati est, paéfihition, I'intersection des trois demi-plans
ouverts délimités respectivement par les droite8)(A(BC) et (AC) et contenant

respectivement les points C, A et B.



1. Soient B et C deux points distincts apparteadatdroite D.
Démontrer qu’un point M du plan appartient au dehan ouvert délimité par la droite D et

oo~ M-
contenant le point A si et seulement si I'ordondéepoint M dans le repere (BBC, BA)

est strictement positive.

2. Démontrer qu’un point M du plan appartient atérieur du triangle ABC si et seulement si

M est barycentre des points A, B et C affectésaddficients non nuls, tous de méme signe.

Partie Il

Position du centre du cercle inscrit d'un triangleABC non aplati
1.

M- M-
1.1. Démontrer que, dans le repere &8 , AC ), une équation de la bissectrisgest :

y= "X

SRS

- M-
1.2. Déterminer, dans le repere (AB , AC ), une équation de la droite (BC).

O- M-
1.3. Déterminer dans le repere (AB, AC), les coordonnées du point A’, point

d’intersection des droitesa et (BC).

2.1. Déterminer deux réels et i tels que le point A’ soit barycentre des pointetBC
respectivement affectés des coefficiehtst .

2.2. Démontrer que le poinb, centre du cercle inscrit dans le triangle ABC, est
barycentre des points A, B et C respectivementctfte des coefficients, £ et y
longueurs respectives des segments [BC], [AC] &][A

2.3. Quel résultat concernant la position du paintrelativement au triangle ABC

retrouve-t-on ?



Partie IlI
Position du centre du cercle circonscrit d’un triargle ABC non aplati

Ma étant le milieu du segment [BC], on munit le pi&» du repére orthonormal ch ,])
tel que le point B (respectivement C) ait pour dooinées (-%, 0) (respectivement—gl, 0))

et que le point A ait une ordonnée strictementtp@si
On note Xa, Ya) les coordonnées du point A dans ce repére.
1. Justifier que les coordonnées du point O, cehireercle circonscrit au triangle ABC, sont :

a a
(Xa _E)(XA + E) |

2y

_Ya,

Xo = 0 etyo

2. Démontrer que :

- M-
2y0yA= AB . AC.

3. En déduire que, pour que les points O et A sotlems le méme demi-plan ouvert

O
déterminé par la droite (BC), il faut et il suffitie 'angle géométriquBAC soit aigu.
4. Donner une condition nécessaire et suffisantéestangles géométriques du triangle ABC

pour que le point O soit a I'intérieur du trian@BC.

Partie IV
Cas particulier d'un résultat établi par Lazare Carnot (général et

mathématicien francais 1753 — 1823)

On admettra que :
si M est un point appartenant a l'intérieur d’'uniangle ABC non aplati, I'aire du

triangle ABC est égale a la somme des aires dasdles AMB, AMC et BMC.
1. Justifier que I'aire du triangle ABC not&&(ABC) est telle que :

A(ABC) = (LS*V) r

our désigne le rayon du cercle inscrit dans le triagdC.



2. On se place dans le cas ou le point O, centreedde circonscrit au triangle ABC,
appartient a I'intérieur du triangle ABC.

2.1. Démontrer que :

a OMa + BOMg + yOMc = 2 A (ABC). (1)

2.2. Justifier que le point H(respectivement g Hc) est un point du segment [BC]

(respectivement [AC], [AB]).

2.3. Démontrer que les triangles ABHACH: et BOMa sont semblables.

2.4. En déduire I'égalité suivante :

(B+ y) OMa =R (AHg + AH()
ouR est le rayon du cercle circonscrit au triandyiC.

2.4. Ecrire les deux autres égalités qui peuveet @tenues de maniére analogue pour

OMg et OMc.

2.5. Démontrer alors I'égalité suivante :

OMa + OMg + OMc =R +. 2

3. Dans cette question, le point O appartientd dles segments [BC], [AB] ou [AC].

3.1. Préciser la nature du triangle ABC dans ce cas

3.2. On suppose que le point O est un point du sag[BC].

3.2.1. Démontrer qu'on a alors :

R+r:£+ By et R+r:’3+y.

2 a+p+y 2

3.2.2. En déduire que la relation (2) est encorgi@é dans ce cas.



