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1. Résultats préliminaires

I-A- Distance de 4 a A,

I-A-1) :-Soit A € S,(R)N A, (R), alors A” = A= —A, donc A = 0.
-Soit A € M,(R), A= A, + A,.
-Soit A € S,,(R) et B € A,(R), alors (4, B) = (AT, -BT) = —tr(ABT) = —(A, B), donc (4, B) =
1
0 - Su(R) = Vect((Eis + Eyi)i<icsn, donc dim(Sa(®) = " ot A (R) = Veet((Ei, —
n(n—1)
( 2 N
I-A-2) : Soit A € M,(R), S € S,(R), Sp(R) et A,(R) sont orthogonalement supplémentaire, alors
)

|A— Agll2 = d(A, Sn(R)) < ||A— S|z avec égalité si la projection orthogonale de A sur S, (R) est S,
c'est a dire S = A,.

Eji)i<i<j<n), donc dim(A,(R)) =

I-B- Valeurs propres de A,
I-B-1) : = A, € S, (R), alors d’apres le théoréme spectral, il existe P € O,,(R), D = diag(A1, ..., \n)

tel que A, = PTDP, donc VX € M, :(R), XTA,X = (PX)T'D(PX) = Z/\iyf ou on a posé
=1
PX = (y1,...,yn)".
-Si A, € S;F(R), alors Sp(A4,) C R*, donc XTA, X > 0.
-Si A; € ST (R) et X non nul, alors PX est aussi non nul, donc 3; € {1, ...,n} tel que y; # 0 et par
suite XT A, X > A\jy7 > 0.
<= Supposons que VX € M, 1(R), XTA,X > 0 (respectivement VX € M, 1(R)\{0}, XTA;X > 0),
et soit A € Sp(A;), alors 3X € M, 1(R)\ {0} tel que A, X = AX, donc XTA,X = AXT X et par suite
XTAX . XTAX
A= XTX > 0 (respectivement \ = XTx > 0).
I-B-2) : - Le théoréme spectral assure I'existence de P € O, (R), D = diag(A1,...,\,) tel que A; =
PT DP. Quitte a réordonner les colonnes de P, on peut supposer que A\; < ... < A,.
- Soit A € Sp(A) et X € M, 1(R) \ {0} un vecteur propre associé a \ tel que X7 X = 1, alors en

posant PX = (y1,...,yn)" onaura (PX)"(PX)=1=" y;.
1
A= XTAX = XTATX = S(XTAX + XTATX) = X" A,X = (PX)"D(PX) Z Ay, donc

A —szz <Z)‘Zyz < ZyZ A, Cestadire A} <\ < \,.

- Side plus A, € S**( ), alors >\1 > 0, donc I'inégalité de gauche précédente montre que 0 ne peut
étre une valeur propre de A, c’est a dire A est inversible.

I-B-3) :

a) - Soit P € O,(R) et D = diag(\1,..., An) Qui sont assurées par le théoréme spectral, tel que
A, = PDP~' = PDPT.
Sp(As) C R*F, on pose A = diag(v/ A1, ...,/ An), alors A2 = Det A, = PDP~! = PA?2P~! =
(PAP~1)2 = B2 oll B = PAPT qui est clalrement symétrique de spectre celui de A dans R*t,
donc B € ST (R).
- Pour l'unicité, on utilise les polynbmes de Lagrange.
Soit Q le polyndme de Lagrange vérifiant Q(v/\;) = \;, alors A = Q(D), donc B = Q(A,) et B
est donc un polynéme en A,.
- Soit C' une matrice vérifiant C? = A,, alors B?> = (? et puisque B et C sont des polyndmes
en As, ils commutent entre eux et par suite 0 = B2 — C? = (B - C)(B + C), or B,C € S+ (R),
donc B + C inversible, ce qui entraine que B = C.
- On peut utiliser une deuxieme méthode.
Soit B € St (R) une matrice vérifiant B2 = A, alors YA € Sp(A) X2—\ = (X—vVX)(X+V\) etle
lemme des noyaux entraine Ker(A—\I,,) = Ker(B?>—~\I,,) = Ker(B—v/\I,,) @ Ker(B+V)I,),
or Sp(B) C R**, donc Ker(B + VAI,) = {0} et par suite Ker(A — \I,,) = Ker(B —VAL,).



- Avec cette égalité on aura, VX € M, (R), X = > X, ol X, € Ker(A — AL,), alors
AESP(A)
BX = Y  BX,= > VX, cette écriture ne dépend pas de la matrice B, ce qui
AESP(A) AESP(A)

assure l'unicité de B.

b) A=A, +A,=B?>+A,=B(I,+B 'A,B~')B=B(I, +Q)Boluonaposé Q =B 'A,B~ .
On vérifie bien que Q € A, (R) et det(A) = det(B?)det(I,, + Q) = det(Qs)det(I, + Q).

o Q € A,(R), donc sa partie symétrique est nulle, et d’aprés I — B — 2), ses valeurs propres réelles
sont nulles.
Soit A une valeur propre complexe non nulle, alors 3X € M, 1(C) non nul tel que QX = X,
donc YTQX — AX' X, les deux termes YTQX et X' X sont réels, donc en transposant,
on obtient A € ‘R*, c’est a dire les valeurs propres complexes sont des imaginaires purs, et

par suite en trigonalisant dans C, on obtient det(I,, + Q) H (14 [Ae?) > 1 oU Spe(Q) =
1

{id1, —iA1, ..., 1Ny, —iA, }. Les \; € R*. On conclut que det(A) zzdet(As).

I-B-4) : La matrice A(A~1);AT est symétrique, de plus A(A71) AT = A(A™! — (A71),)AT = AT —
AA Y AT = A, — A, — A(A71), AT, donc en prennant la partie symétrique, on obtient
A(AH AT = A, et par suite det(A(A™1),AT) = det(Ay) = (det(A))2det((A71),).

On a de méme A(A~1), AT = —A,.
I-C- Partie symétrique des matrices orthogonales

I-C-1) : A € O,(R), alors elle est orthogonalement semblable & une matrice T' = diag(I,, —1I,, R, , -.., Ry,.)
N _ N cos(0;) —sin(6;)
oup+q+2r=netR(;) = ( sin(0,)  cos(6:)
Soit P € O, (R) tel que A = PTPT = PT,PT + PT,P", donc A, = PT,PT avec
Ts = diag(I,, —I4,cos(61), cos(01), ..., cos(,), cos(0,)) et par suite Sp(As) = Sp(Ts) C [-1,1].

I-C-2) :- Soit S = ( é 8 ) alors S € S3(R) et Sp(S) = {0,1}.
Si A € O;(R) est de partie symétrique S, alors A = ( Cll _Oa ) qui est clairement non orthogonale.

I-C-3) :

a) S € S, (R), les valeurs propres de S dans ]-1,1[ sont de multiplicité paire, alors il existe P € O,,(R)
et T' = diag(Ip, —I4, M1l2, ..., A\ 12) oU les \; ne sont pas nécessairement distinctes, contenues
dans] —1,1] et tel que S = PTPT.

- Si on pose pour i € {1,...,7}, Q; = (

(Qi)s = Nila.
Considérons A = Pdiag(I,, —1,,Q1,...,Q,)PT, alors A € O,(R) et A; = S.

b) Supposons qu'il existe A € O,,(R) tel que A; = S, alors d’aprés I — C — 1), Spg C [-1,1].
Soit A €] —1, 1] une valeur propre de S et f la restriction a £ (.S), de 'endomorphisme canonique
associé a S, alors f = Xidpg, (g)-
Mais f est la partie symetrique d’'une matrice orthogonale, donc Ay, (g, (s)) €st semblable a
une matrice de la forme T' = diag(I,, —I;, M Iz, ..., \rI2) avec p + g + 2r = dim(Ex(S)), or la
condition A €] — 1, 1] exige p = ¢ = 0, donc dim(Ex(S)) = 2r est paire.

)\ —

Qg )\7

> avec \? + o? = l,alors Q; € O,(R) et

2. Matrices F-singulieres
II-A- Cas ou F est un hyperplan

II-A-1) : = Soit M € M, (R) singuliére, alors 3X € E, non nul tel que MX = 0, donc VY € E,,
YTMX =0, c’est a dire M est E,,-singuliére.
+<= Si M € M, (R) est E,-singuliére, alors 3X € E,, non nul, telque VZ € E,,, ZTM X = 0.
En particulier pour Z = M X, on obtient (M X)T(MX) = 0, donc MX = 0 et par suite M est
singuliere.

II-A-2) : A est H-singuliére si, et seulement si, 3X € H nonnultelque VZ € H, ZTAX = (Z|AX) =0
si, et seulement si, 3X € H non nul tel que AX € H+ = Vect(N), si, et seulement si, 3X € H non
nul et un réel )\ tels que AX = AN.



II-A-3) : = Supposons que A est H-siguliére, alors d’aprés la question précédente, 3X € H non nul
et A e Rtelsque AX = AN.
-PosonsY = f()\ ) alors Y estnon nul et (N]|X) = 0 et par un calcul simple on obtient Ay Y = 0,
donc Ay est singuliére.

<= Supposons que Ay est singuliére, alors IY = ( ))f > non nul tel que AyY = 0, donc

AX+AN =0
{ NTX =0
X est nécessairement non nul, sinon AN = 0, donc A = 0, et par suite Y = 0, ce qui contredit que
Y est non nul.
- Légalité NTX = 0 assure que X € H et l'autre égalité donne AX = —\N, et par le résultat de la
question précédente, A est H-singuliére.
] . AB1+ NBs ABy;+ NBy
I1-A-4) : Le produit par blocs donne AyB = ( NTB, NTB,
A7t —A7IN
(0
II-A-5) : B et Ay B sont triangulaires par blocs,donc det(B) = det(A~!) et det(ANB) = —NTA-IN,
donc det(AnB) = det(An)det(B) = det(An)det(A™') = —NTA-IN, et par suite det(Ay) =
—~NTA-INdet(A).
II-A-6) : (A1), n'est pas inversible, donc 3N € M, 1 (R) \ {0} qu’on choisit unitaire tel que (A~!),N =
0, On complete N en une base orthonormée pour le produit scalaire (.|.), donc dans cette nouvelle

base, A=IN = < ;.( > ol X € M,,_11(R)\ {0} grace a l'inversibilité de A=1L.

>, donc la matrice B =

) répond a la question.

0
X
singuliére et la question 1T — A — 3) assure 'existence de H tel que A est H-singuliere.
I1-A-7) : Sidet(A,) = 0, alors d’aprés la question I — B — 4), (det(A))%det((A~1)s) = det(As), donc
det((A71)s) = 0 et la qusetion précédente donne le résultat.
I1-A-8) : Supposons que A, € S (R), alors I'égalité A(A~1),AT = A, déja démontré dans la question
I — B — 4) montre que (A~ 1), est aussi dans S;"+(R) et par la question I — B —3), (A~1!), = B2 ol
B e St (R).
- Raisonnons par I'absurde et supposons que A est H-singuliére pour un certain hyperplan H, alors
daprés I — A —5), NFA7IN = 0, donc NT(A-1,N = (BN)T(BN) = 0, ce qui conduit a la
contradiction BN = 0.
II-B- Exemple

Ceci montre que NTA-!N = (1,0,...,0) ( = 0,donc d’aprés la question 17 — A —5), Ay est

II-B-1) :Vu € R, det(A(p)) = 1.
1 2—pu -1 /2
I-B-2) : (A(n)s = 5((A(W)" + Aw) = | -1 2-p p/2-1
p/2 p/2—-1 1
- On commence par I'opération élémentaire L, «+— Ly + Lo suivie des opérations Cy «— Cy — C}

. 1
et C3 +— C5 + C1, on aboutit a det((A(u)s)) = 5(/,L —1)(u? —2u —2).
1 -1 1/2
II-B-3) : (A(1))s = -1 1 —1/3 |, alors si N = (1,1,0)%, alors (A(1))sN = 0, donc un
1/2 —-1/2 1
hyperplan est H 'orthogonal de Vect(V).

II-C- Cas ou F est de dimension n — 2

II-C-1) : A est F-singuliére si, et seulement si, 3X € FtelqueVZ € F, (Z|AX) = 0, si, et seulement si,
3X € F, non nul tel que AX € F+ = Vect(Ny, N»), si, et seulement si, 3X € F nonnul, 3\, A2 € R
tel que AX = A\ N1+ Ao Ns.

II-C-2) : = Supposons que A est F'-singuliere, alors d’aprés la question précédente, 3X € F non nul,
X
A1, A2 € Rtelque AX = A\ Ny + ANy, donc (N1]X) = (N3] X) = 0, donc sionpose Y = ( -1 )

—Ag
, onaura AyY = 0 et par suite Ayest siguliere.



<= Supposons 3Y € M, 1(R) non nul tel que AyY = 0.
X
Posons Y = | A |, 00 X € M, 1(R) et A\;, A2 € R. Alors X est non nul, si hon la condition

A2
vr AX + M Ny + XNy
AnY = 0 s’écrit { (N1]X) = 0, (Na|X) = 0
donne A\; = A, =0,doncY = 0.
Donc X non nul orthogonal a N; et a No, c’estadire X € F, de plus AX = —A1 N1 — A3 N, ce qui
donne par la question précédente que A est F-singuliere.

et entraine A\ N1 + A; Ny, = 0 et la liberté de (N, N3)

-1  _ z-1
II-C-3) :Un calcul analogue a celui de la question I7—A—4) nous invite a prendre B = < 4 ATN )

0 Iy
II-C-4) :le méme calcul déja fait dans la question 1T — A — 5) donne I'égalité.

II-C-5) : = Supposons 3P € G, »(R)tel que det(PT A=1P) = 0, le produit par une matrice inversible
conserve le rang , donc sionpose P’ = A~1P € G, »(R) onaura 0 = det(PT A~1P) = det(P'T AT P’)
et en transposant on obtient det(P'T AP') = 0.
<= En remplagant P par P’ et A~! par A dans la premiére implication, on obtient la réciproque.

T 1T / 1T /

I1-C-6) : N'TAN' = ( %;T ) A(N Nj)= ( %ﬁ]]@ %ﬁ%z ) donc
det(N'TAN'") = (NJTAN])(NSTANY) — (NJTANS)(NSTANT) =
= (N{" A NT) (N3TASNG ) +(NTTAGNT ) (N3T Ao N3 +(NTT A N ) (NST A N3)+(NTT A NT ) (N3 Aa N3)+
—(N{T ANS)(NST AN — (NTANG) (NST A NT) — (N{T Ao N§) (N ANT) — (N{T A, N§) (N5 A7)
Posons Q5 = (N,ZTASNJ/) et ﬂi,j = (NZ/TAQNJI)

Alors OG5 = Oy 57;1]‘ = —6]',1', donc Bi,i =0, et par suite
det(N'"TAN') = a1 1002 + a1,1822 + Br1css + B11B22 — a1 2021 — 120821 — Brpao 1 — Br2621 =
oq 1002 — (01,2)? + (Br2)>

II-C-7) : Légalité A, = A(A~1),AT vu & la question I — B — 4) montre que
Ay € STH(R) <= (A71), € STH(R), donc I'application (X,Y) — XT(A~1),Y définie un produit
scalaire sur M, 1(R), de plus (N1, N2) est libre, donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est stricte et
s’écrit
(NT(A7Y)5N)? < (N (A=Y Ny ) (NF (A=Y Ns), ce qui donne d'apres 11 — C — 6)
det(NTATIN) > (N (A7) Ny ) (NE (A7) No) — (N (A7) gNo)2 > 0.

II-C-8) : Par I'absurde, supposons que A est F-singuliére pour un certain sous-espace F' de dimension
n — 2, alors si on note N = (N7, N2) € M, »(R) une base de F*, on aura Ay est singuliére, donc
det(Ay) = det(NTA=1N)det(A) = 0, or d’aprés I — B—2), A estinversible, donc det(NTA~1N) = 0,
ce qui contredit la question précédente.

II-D- Exemple

II-D-1) : On va choisir N; tel que A;N} = 0 et N7 tel que A,N| LN} avec (N, NJ) libre.
Déjad'aprés IT — B — 3), AN} = 0 pour N} = (1,1,0)7.

0 0 1/2 1 0
AuNS = 0 0 1/2 1 = 0 |, il suffit de choisir N{ = (1,0,0)%, donc
~-1/2 -1/2 0 0 -1

N{T A, N} =0, et I'égalité établie en IT — C — 6) entraine que det(N'T AN’ = 0).
II-D-2) : Léquation du plan Vect(N{, N5) est x —y = 0, donc F est la droite normale a ce plan, c’est
Vect((1,-1,0)T).
II-E- Cas général

II-E-1) : Considérons N’ = (Ny, ..., N,) € G, ,(R) une base de F-.
Un calcul analogue a celui déja fait a la partie C, conduit a que A est F-singuliére si
det(N'TAN") = 0.
II-E-2) : N’ € G, ,(R) et X € M, 1(R) non nul, donc N'X € M, 1(R) non nul, et par suite X" N'TAN'X =
(N'X)TA(N'X) = (N'X)T A,(N'X) > 0.
II-E-3) : Soit A une valeur propre réelle de N'" AN’, alors X € M, ;(R) non nultelque NTAN'X = \X,
XTN'TAN'X
XTx
II-E-4) : Soit Ay, ..., \, les valeurs propres réelles de N'” AN’ qui sont strictement positifs d’aprés la
question précédente et oy, @, ..., a4, @, S€S valeurs propres complexes avec r + 2¢ = p, alors
det(N'"TAN') = A A\|aa [ ]ag)? > 0.

donc XTN'TAN'X = AXTX etdonc A = 0.



II-E-5) : Si A est F-singuliére pour un certain sous-espace F' # {0}, alors F' # E,, puisque A inversible,
donc de codimension 1 < p < n — 1, alors Ay est singuliére, donc det(N'T A=1N’) = 0, or
Ay € SR = (471, € ST (R), donc d’aprés la question précédente det(N'TA-1N') > 0, ce
qui est absurde.

3. Matrices positivement stables
III-A- Exemples

ITI-A-1) : Soit «, 8 les valeurs propres rélles de A. Si elles sont complexes, on note o = p + iq et
B=p-—iq.
<= Supposons que A est positivement stable, alors la condition det(A) = a8 > 0 exige que « et
ont méme signe, et puisque tr(A) > 0,onauraa > 0et 5> 0oup > 0.
= Sia>0,8>0etp>0,alors c’est évident que tr(4) > 0, det(A) > 0.

I11-A-2) :
. 1 2 1 0 . . 2 2
a) Les matrices ) et ( ) sont positivement stables, mais leur somme ( ) est

0 1 2 1 2 2
de déterminant nul, donc n’est pas positivement stable.

b) Soit A, B € M,,(R) deux matrices positivement stables qui commutent, alors A et B sont cotrigo-
nalisables dans C.
Alors si on pose Sp(A4) = {A1,..., \n} et Sp(B) = {u1, ..., in }, alors
Sp(A+B) = {1+ 1,y An+pin ), alors Vi € {1, ...,n}, Re(A; + ;) = Re(A\;) + Re(u;) > 0, donc
A + B est positivement stable.
e On peut raisonner autrement :
soit A une valeur propre complexe de A + B, alors il existe X € M, ;1(R) non nul tel que
(A+ B)X = MX,donc AX = (A, — B)X et puisque AB = BA, alors A commute avec \I,, — B
et par une récurrence simple, on obtient Vk € N, A*X = (A\I,, — B)* X et par combinaison linéaire
Q(A)X = Q(\I, — B)X pour tout polynéme @ de C[X].
On applique cette égalité avec Q = x4, on obtient x4(Al,, — B)X = 0, donc xa(Al, — B)
n’est pas inversible, d’ou I'existence de \; € Sp(A) tel que (A — \;)I,, — B n’est pas inversible,
cest a dire A — \; € Sp(B) et par suite A = X\; + A\; ou \; € Sp(B), ce qui entraine que
Re(X) = Re(\;) + Re(Aj) > 0.
I11-A-3) :
a) Soit X € M, 1(C) nonnul, X' AX = YTAY + ZTAZ +i(YTAZ — ZTAY), donc Re(X' AX) =
YTAY + ZTAZ, or YT AgY = ZT A7 = 0, donc Re(X ' AX) = YTAY + ZTA,Z > 0.
b) Soit A € C une valeur propre de A, alors 3X # 0 tel que AX = )X, donc XTAX = AX X et
—T
. Re(X AX
par suite Re(\) = % > 0.
X X
e 4 [1 2
I1I-A-4) : Soit A = < 01

valeur propre, donc n’est pas définie positive.

), alors A est positivement stable, mais A; = < 1 1 ) admet 0 comme

III-B- Un résultat sue I'’exponentielle

ITI-B-1) : u est solution de I'équation différentielle v’ + Ay = v.

La solution de 3 + Ay = 0 est y(t) = ce~* et la méthode de variation de la constante consiste
t

a poser y(t) = c(t)e™, ce qui donne ¢'(t) = wv(t)e*, donc c(t) = ¢ + //v(s)e/\sds et par suite
0

¢
u(t) = e_/\t(c—i—/ v(s)erds).
0 t Re(A)t _ 1

Vi € RY, [u(t)] < e BN (|| + [[v]| oo / eResds) = e ReOE (|¢| 4
0

T(}\)HU”OO) <

—Re(M)t

<le| + %HUHW < e + JH;;(;O)’ ce qui assure la bornitude de u sur R™.
III-B-2) : Posons T' = (a;)i<i,j<n OU a;; = A; de partie réelle strictement positive et a; ; = 0 pour
1> .
€q1
Léquation différentielle U’(¢) + TU (t) = 0 se traduit par le systeme
€qn



Ol eqp : up(t) + ewr(t) = — D ak ju;(t).
j=k+1
Montrons par récurrence déscendante que u; est bornée pour j € {1,...,n}.
- On considere I'équation eq,, : ul,(t) + A\, u, (t) = 0, alors la question précédente appliquée a A = A,

et v = 0 assure la bornitude de u,, sur R*.

n
- Supposons que uy, t,_1, ..., U1 SONt bornées sur R+, alors v = — Z ak,;u;(t) est bornée par
j=k+1
hypothése de récurrence et Re()\;) > 0, donc la question précédente appliquée a I'équation eg;
assure la bornitude de u;, sur R™, ce qui achéve la récurrence.

ITI-B-3) : A est trigonalisable dans C, donc 3P € GL,(C), T" € M,(C) triangulaire supérieure de
valeurs propres Ay, ..., \,,donc A—al, = PTP~tou T =T’ —al, € M,(C) triangulaire supérieure
de valeurs propres Ay — a, ..., A\, — @ avec Re(\; — a) = Re(\;) —a > 0.
Posons M (t) = e®texp(—tA) = exp(—(A — al,)t) = Pexp(—tT)P~1, alors M'(t) + TM(t) = 0.
Posons pour j € {1,...,n}, U;(t) = M(t)e; ou (ey,...,e,) la base canonique de M, ;(R), alors
Uj(t) + TU;(t) = (M'(t) + TM(t))e; = 0, donc d'apres la question précédente, Vj € {1,...,n}, U;
est bornée sur R comme fonction & composantes bornées, c’est a dire M est bornée sur R*.

III-C- Une caractérisation des matrices positivement stables

ITI-C-1) : Soit A € C une valeur propre de ¢ et M € M,,(C) un vecteur propre associé, alors
ATM = M(MI,, — A), une récurrence simple aboutit & Vk € N, (AT)*M = M(\I,, — A)*, donc par
combinaison linéaire, VQ € R[X], Q(AT)M = MQ(\I,, — A), en particulier pour A = x4 = xar, On
obtient Mxa(AI, — A) = 0.
M étant non nulle, donc x4 (A, — A) n’est pas inversible et par suite 3\; € Sp(A) tel que
(A—Xi)I, — A n’est pas inversible, d’ou I'existence de \; € Sp(A) tel que A = A, + );, ce qui entraine
que Re(\) = Re(\;) + Re(A;) > 0 et ¢ est positivement stable.
II1-C-2) :
a) ¢ est positivement stable, donc ¢ est bijective, ce qui assure I'existence et l'unicité de B.
b) En transposant I'égalité précédente, on obtient BT A + AT BT = I,,, donc ¢(B) = I,, et ¢(BT) =
I,, et par unicité, BT = B,ce qui entraine la symétrie de B et avec cette symétrie, on aura
1 . e s . . .
(BA)T + BA = I,,, donc (BA), = 5[,1 et par suite (BA), est définie positive, ce qui entraine
d’aprés I—-B—2) que det(BA) > det((BA)s) > 0,et puisque A est positivement stable, det(A) > 0
donc det(B) > 0.
I11-C-3) :

a) Soitt € R.
La matrice exp(—tA) est inversible grace a I'égalité exp(—tA)exp(tA) = I,,, de plus
(exp(—tA))T = exp(—tA), donc VX € M, 1(R)\ {0}, V(t) = XT (exp(—tA))Texp(—tA)X =
= (exp(—tA)X)T (exp(—tA)X) > 0,donc Vt € R, V(t) € S (R).
- Soit X € M, 1(R), on considére l'application ¢: M,(R) — R , alors ¢ est une
M — XTMX

t t

forme linéaire et W est continue sur ]0, +oo[, donc vt > 0, (W (t)) = ap(/ V(s)ds) = / o(V(s))ds,
0 0

c'est a dire ,

vt >0, XTWH)X = / X7V (s)Xds, or 'application s — X7V (s)X est continue sur [0,1]

0
comme composée d"applications continues a savoir ¢ et V, de plus on vient de montrer qu’elle
est strictement positive sur [0,¢], donc XTW (¢)X > 0 et par suite V¢t > 0, W(t) € S+ (R).

b) Soitt € R, ATW(t) + W(t)A = ¢(W(t)). Lapplication ¢ est linéaire et W est dérivable sur R
comme primitive d’une fonction continue sur R, donc ¢oW est dérivable sur R eston a :

Vi € R, (6(W(¢))) = o(W'(t)) = ¢(V(¢)) = =V'(t), ce qui donne en intégrant entre 0 et ¢,
oW (t)) — ¢(W(0)) = V(0) = V(t), dou Vt € R, (W (t)) = I — V().

c) A étant positivement stable, et vu que Sp(A) = Sp(AT), alors il en est de méme pour AT
Considérons o comme dans la question 1T — B — 3), on obtient donc |lexzp(—tA)||2 = O(e™ %)
et |lexp(—tAT)||2 = O(e~) et puisque ||.||» est sous-multiplicative, |V (¢)||2 = O(e~2**) (on peut
choisir n'importe qu’elle norme sous-multiplicative ) et par suite ¢ — V (¢) est intégrable sur
[0, +o0[, ce qui permet le passage a la limite

400
lim W(t) = / V(s)ds.
0

t—r+oo



La continuité de ¢ permet d’écrire ¢(Em W(t)) = 1+im #(t), de plus V dominée par t — e2%,
donc de limite nulle en +-occ. on otient A” Em W(t) + Em W(t)A = I, et par unicité de la matrice
B,onaura B = 1+im W (t).

- Soit X € M, 1(R), le passage a la limite qui est permis par la continuité de I'application linéaire
M — XTMX, dans I'égalité XTW (t)X > 0 entraine X" BX > 0, donc B € S;F(R) et vu que
B estinversible B € S;F T (R).



