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Exercice 1
1. On trouve, par la méthode du cache ou par coefficients indéterminées
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Finalement, a = 6.
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ce qui est la cas encore par comparaison a une série de Riemann.

Ensuite, pour tout entier N > 1, et en suivant l'indication de 1’énoncé,
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Finalement, E(X) existe et vaut 7

3.2. Par le théoréme du transfert, la variable aléatoire X (X + 1) admet une

18
espérance, puisque la série >

—————— converge.

Pour tout entier NV > 1,
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Ainsi, E(X(X 4+ 1)) = 6.

3.3. Puisque X (X +1) admet une espérance, X2 admet une espérance, et X
admet une variance, qui vaut

V(X) = E(X?) - E(X)?

=E(X(X +1)) - E(X) - E(X)?
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Exercice 2
1. Si ¢ = 1, cette somme vaut r + 1.
o r+1
Sinon, elle vaut d
L—q

2. XP —1 = (X —1)(XP~! + XP~2 4 ... +1). Donc le reste vaut 0 et le
quotient XP~1 4 XP=2 ... 41,

3. Pour tout P € E,, 'application z — flm P(t)dt est une application
polyndmiale, de degré au plus n + 1, et qui s’annule en 1. Le polynéme associé
est donc dans E, 11, et admet 1 comme racine : il est divisible par X — 1, et le
quotient est un polynéme de FE,,.

4. D’aprés la question précédente, I'image de f est incluse dans E,,, et f est
linéaire par linéarité de l'intégrale.

5. Si Q + f(P), alors, pour tout réel z, (z — 1)Q(z) = [," P(t)dt, donc en
dérivant :
P(z) = Q(x) + (z — 1)Q'(2).
Ainsi, application f est inversible. C’est un automorphisme de F,, dont
I’automorphisme réciproque est

1 QeE,—»Q+(X-1Q.
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6. D’aprés la question 2, pour tout k € [|0,n|], f(X*) = —— Q1+ X +---+
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X*), done :
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f7H(1) = 1 et, pour tout k € [|1,n|], f~HX*) = kX 1 + (K + 1)XF,
Donc :

1 -1 0 0
2 =2
Al = 3
0
—n
n+1

7. Les matrices A et A~! sont triangulaires. La liste de leurs valeurs propres,
comptées avec leur ordre de multiplicité, coincide avec la liste de leurs éléments
diagonaux. Ainsi :

Sp(4) = {;, k=1...n+ 1} et Sp(A™h) = [|1,n + 1|].

8. A et A~! admettent chacune n+ 1 valeurs propres deux a deux distinctes.
Elles sont diagonalisables.

9. Cas de la racine 1 : Q sécrit Q = (X — 1)*Q, ot Q(1)ne0.

Ainsi f71(Q) = Q@+ (X —1)Q" = (X = DF(k + 1)Q + (X = DQ', et,
puisque [(k 4+ 1)Q + (X — 1)Q'](1) # 0, 1 est encore racine de f~1(Q) d’ordre
de multiplicité k.

On suppose maintenant que a # 1. Q s’écrit Q = (X — a)k@, ol @(a) #0,
et

FHR) = Q+ (X —1Q' = (X — ) k(X = )Q+ (X —)(Q + (X — )Q)]-

Si « est racine simple de ), o n’est plus racine de f~1(Q).
Par contre, si k > 2, « est racine de f~1(Q) d’'odm k — 1.

10. Soit p € [|1,n + 1|] et @ un vecteur propre de f~! associé¢ a la valeur
propre p. Q n’est pas le polynome nul et f~1(Q) = pQ. Ainsi f~1(Q et Q ont
les mémes racines, au méme odm. D’aprés ’étude précédente, cela prouve que



la seule racine possible de @ dans (C) est 1: Q = A(X — 1)*, ott A est un réel
arbitraire et k£ un entier.
Alors f1HQ) = Ak + 1)(X — 1) = (k+1)Q, et k+ 1 =p, soit k =p — 1.
Finalement, ker(f~! — pldg, ) = R.(X — 1)P~L.

11. Pour tout p € [|1,n + 1], la relation f~1(Q) = pQ équivaut a la relation
1
f(Q) = =Q. Donc les sous-espaces propres de f sont ceux de f~1.
b

Exercice 3

1. Puisque f est continue sur R, elle admet des primitives. On note F' I'une
d’elle, et g la fonction z f;+T ft)dt.

Pour tout z € R, g(z) = F(z +T) — F(x). F étant dérivable, g l'est aussi,
et, pour tout € R, ¢'(z) = f(x + T) — f(z) = 0 car f est T périodique. g est
donc une fonction constante, et vaut fOT f(t)dt en 0.

2.1. Si on note R le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™, la fonc-

n>0
tion g est de classe C* sur | — R, R| et ses dérivées s’obtiennent par dérivation
termes a termes. Ainsi, Vz €] — R, R],

+oo
—dxg(x) = Z —4da,_1z"
n=1

+oo
g (@)=Y (n+anpa"
n=0
+oo
zg”(z) = Z n(n+ 1)ap12"
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0=ay + Z [(n+1)%an41 — dap_1] 2"

n=1

On obtient ainsi une série entiére dont la somme est nulle sur un intervalle
d’intérieur non vide contenant 0 : c’est la série entiére nulle.
On en déduit que a; = 0, puis que, pour tout entier n > 1, (n + 1)%a,11 =
4

4a,,_1, soit encore a1 = 5 0n—1-

(n+1)

2.2. On démontre alors par récurrence sur p que, pour tout entier naturel p,

a2+1:Oeta2: apg = .
g optp 1212 (p1)?
2p
2.3. La série entiére définissant g est donc ) W Par utilisation de la
p>0 \P:
régle de d’Alembert, cette série a pour rayon de convergence +o0, et la fonction

g est définie sur R.
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3.1. La fonction F' est définie sur R, et, pour tout réel x, F(—z) = o 027r
™
1
o / fﬂ e27¢05(u) d 4 par le changement de variables © = 7 — .
™
Comme la fonction u +— €25 est 27r-périodique, d’aprés la question 1,

F(—x) L

T or
3.2.1. h est C* sur R x[0, 27r] comme composée au sens large de telles fonc-
tions.

2T g2weos(u) gy = F(z), et F est une fonction paire.

3.2.2. Pour tout ¢ € [0, 27], la fonction z +— €22 () est de classe C™ sur R,
et, pour tout entier naturel k,
@(a:,t) = (2cos(t))ke2rcos®),
k
On constate alors sur cette expression que la fonction Ik est continue sur
T
R x[0, 27].

3.2.3. On note r un réel strictement positif tel que I C [—r,r]. Pour tout
couple (z,t) € I x [0, 27],

O%h

Ok

3.2.4. Comme on intégre sur un segment, la majoration trouvée a la question

précédente permet d’appliquer le théoréme sur les fonctions définies par une
intégrale, qui affirme que F est de classe C*° sur R.

(x,t)‘ < 2Fe?r,

3.2.5. Le méme théoréme nous dit que, pour tout réel x,

F®(z) = Lo @(x tydt = L 2ﬂ(2cos(t))ke2ms(t> dt
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3.3. Pour tout réel z,
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4.1. Pour tout complexe z, exp(z) = —-
n=0 T
4.2. Pour tout couple (z,t) de réels,
+0 5p
2z cos(t) __ “ n n
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e 2z cos(t) dt =



On fixe  dans R et, pour tout entier naturel n, on note u, la fonction
27l
t €[0,2m] = — cos™(t)a".
n

Chaque fonction u,, est continue sur le segment [0, 27], donc intégrable sur
ce segment. La série de fonctions Y u, converge simplement sur [0,27], et a
pour somme la fonction t — €2* () continue sur [0, 27].

(2[z)"

Enfin, 0% lun (t)|dt < 27 , et, par comparaison a la série exponen-

n!
tielle ’argument 2|x|, la série ) fo% |un (t)] dt converge.

Par application du théoréme d’intégration termes & termes des séries de
fonctions intégrables, on en déduit que
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4.3. Jo=2m, J; = 0.
4.4.
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Finalement, J,, = Jn_a.

4.5. Tout d’abord, Jap41 = 0 pour tout entier naturel p.
Ensuite, on montre par récurrence sur p que :

Exercice 4

1. On définit O\ (R) comme 'ensemble des matrices P de M, (R) telles que
MTM =1I,.

Cette relation est équivalente a la relation MM7T = I,,, et ce qui prouve que,
siM e O\(R), MT e O\(R).



Soient P et Q deux matrices orthogonales. Alors (PQ)T (PQ) = QT PTPQ =
QTQ = I,,, ce qui prouve que PQ € O\ (R).

2.1. En utilisant le calcul par blocs, on trouve :

ov = (—A —AB+)\In> Vo= ( SV )\In> '
2.2. Les matrices UV et VU ont le méme déterminant, donc
A, O, _|M,—BA 0,
—A —AB+ M| —AA A7

ce qui prouve que A\"xap(A\) = A"xpa(A), puis que X"xap = X"xpa, et
enfin xYap = xBa-

3. Pour toute matrice M € M,,(R), MT M est une matrice symétrique réelle.
D’aprés le théoréme spectral, elle est diagonalisable & ’aide d’une matrice de
passage orthogonale.

4. La matrice MM est pour les mémes raisons diagonalisable & I’aide d’une
matrice de passage orthogonale. Or MTM et MM7T ont le méme polynéme
caractéristique, et donc les mémes listes de valeurs propres comptées avec leur
odm. Il existe donc une matrice diagonale réelle D et deux matrices ortho-
gonales P et Q telles que MTM = PDPT et MM™T = QDQ", soit encore
D=QTMMTQ.

Ainsi MM = PQTMMTQPT = RTMMTR en posant R = QPT, qui est
bien une matrice orthogonale d’aprés la question 1.

5. Si M est une matrice symétrique, MT = I' M1, et M est orthotranspo-
sable.

6. Si A € A, et Q € O, (Q7'AQ)T = QTATQ = —Q'AQ. Donc
QTAQ € A,.

7. 1l existe d’abord deux matrices S € S,, et Ac A, telles que M = S + A.

Puisque S est symétrique réelle, il existe une matrice diagonale D et une
matrice orthogonale T' telles que S = T'DT T, _

Ainsi M = T(D + T 'AT)TT. On pose alors A = T71AT, qui est une
matrice antisymétrique d’aprés la question 6.

8.1. Les matrices a la fois orthogonales et diagonales de M3 (R) sont les quatre

matrices Is, —Is, J = <_1 O> et —J.

0 1
. a b
8.2. Soit L = ) eL.
-b ¢
—a b T —a b T T .
LJ= b et JL' = b = LJ. Donc L* = J* LJ, quel que soit

8.3. Soit M = T(D+A)TT € My(R) (décomposition de la question 7). D+ A
est une matrice de £, donc (D + A)T = JT(D + A)J.

Ainsi, MT = T(D + A)TTT = TJT(D + A)JTT = TJTTTMTJTT =
QTMQ avec Q = TJTT, qui est orthogonale comme un produit de telles ma-
trices.



Finalement, M est bien orthotransposable.

9.1. Soit M € A,. Il existe @ € O — n(R) telle que MT = QTMQ.
Alors M = QTMTQ, et [MT,M] = QTMQQTMTQ — QT MTQQTMQ —
QTMMTQ — QTMTMQ = QT[M,MT)Q : [MT, M] et [M, MT] sont (ortho-
gonalement) semblables.

On conclut en constatant que [M, MT] = —[M7T, M].

9.2. Deux matrices semblables ayant le méme déterminant, on en déduit que
si M est orthotransposable, [MT, M] et —[MT, M] ont le méme déterminant.
Or det(—[MT, M]) = (=1)"det([MT, M]) = —det([MT, M]) puisque n est ici
supposé impair. Donc det([M7T, M]) = 0.



