CONCOURS DE RECRUTEMENT

D’ELEVES PILOTE DE LIGNE

ANNEE 2009
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Exercice 1.

Question 1 :

a) FAUX
b) FAUX
¢) VRAI
d) FAUX

Explication 1 :
a) Les applications de R dans R non bijectives, comme ’application nulle par exemple, n’ont pas d’inverse pour la loi o.
Donc a) est faux.

b) (E,+) est effectivement un groupe commutatif, mais son élément neutre est ’application nulle et pas I'identité. Donc
b) est faux.

c) Il est connu que (E, +,.) est un R-espace vectoriel. Cet espace est de dimension infinie car par exemple contient ’espace
des polyndmes qui est déja de dimension infinie. Donc c) est vrai.

d) Une application non nulle mais s’annulant au moins une fois, comme Papplication x — x par exemple, n’a pas d’inverse
pour X . Donc la réponse d) est fausse.

Question 2 :

a) FAUX
b) FAUX
c) VRAI
d) FAUX

Explication 2 :
X

a) Si g est une application quelconque continue sur R, Iapplication x — J g(t) dt est une primitive de g et pas de f (si
a

g # f). Donc a) est faux.

b) L’ensemble de départ de 'application @, est E et pas R. ¢4 n’a donc aucune chance d’étre prolongeable en a. Donc
b) est faux.

c) et d) f est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Notons F une primitive de f sur R. Pour x # a, on
F(x) —F(a)

a eq(f)(x) = . F est dérivable sur R de dérivée f et donc @q(f) tend vers F/(a) = f(a) quand x tend vers a.

Donc c) est vrai et d) est faux.

Question 3 :

a) FAUX
b) FAUX
¢) FAUX
d) FAUX

Explication 3 :
a) La raison invoquée n’est pas la bonne car dire que @, est un endomorphisme de E équivaut a dire que @, est une
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application de E dans E vérifiant V(f,g) € E?, @a(f +g) = @a(f) + @a(g) et Vf € E, VA € R, @4 (Af) = A@q(f). Donc a)
est faux.

b) (¢a(f) + @alg)) (a) = f(a) + g(a) = @a(f + g)(a) et pour x # a,

0alf+g)(x) = J(f(twgm)dt: L Jf(t)dw L Jg(t)dtz(cpa(f)+<pa(g))(x).

X—a)q X—a g X—a g

Néanmoins b) est faux car il manque la condition sur la loi externe.

c¢) et d) La raison invoquée permet d’affirmer que ¢4(E) C E. Donc ¢) et d) sont faux.

Question 4 :

a) VRAI
b) FAUX
c) VRAI
d) FAUX

Explication 4 :

X

a) et b) Puisque f est continue sur R, Papplication x — J f(t) dt est dérivable sur R et donc ¢, est dérivable sur R\ {a}.
a

De plus, pour x # a,

Palf)/ () = o 1) = | £(0) dt = [£(x) — @a(x))

X
Donc a) est vrai et b) est faux (la dérivée de Iapplication x +— J f(t) dt est 'application x +— f(x) et n’est pas 'application

x = f(x) — f(a)). ¢

1 x 1 x 1 1
c) Pour x > a, @q(x) = xfaJ' (t—a)dt= Tx—a) [(tfa)z]a - z(x—a) = Zg(x)
Pour x < a, @q(x) = xl a,[ —(t—a)dt= —2(%7(1) [(t_a)z]z - —%(x—a) = %\x—a\ = Zg(x).

1
En résumé, pour x # a, @q(g)(x) = zg(x). Ceci reste vrai pour x = a par continuité. Donc ¢) est vrai.

d) Puisqu’on a déja deux réponses exactes, d) est faux. Néanmoins, la fonction g du ¢) fournit un exemple d’élément de
E dont I'image par @4 n’est pas dérivable en a.

Question 5 :

a) VRAI
b) FAUX
c) VRAI
d) FAUX

Explication 5 :
a) et b) La formule de TAYLOR-YOUNG & lordre 1 en a s’écrit f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + o(x — a) = f(a) — f'(a)(a —
x) + o(x — a). Donc a) est vrai et b) est faux.

X

c¢) et d) Puisque f est dérivable en a, f admet un développement limité d’ordre 1 en a et donc I'application x — J f(t) dt
admet un développement limité d’ordre 2 en a. Quand x tend vers a, ¢

[ 1t at = Fo0 = Fla) = o — ol + 5 ix— a ol - a?) = flayix— @)+ e a)? + ol - 1)

f'(a)
2

et donc @q(x) =f(a) + (x —a) + o(x — a) puis
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Donc ¢) est vrai et d) est faux.

Question 6 :

a) FAUX
b) VRAI
¢) FAUX
d) VRAI

Explication 6 :
a) Il manque au moins une hypothése de continuité en a et donc a) est faux.

b), c) et d) @ (f) est continue sur R d’aprés 2.c) et de classe C' sur R \ {a} d’aprés 4.a). De plus, quand x tend vers a,

ou(f1]' () = T =@aD) _ f00) = Fla) _ @a(flx) —f(a)

xX—a xX—a X—a
.f/ .f/
= (f'(a) +o(1)) — ( (za) +o(1)) = (za) +o(1).
En résumé,
e . (f) est continue sur R,
o ©o(f) est de classe C! sur R\ {a},
f'(a)

e [po(f)]” a une limite réelle quand x tend vers a, & savoir

D’aprés un théoréme classique d’analyse, @q(f) est de classe C! sur R. Donc b) est vrai, c) est faux et d) est vrai.

Question 7 :

a) VRAI
b) FAUX
c) VRAI
d) FAUX

Explication 7 : Soit f € E.

f e Kerp, & f(a) =0et Vx # q, xla,[ f(t)dt=0

& fla) =0et Vx # a, fo(t) dt =0

a

& fla) =0et Vx # a, f(x) =0 (en dérivant)
S f=0.

a) et c) D’apreés ci-dessus, Vx € R, J f(t) dt =0 & Vx € R, f(x) =0. Donc a) est vrai. De méme, c) est vrai.

a

f € Kero, & f(a) =0et Vx # a,

x—an“““:Q

b) Ker(@4) ne contient pas les constantes non nulles et donc b) est faux.

d) La raison invoquée est fausse car il manque I'hypothése « dimension finie ».
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Question 8 :

a) VRAI
b) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

Explication 8 : a) D’aprés 7.c), @4 est injective et donc §'il existe une solution, elle est unique. De plus, d’aprés 4.c),
©a(29ga) = ga- Dong, a) est vrai.

b) b) est donc faux.

c) et d) D’aprés 4.a), pour toute f de E, @q(f) est dérivable sur R \ {a} et en particulier en b # a. Donc d) est vrai et ¢)
est faux. On note que @4 n’est pas surjectif.

Question 9 :

a) FAUX
b) VRAI
¢) FAUX
D) FAUX

Explication 9 :
a) La raison invoquée ne suffit pas a faire de P, un endomorphisme de F : il manque au moins la linéarité.

b) b) est vrai d’aprés 7.c).
c) dimF =n+1 et donc c) est faux.

d) VP, peut étre surjectif bien que @4 ne le soit pas. d) est faux.

Question 10 :

a) FAUX
b) VRAI
c) FAUX
d) VRAI

Explication 10 :

a) B’ est une base de F (famille de n + 1 polyndmes de degrés deux a deux distincts et inférieurs & n) mais pas pour la
raison invoquée.

b) et ¢) Soit k € [0,n] (erreur d’énoncé probable).

ko 3 o
(X — (l)k — Z (1> (7a)k—1X1 — Z (1> (—a)k_le.

i=0 i=0
. 2 . . . k k_i .
Donc, pour (i,k) € [0,n]“, le coefficient ligne i colonne k de P est i (—a)* . b) est vrai et c¢) est faux.

d) P est la matrice de la base B’ dans la base B et donc P est inversible. P~ est la matrice de B dans B’. Comme

Xk =((X—a)+a)k= i (lf) a“ (X —a),

i=0

k .
le coefficient ligne i colonne k de P~ ! est (1) ak~t et donc d) est vrai.
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Question 11 :

a) FAUX
b) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Explication 11 :
a) et b) Une matrice de passage est inversible (et une matrice inversible est une matrice de passage). Les formules de
changement de bases fournissent A’ = P~1AP et donc A = PA’P~!. a) est faux et b) est vrai.

c) et d) Soit i € [1,n+ 1]. Pour x # a,

Pal(X =@ ) = — |t @) = o fx-@)' = phe- )

. 1 .
ce qui reste vrai pour x = a par continuité. Donc P ((X — a)t™1) = {(x —a)t1. ¢) est vrai et d) est faux.

Question 12 :

a) FAUX
b) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 12 : Soit i € N.

(i+ DA —Ing1 = i+ NDPA'PTT — Ly =P((i+ 1A’ — I q)P!

R I LT
_deiag<%1,1; 1,...,;—;]1)><P_1.

Cette matrice est non inversible si et seulement si i+ 1 € [1,n 4 1] ou encore i € [0,n]. Donc, si i = n + 1, rang((1 +
NA—TI,1)=n+1et dim(Ker((i+1)A —1I,41)) =0
a) et b) sont faux.

Q

c) et d) Pour Q € F, ¥a(Q) = B (L+ Dba —Ide)(Q) = 0 & Q € Ker((i + o — Ide). Sii =n+1,

textKer((1 4+ 1), — Idf) est de dimension 0 et donc d) est faux. Sii =1, Ker((i + 1), — Idf) n’est pas de dimension 0
et en particulier contient une infinité d’éléments et c¢) est faux.

Exercice 2.

Question 13 :

a) VRAI
b) FAUX
¢) FAUX
d) VRAI

Explication 13 : a) et b) Les points F et F’ ont pour coordonnées respectives (ea,0) et (—ea,0) ou ¢ € {—1,1}.

M(x,y) € La & MFx MF' = a? & ((x —ea)? +y?)((x + ea)® +y?) = a*
& (x? +y? + a? —2eax)(x? +y? + a? + 2eax) = a*
o2yt -4 =at & (2 +y?)? 4282 (x2 +uy?) —4a2x2 = 0
& (X +y?H)?r =2a%(x* —y?).
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Donc a) est vrai et b) est faux.

c) et d)
(x* +y?3)? =23 (x* —y?) & x* + 2*y? +y* = 2a%x? — 2a%y?
Syt +2x? + a®)y? +x* —2a%x? =0. (E)
Le discriminant réduit de Péquation X? + 2(x? + a?)X +x* — 2a?x? = 0 est

A= (x? +a?)? — (x* —2a*x?) = a* +4a?x?.

Donc, (E) & y? =—(x*+a?)+Va* +4a2x2 & y? =—(x* + a?) +Va* +4a2x2 &y = j:\/\/ at +4a2x2 — (x2 + a?).

Donc ¢) est faux et d) est vrai.

Question 14 :

a) FAUX
b) VRAI
¢) FAUX
d) FAUX

Explication 14 : [, est la réunion de la courbe ' d’équation polaire p = ay/2cos(20) et de la courbe I'; d’équation
polaire p = —ay/2 cos(20). Mais,

M2(6) =[6,p2(0)] = [0,—p1(0)] = [0 + 7, p1(0)] = [0 + 71, 01 (0 + 7)] = M+ (0 + 7).

Donc, les courbes I'1 et I'; sont les mémes. Ly est la courbe d’équation polaire p = ay/2 cos(20). Notons D le domaine de
définition de la fonction 6 — ay/2cos(20).

a) 0 €D & —0 €D et pour un tel 8, p(—0) = p(0). Par suite,
M —6) = [-0,p(=0)] = [0, p(0)] = s(0x)(M(0)).
L, est alors symétrique par rapport a (Ox). a) est faux.
b) 6 € D& m—0 €D et pour un tel 6, p(t— 0) = p(0). Par suite,
Mt —0) = [m—0,p(nt—0)] = [t —0,p(0)] = s(0y)(M(0)).

L, est alors symétrique par rapport & (Oy). b) est vrai.

c)0eD &S0+ meD et pour un tel 0, p(0 + 1) = p(6). Par suite,
MO+ ) =[0+mp(0+m)] =[0+mp(0)] =so(M(0)).

Lo est alors symétrique par rapport a 'origine O. c) est faux.

d) La fonction p est 27-périodique. On obtient donc la courbe compléte quand 0 décrit [—, 7).
D’aprés a), il suffit de construire la portion de courbe obtenue pour 8 € [0,71] et on obtient ensuite la courbe compléte par

T
réflexion d’axe (Ox) puis d’aprés b), il suffit de construire la portion de courbe obtenue pour 6 € [O, z] et on obtient la
courbe compléte par réflexion d’axe (Oy) puis réflexion d’axe (Ox).

T
Pour un tel 0, p(0) existe si et seulement si cos(20) > 0 ou encore 8 € [O, Z} Donc on construit la portion de courbe

s
obtenue quand 0 décrit [O, Z} puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Oy) puis réflexion d’axe (Ox), soit

deux symeétries. d) est faux.
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Question 15 :

a) FAUX
b) FAUX
¢) FAUX
d) FAUX

Explication 15 :
T
a) La fonction p n’est pas dérivable en T Donc, a) est faux

b) Une composée de deux fonctions décroissantes sur des domaines appropriés devrait étre croissante. Donc, b) est faux.
T
¢) Le point M (Z) est 'origine et pas le point (0, a). Donc c) est faux.

T T
d) La tangente en M (Z) = O est la droite passant par O d’angle polaire 7 ou encore la droite d’équation y = x. Mais

0 décrit [O, Z} et la portion de courbe correspondante est au-dessous de cette tangente. d) est faux.

Question 16 :

a) FAUX
b) VRAI
c) VRAI
d) FAUX

Explication 16 :
3 3
a) et b) La courbe compléte est obtenue pour 8 € [—— —] U [—ﬂ 71] U [—ﬂ,—%} Deplusx >0& 0 € [—;, Zﬂ

Donc,

pdpd6 (done, a) est faux)

J(X,U)ELQO{(x,y)E%Xm‘ x>0}

”;[_gglpepa¢z;@ﬂ

2pdpd0 (par symétrie et donc, b) est vrai)

.
,[e 0 n 0 2 20
J {,4:|,pe[,a cos( )}
~7t/4 <Ja\/2(:os(26)

0

0

/4 2 /4
2pdp> ae :J (a\/Z cos(ze)) e — ZaZJ cos(20) de
0

Jo

= a? (et donc c) est vrai et d) est faux).

Question 17 :

a) FAUX
b) VRAI
c) FAUX
d) VRAI

Explication 17 :
a) Puisque k # 0, 'équation (P2) n’a pas de solution quand M = Q. Donc a) est faux.
b) Soit M £ Q. (P1) &N eR/ M'=Q + AQM. Pour un tel point M/,

k

_ 10 ON ON — _
M'=I2(M) & OM x \OM =k & A = .

A existe et est unique. Il en est de méme de M’ et b) est vrai.
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c) et d) M et M’ jouent des roles symétriques ou encore M’ = I2(M) & M = I{*(M/). Ceci montre que d) est vrai et
donc c) est faux.

Question 18 :

a) VRAI
b) VRAI
c) FAUX
d) FAUX

Explication 18 :

- — -
a) Puisque Q, N et N’ sont alignés, QNQN’ = (N.QN’ =Re (zwzm) =Re((z—w)(z/ —w)) et 0 = [m,QN'] =
Im ((z— w)(z' — w)).

Done, (z— w)(z’ — w) est réel et donc Re ((z—w)(z' —w)) = (z—w)(z' — w) = (z— w)(z’ — w). a) est vrai.

b) D’aprés a),

- k
N’:I{}(NM:}(sz)(z’fw):k@)z’:w—i—ﬁ.

Donc b) est vrai.

c) et d) Puisqu’il y a au plus deux réponses exactes c) et d) sont nécessairement faux. On peut noter que
/ k — 2
N=N&z=w+—8& z—w)z—w)=k& z—w|* =k.
Z— W

Cette équation n’a pas de solution si k < 0 et admet le cercle de centre Q et de rayon vk si k > 0. Le cas k = 0 est exclu
dans I’énoncé de la question 17.

Question 19 :

a) VRAI
b) FAUX
c) FAUX
d) FAUX

Explication 19 :
a) Si Q = O, I'expression complexe de I$2 o I est d’aprés 18.b)

X _o?/k
(k_) z
—z
x
Ainsi, (18)7] oI2olIQ =19, et a) est vrai.
o
. O a a
b)SlN;éO,I“(N)=Q(:)%:w(:)225.b)estfaux.
c) et d) On suppose que Q # O et z.
S x B o B 1o . ala—wz) o (o — wz)
- - K 2 Dla—wz)tkz  om+zZ(k— 0P
@+ @+ Z_ W(x—wz)+kz ow+ZzZ(k—]|w|?)
k X 0 x— Wz

w +

X (z)
(&)
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Donc c) est faux. D’autre part, on doit avoir z # — et d) est faux.

04
w

Question 20 :

a) FAUX
b) FAUX
c) VRAI
d) FAUX

Explication 20 : Si de plus k = |w|? et w = a + ib, Pexpression complexe de (Ig)_1 o I% o Ig est

(o — wz) w_
2= = ——7Z+
ow w

gl =

-1 T c 1. . . . . —1
a) (IY) oI oIY est une similitude plane indirecte et donc est effectivement une application affine. Mais (I) oI o

o aw
19(0) est le point d’affixe — = —. a) est faux.
W |wf?

b), ¢) et d) La partie linéaire de (Ig)_1 o I% o Ig admet pour expression complexe

ib —(a+1ib)? 1
z = —giz —a+T (x —1iy) = w(x—iy) = ——(—a® 4+ b = 2iab)(x — iy)
w a—ib lw|? lw|?
1
= or ((b* — a?)x — 2aby + i(—2abx + (a* —b?)y)).
L . e e L. o —1 O 10 . . 1 bz—az —2ab
On en déduit que la partie linéaire de (IQ)  oI{?0IQ a pour matrice dans la base canonique A = Wl Jab d2—1b2 )
1
ICi]] = [ICafl = W\/(bz —a?)? +4a’b? = 2102 vVa*+2a?b?2 + b4 = 1 et C;.C2 = 0. Donc A est une matrice
orthogonale. De plus, det(A) = —1 et A est une matrice orthogonale négative.

e -1 L . , .

La partie linéaire de (1) oI oIS est donc une symétrie orthogonale vectorielle et b) est faux. D’autre part, La matrice
identité est orthogonale et posséde des points fixes sans pour autant étre une symétrie orthogonale vectorielle. Donc d)
est faux. : :

Puisque la partie linéaire de (Ig)_ o IkQ o Ig est une symétrie orthogonale vectorielle, (Ig)_ o IkQ o Ig est une symétrie

. . . —1 . ..

orthogonale par rapport & une droite affine si et seulement si (Ig) o I% o I9 a des points fixes. Or, ici k > 0 et d’aprés
18.¢)

(18)*1oI%OIQ(M):Mﬁlgolg(M)zlg(M)@Ig(M)ecg(Q‘ﬁ)@Melg (%(Q,\/E))

Ainsi, (18)7] 0 I 01 a des points fixes et donc c) est vrai.

Question 21 :

a) VRAI
b) FAUX
¢) VRAI
d) FAUX

Explication 21 :
a), b), c) et d)
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0(2|w‘2

oxw
- w+z(k— 2 2
L o —oawz  k—|w? (o +Z (k — |wl*)) + Jrkf\wl2
T a@+z(k—|w?) o +Z (k — |w]?)
- w ko 1
k—Jw]?2  k—|w]? ow+Z(k—|w?)
__aw ka? 1
w2 =k (Jw? - k)? s o
lwl? —k
' OV 10 510 — 1S an S ow ka?
Donc a) est vrai et b) est faux. De plus, (sz) o[ oIy =1Ij ou S est le point d’affixe o et p = W
o wls =k

Donc ¢) est vrai et d) est faux.

Question 22 :

a) FAUX
b) FAUX
¢) FAUX
d) VRAI

Explication 22 :

!
a) Dans tous les cas, Cq est une hyperbole de centre O (si a = - #0). a) est faux.

b) x2 —y? =2a? & p?cos? 0 — p? sin? @ = 2a2 & p? cos(20) = 2a2. Maintenant si 0 décrit ]O, g [ U } I, 3—7T

> {, on a jamais

cos(20) =1 et donc jamais p? = 2a? et on n’obtient donc pas le point (a\/z, O) de Cq. b) est faux.
c) Le produit OM x OM’ peut étre strictement négatif. Donc c) est faux.

d) Soit M = [6, «/cos(ZB)} un point quelconque de L 5. Son image par I est le point M’ d’affixe
2

/ 1 1 1 i0
zZ === - = e
Z  y/cos(20)e— 10 cos(20)
Donc I1O (Lﬁ) est la courbe d’équation polaire p = 7(26) Comme en 14., ceci équivaut a p? cos(20) = 1 et donc
2 cos

Ity (Lﬁ) = C 5 ou encore I (Cﬁ) =1L,3.d) est vrai.
7 7 a 7

Exercice 3

Question 23 :

a) FAUX
b) VRAI
c) VRAI
d) FAUX

Explication 23 :
a) f n’est pas dérivable en 0 si 0 < p < 1.
b) b) est vrai.
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c) Si f est strictement croissante sur R f est injective sur R™ et réalise donc une bijection de R* sur f(R1). ¢) est vrai.

d) L’hypothése « f est continue sur RT » servirait a affirmer que f(R™) est un intervalle mais pas que f est une bijection
de Rt sur f(R1). d) est faux.

Question 24 :

a) FAUX
b) FAUX
¢) FAUX
d) FAUX

Explication 24 :

a) f n’est pas nécessairement dérivable en O et de toute fagon, 'hypothése de dérivabilité de f sur R* ne suffit pas pour
affirmer la dérivabilité de g. Il manque : « f’ ne s’annule pas ». a) est faux.

b) L’application f : x + /X n’est pas dérivable en 0 mais sa réciproque g : x — x? est dérivable en f(0) = 0. Donc b)
est faux.
1

t 1
c) Sip=1,Vt >0, f(t) =2t puis g(t) = 3 et g’(0) = 3 * 7 ¢) est faux.

d) La raison invoquée est insuffisante pour affirmer que g n’est pas dérivable en 0 (et il est d’ ailleurs graphiquement clair
que g est dérivable en 0 pour 0 < p < 1). d) est faux.

Question 25 :

a) FAUX
b) FAUX
c) FAUX
d) VRAI

Explication 25 :

a) et b) Sip>1, ¢(t) N %. Donc a) et b) sont faux.

c) f n’est pas toujours dérivable en 0. Donc ¢) est faux.

d)Sio<p<T, ot) 3 pﬂ(’l—1 — 247, Done @ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢@(0) = 0.
_(p—=NtP +a _ —tP—pt+a a—f(t) . B B B
Pour t >0, @(t) —t = oy T i D ey s i D TEY . Par suite, ¢(t) =t & f(t) = a & t = g(a). Donc

d) est vrai.

D) dom(T;) =2 # 1 et donc D) est faux.

Question 26 :

a) FAUX
b) FAUX
¢) FAUX
d) FAUX

Explication 26 :

a a a a . . .
a) f =——+4pp/——>——>a(car 0 <p<1eta>0) et puisque g est strictement croissante sur
1—p 1—p 1—p 1—p
RY,
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Déja pour 0 <t < V ] d ,ona @(t) > 0. Ensuite, pour t > 0,
—-P

iy = PR DT 4 ) — ((p— D a)(p NP2 (p— P2 4p(p— NPT —afp—1)tP
e PP T 1) - PP T 172

(1—p)tP 2(—tP —pt+a) (1—p}tP *(a—f(t)

p(tP=1 +1)2 (T )2

Cette derniére expression est du signe de a—f(t) et donc @ est strictement croissante sur [0, g(a)] et strictement décroissante

sur [g(a), V%]. @ admet sur [O, V%} un maximum en g(a) égal a g(a) d’aprés 25.d). Donc a) est vrai. (En

particulier, les intervalles [O, JV %} et [0, g(a)] sont stables par ¢)

b) Si on prend up > ,onauw = @(up) <0 et uy n'existe pas. Donc b) est faux.

T—p

c) Sigla) <uy < alors 0 < uy < g(a) < up puis d’aprés 25.¢), uz = @(uy) > uy. En résumé, wg < uy < up.

T—p
Donc c) est faux.

d) Si u converge, c’est vers un point fixe de @ élément de {O, V ]L] (car {O, V ]L} est fermé, stable par @ et que
-Pp -P

@ est continue sur {O, V %]) et donc soit 0, soit g(a), d’aprés 25.d). ] ap
d) est faux.

n’est ni 0, ni g(a) d’aprés 25.a). Donc

Question 27 :

A) VRAI
b) FAUX
c) FAUX
d) FAUX

Explication 27 :

a) f <E> = (E)p + a > a et donc 4_ g (f (E)> > g(a). D’apreés 26., pour t € [g(a), E], f(t) > f(g(a)) = a et
p p p p p

/(1) = P! tP2(f(t) —a)  p—1tP 24 ptP ! —atP?

P (P42 P (tp=1 4+1)2
. a
Maintenant, pour t € {g(a), 1—)] )
P2 4ptr T —atr 2 (P24 pt ! —atP ) - (P24 2P T 1) (p— 2P —atP 2
(tP=14+1)2 - (tP=14+1)2 B (tP=14+1)2
p—2 _ _¢p—1 _
_ tP“(pt—a) — 2t 1 <o,
(=T +1)2 -

—1
et donc |@/(t)] < L

. a) est vrai.
b) L’ordre des quantificateurs signifie en particulier que 6 ne dépend pas de t et t’ ce qui est faux. Donc b) est faux.

c¢) Si par hasard, on peut effectuer le travail classique & partir de l'inégalité des accroissements finis, on obtient

a1 = 0@l = lo(utn) ~ (o@Dl < P un — g(a)] et o) est faux.

d) Linégalité |[Y—

1 —
‘ < 1 serait peut-étre suffisante mais en tout cas I'inégalité L2

1
‘ < 1 ne lest pas. d) est faux.
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Exercice 4

Question 28 :

a) FAUX
b) FAUX
¢) FAUX
d) FAUX

Explication 28 :

a) P est un sous-espace vectoriel de E car P contient la fonction nulle et une combinaison linéaire de fonctions paires est
paire. a) est faux.

b) La fonction nulle est paire et impaire. b) est faux.

¢) PNI1={0} (une intersection de sous-espaces est un sous-espace et n’est donc jamais vide). ¢) est faux.

d) La bonne décomposition est Vx € [—1,1], f(x) = i) —|—2f(—x) + i) 7;(7)‘). d) est faux

Question 29 :

a) FAUX
b) FAUX
¢) FAUX
d) VRAI

Explication 29 :

a) La continuité sur | — 1, 1[ne suffit pas mais la continuité sur [—1, 1] suffit. a) est faux.
0six e [—1,1]1\ {0}
1six=0

[—1,1] mais n’est pas nulle. b) est faux. Le bon théoréme est « si f est continue, positive, d’intégrale nulle sur le segment
[a, b] alors f est nulle ».

b) La fonction f : x — est continue par morceaux et positive sur [—1, 1], d’intégrale nulle sur

c) E n’est pas de dimension finie et n’est donc pas un espace euclidien. c) est faux.

d) @ est un produit scalaire sur E qui n’est pas de dimension finie. Donc d) est vrai.

Question 30 :

a) VRAI
b) FAUX
c) VRAI
d) FAUX

Explication 30 :

0 1
a) et b) fg est impaire. Donc J f(t)g(t)dt = fJ' f(t)g(t)dt. a) est vrai et b) est faux.
—1 0

1
c) et d) Puisque fg est impaire, J f(t)g(t)dt = 0. Donc, si f € P, Vg € I, @(f,g) =0 et donc f € I+. Par suite, P C I+
-1

et de méme I C PL. ¢) est vrai et d) est faux.
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Question 31 :

a) VRAI
b) VRAI
¢) VRAI
d) VRAI

Explication 31 : (erreur probable d’énoncé : tout est vrai)

a) Puisque I € P+, Vg € P, (fi,g) =0. a) est vrai.

b) Puisque P C I, Vg € I, @(fp, g) = 0. b) est vrai.

c) g ="Tp € P fournit 0 = @(f,g) = o(fp, + f1,fp) = @(fp, fp) + @(fp, fi) = @(fp, fp) et donc f, =0 puis f =f; € L. ¢)

est vrai.

d) Puisque P+ = I, la projection orthogonale sur P est la projection sur P parallélement & I. La projection orthogonale
sur P d’un élément de E est donc sa partie paire. d) est vrai.

Exercice 5

Question 32 :

a) VRAI
b) FAUX
¢) FAUX
d) VRAI

Explication 32 :

. . . . 1 .
a) L’application H est un endomorphisme de R?. Sa matrice dans la base canonique est ( 1 g ) et son déterminant

vaut B — . Par suite, H est un automorphisme si et seulement si « # 3. Dans ce cas, on sait alors que H et H™! sont de

classe C* sur R?. a) est vrai.

Ppu— av ot —u-+v is

_ = ui

poox YT Boa?

dg ox of 9oy of 1 of  of
— = — X — 4+ — X — = .
ou oJu oOx oOu 0y P—«

b) Six # B, x=

Donc b) est faux.
c)
of  ou @ ov a_g_ag

dg of dg dg
— =— X — X = — e =0 —=
o0x O0x Ou O0x Ov oOu O0v oy ou ov

Donc c) est faux.
?f 9 %9 %
0xdy Oydx  dudv  ovou’

d) Poursuivons. f et g sont de classe C? sur R? et d’aprés SCHWARZ,

02f 0 (ag 6g) 92g 92g 9%2g 0%g 0%g 5 0%2g  0%g

0x2 _ ox \ou ' ov/) ouZ ' dudv ' oudv  ovZ  ou? dudv | ov2’

puis

02f 0 og dg 9%g 92g 92g 0%g 0%g 92g 92g
3y~ ox <“a i Ba) -« (W i auav> B (6uav i w) = %z Tt Blaay TRa
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et enfin

0% _ 0 (429, 5 o%g 0 d%g ’g ,9%g 20
ayz ay (0(—+[3—)—oc( au2+ﬁauav)+ﬁ<°‘auav+ﬁavz>—0‘a 5 + 20 B +[3 avz

Par suite,

92f 92f 92f
+b +c

“ox2 0x0y y?
. 62 azg g az aZ aZ 5
a(a > 5 ) (a_ Py TP )“( az+ B TR av2>
0%g a29 2,0%g
= (atba+ca?) =5 + (2a+ (a+ )b+ 20Be) 5= + (a+ b +cp?) 7
uov ov
(1079 %9 2?9
= Pla )auz + Kauav + P(B)W
d) est vrai.
Question 33 :
a) FAUX
b) VRAI
c) FAUX
d) VRAI
Explication 33 :
a)rT +12= f% et 1T = %. a) est faux.

b) On doit prendre pour « et 3 les racines vy et vz de P. Dans ce cas, o # 3 et les calculs précédents sont valides d’aprés
32.a). Pour ce choix de o et 3, on a

12
K:za+bx(—9>+zc ‘Cl 4“%;&0.

Donc b) est vrai.
c¢) o racine double & P(a) = P’() = 0. Or K peut étre nul sans que P’(«) ni P’(f) ne le soient. Donc c¢) est faux.
d) De toute fagon, d) est vrai d’aprés 32.d) et 33.b).

Question 34 :

a) FAUX
b) VRAI
c) VRAI
d) FAUX

Explication 34 :

0 (0 0 0
a) et b) — 99 = 0 montre que 29 est constant quand v varie ou encore 99 est une fonction de u uniquement. a)
ov \ ou ou ou

est faux et b) est vrai.

0
c) et d) Ainsi, 6_9 est une fonction de u de classe C' sur R. En intégrant de nouveau g est somme d'une fonction de u
u

de classe C? sur R et d’une constante quand u varie c¢’est-a-dire une fonction de v, de classe C? sur R.
Donc, il existe deux fonctions hy et h; de classe C? sur R telles que ¥(u,v) € R?, g(u,v) = hy(u)+hz(v). Réciproquement,
une telle fonction g convient. c) est vrai et d) est faux.
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Question 35 :

a) FAUX
b) VRAI
¢) FAUX
d) FAUX

Explication 35 :

a) On ne peut pas utiliser le changement de variables quand o = 3 car H n’est plus bijectif. Donc a) est faux.

b),c) et d) r= f%. Maintenant, si r = 0 car alors b = 0 puis, comme b? —4ac = 0, on obtient ac = 0 puis a = 0 car
¢ # 0. Finalement (a,b) = (0,0) ce qui n’est pas. Donc, 1 # 0.

Avec x =71 et B =0 # «, on obtient

b 4ac — b?
)xO:L:O.

b
K:2a+b<—2—c+0>+2cx(—% e

Donc, b) est vrai et ¢) et d) sont faux.

Question 36 :

a) VRAI
b) VRAI
c) FAUX
d) FAUX

Explication 36 :
a) et b) On choisit donc « = r et f =0 ce qui est autorisé car « # . On a P(a) = K =0 et P(B) # 0. L’équation (E’)

62 62
s’écrit alors Wg = 0. Mais en choisissant &« = 0 et § = r, ’équation (E’) s’écrit a—ug = 0. Donc a) et b) sont vrais.
. . ) . . b
c) et d) ¢) et d) ne peuvent étre que faux. Poursuivons néanmoins avec le choix o« =1 = e et 3 = 0 ou encore posons

b
u=x—-—yetv=x.
2c
. 9%g ] . . : . .
(E') s’écrit 2 0. Donc, 3 est constant quand v varie et est ainsi une fonction de u uniquement. En intégrant de
3% v
nouveau, g s’écrit v fois cette fonction de u plus une constante quand v varie.
Il existe deux fonctions hy et h, de classe C? sur R telles que ¥(u,v) € R?, g(i,v) = vh; (u)+h; (1) ou encore V(x,y) € R?,
f(x,y) =xhi(x +ry) + ha(x + ry).
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