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1 Partie I : STABILITE DANS DES CAS PARTICULIERS

I.1. D'une part, P(X) = X2 4+ aX + b et d’autre part, en développant I’expression de la décomposition de P
en produit d’irréductibles dans C[X], P(X) = X2 — (21 + 22) X + 2122, donc par unicité des coordonnées

de P dans la base canonique (1, X, X?) de R[X], on en déduit ‘ a=—(z1+ 22) et b= z129. ‘ (Ce sont les

relations coefficients racines usuelles pour un polynéme de degré 2).

I.2. Etude lorsque A > 0. En ce cas, les racines 21, z sont toutes les deux réelles, donc R(z1) = 21 et R(z2) = 2».

I.2.a Comme P est stable par hypothése, on sait que $(z1) < 0 et R(z3) < 0.
Mais aussi a = —(z1 + 22) = —(R(21) + R(22)), donc a est Popposé d’une somme de réels strictement

négatifs, donc

De la méme fagon, b = z; 22 = R(21)R(22) est produit de deux réels strictement négatifs, donc

1.2.b. En supposant b > 0, on suppose que z12z2 > 0, or on sait que z1, zo sont des réels, donc ce sont des
réels de méme signe. Puis de a > 0, on tire z1 + 25 < 0, donc sachant que 21, z2 sont de méme signe, on
conclut que z1 < 0 et zo < 0. Ainsi puisque 21, 22 sont les racines (réelles ici) de P, on peut affirmer

que toutes les racines de P ont leur partie réelle qui est strictement négative, soit | P est stable.

[.3. Comme on suppose ici A = 0, les racines de P sont z; = 23 = 5" et de plus, b = %. Ainsi P est stable si et

2
seulement si * < 0 donc si et seulement si a > 0, et sachant b = -, a > 0 si et seulement si a et b sont stric-

tement positifs. Finalement, dans le cas ot A = 0, on a aussi‘ P est stable si et seulement si a > 0 et b > 0. ‘

[.4. Enfin, on suppose dans cette question que A < 0. Les racines de P sont alors complexes conjuguées de la
V-A
5

[.4.a. Comme écrit précédemment, les racines sont conjuguées, soit

L.4.b. P est stable si et seulement si o < 0, soit si et seulement si 5* < 0 ce qui équivaut a a > 0 et comme

o — —a J—
forme o £ i3, avec a = 5+ et 3 =

dans le cas ot A < 0, on a b > %2, on en déduit que ‘ P est stable si et seulement si a > 0 et b > 0.

On a montré aux questions 2. 3. et 4. le résultat suivant

a>0

P = X2+ aX +b est stable si et seulement si { b>0

[.5. Application aux matrices de taille 2
L5.a. Le calcul est immédiat et permet de retrouver le résultat connu x4 = X2 — Tr(A) X + det(A). Posons
a1 aip a1 — X ai2 2
en effet A = ’ “ ), alors X) = det ’ ’ = X° —(a11 + a22)X +
<a271 a2,2> xa(X) ( 21 aze - X (a11 + az;2)

(a171a272 — a1,2a2,1) et également, TI‘(A) =ay1 +agps et det(A) = a1,102,2 — (1,202 1- D’ou comme
prévu, ‘XA(X) = X? —Tr(A)X + det(A). ‘

1.5.b. Par définition, A est stable si et seulement si y 4 est stable. Or x4 est unitaire de degré 2, donc d’aprés
le résultat précédemment établi pour les polynémes unitaires de degré 2, et d’aprés I'expression de

X4 rappelée a la question précédente, x4 est stable si et seulement si —Tr(A4) > 0 et det(A) > 0.
Enfin, n = 2 donc (—1)" det(A) = det(A). Si bien que

Tr(A) <0

A est stable si et seulement si { (—1)" det(A)

1.6. Un contre-exemple pour n = 3.
L6.a. Q admet -1 comme racine évidente Q(X) = (X + 1)(X? + 1), donc
‘les racines de @) sont les nombres complexes —1, ¢, —1. ‘

L6.b. | Tr(B) = —1 <0 et (~1)"det(B) = —(~1) = 1> 0]

L6.c. R(:) =0, donc Q posséde une racine de partie réelle positive ou nulle, ce qui montre que‘ Q) n’est pas stable.

Calculons le polynéme caractéristique de B.En développant le déterminant par rapport & la derniére
ligne, il vient

-X 1 0
yg=det| -1 —-X 1 = (-1 -X)(X?+1) = -Q(X).
0 0 -1-X

On a prouvé que @ n’est pas stable, donc xp = —@Q est non stable également (Q et —Q ont en effet

les mémes racines). Par définition d’une matrice stable, on peut conclure que ‘ B est non stable. ‘
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2 Partie II : NORME SUBORDONNEE ET MESURE DE LOZINS-
KII

II.1. Existence et propriétés de la norme subordonnée

II.1.a. Une application N définie sur K™ et & valeurs dans R est une norme lorsqu’elle vérifie les axiomes
suivants
— Séparation : Pour tout vecteur x € K", l’assertion N(x) = 0 entraine z = Ogn.
— Homogénéité : Pour tout scalaire A € K et pour tout vecteur z € K, N(Az) = |\| N(x).
— Inégalité triangulaire : Pour tous vecteurs z,y € K", N(x + y) < N(x) + N(y).

I1.1.b. L’application x — ||Az|| est composée de z — Az qui est linéaire sur l'espace de dimension finie K™
donc continue de K™ dans K" et de || . ||, qui est 1-lipschitzienne sur K™ (conséquence de 'inégalité
triangulaire généralisée : |||z|| — [|y||| < |lz — y||) donc également continue sur K™. Il en résulte que

‘x — || Az|| est continue sur K”. ‘

II.1.c. Appelons ¢ l'application précédente x +— ||Az|. C’est donc une application continue sur K". Cet
espace étant de dimension finie, comme la sphére unité est fermée et bornée, c’est un compact de K.
D’aprés le théoréeme de Weierstrass, toute application continue sur un compact est bornée et atteint
ses bornes sur ce compact. On en déduit que ¢ est bornée sur B et atteint son maximum sur B en
un point de B; notons xy € B un point en lequel ¢ atteint son maximum. On a alors

Ve € B, |Az| < ||Axzo| = sug |Az|| .
xc

I1.1.d. Pour tout « € K", ||I,z| = ||z|, donc = — || I,z|| est constante égale & 1 sur B, son maximum sur B
est donc 1, ce qui s’écrit | || L,||| = 1.

IL.1.e. Soit z € K™, si = Ogn alors ||Az| = 0 = || Al ||z||. Maintenant, si « # Ogn, alors on pose z’ = Tall”
ainsi @' € B et = ||z||2’. I vient par linéarité, Az = ||z|| Az’, donc aussi par homogénéité de la
norme ||Az| = ||z||||Az’||. Enfin, 2’ € B donc par définition de la norme subordonnée, ||Az’|| < |||A]||-

Et on en tire, |Az| < ||A||| ||z||. Dans tous les cas, on a établi I'inégalité

Ve K", [[Az] < [IA]l =]

IT.1.f. On a admis que la norme subordonnée est une norme, donc elle vérifie I'inégalité triangulaire.
Soient alors A et B deux matrices quelconques de taille n, on peut écrire A = B+ (A — B) d’ou par
l'inégalité triangulaire ||| Al < || B|l| + ||A — B]|| et donc

LAl = 1Bl < I4 - B -]

D’autre part, soit  quelconque dans B en appliquant le résultat de I1.1.e. a la matrice A avec le vecteur
Bz, il vient ||ABz|| < ||A|l|l||Bz]||. Puis « étant dans B, la définition de || B]|| assure ||Bx| < ||| Bl
donc ||ABz| < |||A|l| IIB||- Ainsi, ||A]ll]l|B]|| est un majorant de x +— ||ABz| sur B, comme ||AB]||
est par définition le plus petit des majorants de cette application sur B, on en déduit

EEEER

I1.2. west réel et A est complexe, donc |1 + uX|® = (1+u))(14uX) ; on a donc |1 + ul| = \/1 + (A + Nu+ A2

Au voisinage de 0, \/1 + A FNu+ M2 =1+ %Xu + 0p(u), donc |1 +uA| =1+ R(N)u+ 0p(u). On en
déduit aussitot

lim

u—0t

(|1—|—u)\|—1

u

) = R(\).

I1.3. Vers la mesure de Lozinskii

I1.3.a. Par homogénéité de la norme subordonnée, pour tout u > 0, M = |||[u™' I, + A[||, et de méme
pour tout v > 0, M = |Hv_11n + Al||, donc il vient
w(A u) — p(A,v) = |Hu71]n + All| - |Hv*11n + All| - (™t —v7h).
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I1.3.b. En appliquant IL.1.f. aux matrices u='I, + A et v~ 'I,, + A, il vient |Hu‘1In + AH‘ — |||v_1In + AH‘ <
H|(u_1 — v_l)Inm or par homogénéité de la norme subordonnée, H(u‘1 — v_l)In’H = |u_1 — v_l‘
Comme on suppose pour cette question 0 < u < v, T v_1| =y ' —v7 L On passe alors a
(A, u) — p(A, v)avec Pexpression établie en I1.3.a. ce qui donne comme inégalité

(A u) = p(A0) < (™t —v™h) — (™t = oY)

Et on a bien établi de la sorte, ‘M(A,u) — (A, v) <0. ‘
Autrement dit, on a montré ici que v — p(A,u) est une fonction croissante sur |0,4+o0o[. On va
maintenant montrer qu’elle est minorée sur ]0, +00[ ce qui permettra de conclure qu’elle posséde une
limite en OF.

I1.3.c. Pour tout u > 0, pu(4,u) = H‘u‘lln + A|H —u~L. Or d’aprés I'inégalité triangulaire et ’homogénéité
de la norme subordonnée, |||u='1, + A||| < w=![|L, ][ +[|Al|- Donc on en déduit déja pour tout

~——
=1
>0, (A, u) < [|A]].]
D’autre part, en utilisant I1.1.f avec les matrices I, et uA, on obtient ||| I, |||—|[|—uA|| < [ I, — (—uA)]|,
soit & l'aide de II.1.d. et par homogénéité de la norme subordonnée
Vu>0, 1—ul|Afl < [[Ln +wAll
On passe a pu(A,u) ce qui donne
[— Al < (A, ). ]
I1.3.d. D’aprés I1.3.b., la fonction u — w(A,u) est croissante sur I'ouvert 0, +oo[ et d’aprés IL.3.e. elle est

minorée par — [||Al|| sur ce méme intervalle ouvert. D’aprés le théoréme de convergence des fonctions

monotones sur un intervalle ouvert, on peut en déduire que ‘ u— p(A,u) posséde une limite en 0. ‘

I1.4. Une condition suffisante de stabilité a 1’aide la mesure de Lozinskii

11.4.a.

II.4.b.

II.4.c.

A étant valeur propre de A, il existe o € C™ non nul tel que Azy = Azp. Normons zy (possible

puisque c’est un vecteur non nul), on pose donc z = ”i—g” Ainsi x € B et Ax = ﬁi—i("‘ = H)fo‘)” = \z.

Ce qui montre

|z =1
Ax = \x

Jx € C", {

De plus, pour un tel vecteur x, pour tout réel u > 0, (I,, + ud)x = = + ulx = (1 + M)z, donc par
homogénéité de la norme ‘ (I, +uA)z|| = |1+ u)|. ‘

Le vecteur x de la question précédente étant dans B, par définition de la norme subordonnée,
1 + wAl| > [|(I, + uA)x|, et donc avec I1.4.a. on en déduit ||I,, + uAl| > |1 4+ uA]. On en dé-
duit u(A,u) > H“T)H On a étudié la limite de chaque membre de I'inégalité lorsque v — 0T, donc
on peut passer a la limite dans cette inégalité pour obtenir finalement (avec les résultats de I1.2. et

de IL3.d.) | R(N) < p(A).

11 suffit donc que u(A) < 0 pour que chaque valeur propre de A soit de partie réelle strictement

négative. Autrement dit, ‘ 1(A) < 0 est suffisant pour que A soit stable. ‘

3 NORMES ET MESURES DE LOZINSKII ASSOCIEES

III.1. Par définition de la norme euclidienne sur R,

(I, + ud)z| = Y(X + uAX)(X + uAX)
= 'XX +u("XAX + 'XTAX) +u* ' X 'AAX

= XX+ u'X(A+TA)X +u? X TAAX.

Ce qui montre comme attendu

13/5/2014
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II1.2. A étant réelle, la matrice A + *A est réelle mais aussi symétrique, ce qui permet d’appliquer le théoréme
spectral : A+ YA est orthogonalement diagonalisable. Précisons : en notant a1, ..., a, les valeurs propres
de A + A rangées dans l'ordre décroissant,

IM € 0,(R), "A+ A = M Diag(a, ...,a, )M ~' = M Diag(ay, ..., a, ) * M.

II1.3. Mesure de Lozinskii associée a la norme euclidienne

IT1.3.a.

II1.3.b.

ITI.3.c.

I11.3.d.

13/5/2014

Y1

M est orthogonale, donc M *M = I, d’ouenposant y = | : |, onen déduit ||jy|; = *(*MX)'MX =
Yn

EXMIMX = XX = Ha:||§ (C’est la traduction matricielle de la conservation de la norme par un

n
endomorphisme orthogonal). Comme ||z||, = 1 par hypothése, on peut conclure ny =1.
=1

On applique IIL.1. en sachant X X = 1, et également *A + A = M Diag(ay, ..., o, ) *M, il vient
(I, + uA)ng =1+ u'XM Diag(aq,...,a,) "MX +u? ' X' AAX.

Y
Or 'Y Diag(aq, ...,a,)Y = 'Y =>"" | a;y?, par conséquent

AnYn

(L +ud)z]y =1+ud_ aiy? +u? X TAAX.
i=1

C’est encore une application du théoréme de Weierstrass : z — AX est linéaire en dimension finie
donc continue sur R™, la norme euclidienne est continue, donc son carré aussi, par composition,
r— Y(AX)(AX) est continue sur R™ donc aussi sur sa sphére unité qui est une partie compacte de
R™. 1l en résulte que X — X tAAX est bornée sur B (et atteint ses bornes). Cela se traduit par

‘37,(561& VX € Mpi(R), 'XX = 1=~ < 'XTAAX < 4.

Soit u > 0. En combinant II1.3.b. et II1.3.c. on obtient déja I’encadrement

1+ uZaiyiz +yu? < ||(I, + uA)ng <14 uZaiyf + Su?.
i=1 i=1

De plus, les réels «; étant rangés par ordre décroissant, Z?:l ay? < ag Z?zl y? d’apres I11.3.a. Donc

1 —&—uZaiy? +qu? < (I, + uA)z| <1+ aqu + du.

i=1

Cette inégalité est valable pour tout vecteur x € B; B désignant ici la sphére de R™ au sens de la

norme euclidienne.

— En prenant en particulier z = zy vecteur de B qui atteint la norme subordonnée de I,, + uA dans
I'inégalité de droite précédente, il vient ||I,, + uA|||§ <1+ aju+ du

1
0
— D’autre part, prenons z = M | . |, c’est possible car = est alors I'image par une matrice orthogo-
0
1
0
nale d’un vecteur y = | . | de norme 1, donc par conservation de la norme (comme en II1.3.a.)
0

||| = ||ly|l = 1; I'inégalité de gauche donne alors 1 + layu + yu? < ||(I, + uA)z|3 < || I, + uA||;
On a ainsi établi pour tout u > 0,

V1+aiu+yu? < ||, + vdll, < V1+ aju+ du?.

48
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ITI.3.e.

De l’encadrement précédent, on déduit aussitot pour tout u > 0

2 _ \/727
V14 ou+yu 1§M(A,U)§ 14+ aju+ou 1

u u

Or 1+ aqu+yu? —1= 2% + op(u) et de méme 1+ ayu + ou? — 1 = Gtu + op(u), donc
V1t oagu+yu2 -1 o VI+ou+dur—-1 oy
= lim =

lim —
u—0t u u—0t u 2
On conclut alors avec le théoréme des limites : lim,_,o+ u(A4,u) = %+ Et donc par définition de

u2(A), on a prouvé

¢
ug(A):O;l:max{)\ER, tel que )\ESpR< A;—A>}

La derniére égalité découle de ce que ay est la plus grande valeur propre de *A + A (vu en II1.2.) et
de ce que si A est valeur propre d’une matrice M, alors A\a est valeur propre de aM.

II1.4. Une norme subordonnée & une autre norme sur K".

II1.4.a.

I11.4.b.

Notons By la sphére unité pour la norme | . || .
Soit x € By, donc ||[HX||, = 1. Posons alors y = Hzx, ainsi y € B, ot By désigne la sphére unité pour
la norme euclidienne.

|Az||,; = |HAz||, = ||HAH 'Hz||, = ||HAH 'y||,

Comme ||y||5
||HAH*1y||2

1, par définition de la norme subordonnée associée & la norme euclidienne, on a

H|HAH71H|2. On en déduit

IA ]

Vz € By, ||Az|y < ||HAH|,

Et donc en prenant le maximum, on obtient déja I'inégalité [||All|; < [[|[HAH ||,

Ensuite pour un vecteur z quelconque dans Bs, on a ||HAH_1.73H2 = ||H(A2')||, = ||Az'|| ;. O on
a posé cette fois 2’ = H~'z. Comme |z, = 1, on a aussi ||HH_1J:H2 =1, donc |[Hz'||, = 1, soit
HAH 'z||, <
IAlll ;- Et donc pour le maximum, cela donne ‘HHAH_l‘Hz < ||A]|| ;- Finalement, on a établi

|zl ; = 1. Ainsi ' € Bp, ce qui permet d’écrire [[Az’||,; < |||A]l| ;- Donc de nouveau,

141l = [l HFAH]I, -

Soit A € M, (R), on a donc d’aprés I11.4.a.

_ M+ uAlly —1
u
[H @+ wA)H]], -1
- u
B | In +vHAHY|||, — 1

u
= pua(HAH )

Yu >0, wu(A, u)

En passant a la limite lorsque ©v — 0T, on a donc ‘ p(A) = po(HAH™Y). ‘

4 Partie IV : UN CRITERE DE STABILITE EN DEGRE 3

IV.1. On procéde comme en I. par identification des coordonnées de P dans la base canonique de K3[X]. D’une

part,

d’oll

P = X3+aX?+bX +cet d’autre part, P(X) = X3 — (21 +22+23) X2+ (2122 +21 23+ 2223) X — 212023,

a = —(2’1 + 22 —|—Z3)
b= 2129+ 2123 + 2223 | On développe alors ab— ¢ avec les expressions ainsi obtenues pour a, b, ¢
C = —Z129Z3

et par un calcul sans surprise aucune on obtient comme annoncé
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IV.2. P est un polynéme unitaire de degré 3, donc P(x) ~z 100 23, donc lim_ o, P = —o0 et limy oo P = 4o00.
En particulier, P prend des valeurs négatives et des valeurs positives, donc d’apreés le théoréme des valeurs
intermédiaires qui s’applique ici, P étant continue, on en déduit I’existence d’une annulation de P sur R,

donc ’ P posséde au moins une racine réelle. ‘

IV.3. Cas ou les trois racines de P sont réelles
IV.3.a. D’aprés les relations coefficients racines d’un polynéme, rappelées en IV.1. z3 = —a — 21 — 22 si
B2 =0, alors z1, 20 € R et par hypothése a € R, ainsi z3 € R ou encore

IV.3.b. Supposons que P est stable, alors a; < 0, as < 0, ag < 0, et nous sommes dans le cas ot 23 = a1, 29 =
s et z3 = a3. On tire immédiatement des relations établiesenIV.1.a = —z1 —29—23 > 0, b = z120+
2123 + 2023 > 0, ¢ = —2z12923 > 0. De plus pour tout ¢ # 7, zfzj < 0 et 212923 < 0, donc on a aussi

ab — ¢ > 0. Il en résulte que la propriété H est vérifiée. Ainsi, ‘si P est stable, alors H est vérifiée.

IV.4. Cas ou = 0.
IV.4.a. 2z est complexe non réel et vérifie P(22) = 0, c’est & dire 23 + az3 + b2y + ¢ = 0. On conjugue en
tenant compte du fait que a,b, ¢ sont réels; il vient Z3° + aZz> + bz + ¢ = 0. Ce qui s’écrit encore
P(z3) = 0. Les racines sont z; réelles, zo complexe non réelle et z3. Comme Z3 est racine complexe

non réelle de P distincte de z; et de z5, on en déduit z3 = Z3, donc ‘ a3 = ag et B3 = —[s. ‘

IV.4.b. On remplace dans les expressions de IV.1. z; par aq, zo par as + if33 et z3 par as — i, il vient
aussitot

a=—(a1 + 2a2)

b=2a1as + a3+ 33

c=—ay(a3 + 53)

ab— ¢ = —4aia3 — 2a9(a? + a3 + (7)

IV.4.c. Supposons P stable, on a donc aj, as, s tous strictement négatifs.Les expressions obtenues a la
question précédente donnent aussitot le signe de a, b, ¢, ab— c. Tous ces réels sont strictement positifs,

donc ‘ P vérifie la propriété H.

IV.5. Si P vérifie la propriété H, alors ¢ > 0, or ¢ = —aj(a3 + (7), donc on en déduit déja a; < 0, et en
particulier R(z1) # 0. Ensuite on distingue les cas

— Si P a trois racines réelles, alors ajasas = 212223 = —c¢ < 0, donc aq, ag, ag # 0.

— Si P admet «; pour racine réelle et oy & ¢85 pour racines complexes conjuguées, alors par IV.4.b.
ab — ¢ = —2a(a? + a3 + 2 + 20100 et comme P vérifie la propriété H, ab — ¢ > 0, en particulier
ab—c # 0, donc ay # 0. Comme R(z2) = R(z3) d’aprés IV.4.a. on en déduit encore oy, ag, ag non nuls.

Finalement, dans tous les cas,

‘ lorsque P vérifie la propriété H, chaque racine de P est de partie réelle non nulle.

IV.6. La réciproque de IV.3. et IV .4.

IV.6.a. On calcule x4 en développant par rapport a la premiére ligne

-X 1 0
xa =det | —¢ —-X 1
0 b —d-X

-X 1 - 1
—X det (—b' - X) — det ( 0 —a — X)

= X(X?2+dX+V)—-(dd +X)
=—(X’+dX*+ (b +)X +dd)

Enfin, puisque o’ = a, b'+c¢’ = b, a’¢’ = ¢, on amontré‘ xa (X)) = —(X3 +aX? +bX +¢) = —P(X).
IV.6.b.

0 A= 0
B' = HAYH ' = Diag(Va'b/'d, Vo'V ,Va') | o= 0 vk
0 a’b’ Va'

0 N
=(-ve o W
0 b —d
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D’ou
tnr . v (O 0 0
w8 (o0
0 0 —a

IV.6.c. On a déterminé # sous forme diagonale, ce qui permet de lire le spectre directement sur la

sont 0 double et —a simple. Comme par hypothése a > 0,

. t ’
diagonale. Les valeurs propres de #

la plus grande valeur propre de % est 0. Or en II1.3.e., nous avons montré que uq(B’) est la

plus grande valeur propre de %. On peut donc conclure uo(B’) = 0. Ensuite, D’aprés I11.4.b.

pr(A) = ua(HA'H™Y) = po(B'). Dot finalement, | g (A’) = 0.

IV.6.d. On a démontré en II

V.2

V.3.

V4.

VA € Spe(4), R() < um(4')

Donc avec le résultat de IV.6.c. on en déduit que toutes les valeurs propres de A’ sont de partie réelle
négative ou nulle. Mais de plus, en IV.5. on a montré que ces parties réelles étaient toutes non nulles,
donc finalement la partie réelle de chaque valeur propre complexe de A’ est strictement négative.

Autrement dit, A’ est stable et donc
Partie V : EXEMPLE DE SYSTEME DIFFERENTIEL STABLE

. On développe encore une fois le déterminant par rapport & la premiére ligne

—2-A 0 -1
Xc(A) = det 2 1—A -1
2 2 —1-A

=(—2- AN\ -1+2)—(4—-2+2)
=\ -2\ -3\ -4

Ce qui prouve que | —xc(A) = A% +2A% + 3\ + 4.

Ici,a=2>0,0=3>0,c=4>0etab—c=23—4=2>0, donc —y¢ vérifie la propriété H. D’aprés

le résultat de la partie IV. cela permet d’affirmer que —x¢ est stable et donc | C' est stable.

Etudions la fonction polynomiale x + 3 4+ 222 + 32 + 4, sa dérivée x — 322 + 4z + 3 est polynomiale
de degré 2 avec discriminant A = 4 — 9 < 0, donc = — 2 + 222 + 3x + 4 est strictement croissante
de limite —oco en —oo et +00 en +oo. D’aprés le théoréeme de la bijection, on en déduit que y¢ réalise
une bijection strictement décroissante de R sur R. Et donc x¢ posséde une unique racine réelle. (Comme
Xc(0) = —4 < 0, on en déduit que cette racine réelle z; est strictement négative.) Les deux autres racines
de x¢ sont donc complexes conjuguées non réelles (comme en IV.4.a.). Par conséquent, x¢o posséde trois
valeurs propres complexes distinctes en dimension 3 et est donc diagonalisable dans M3(C). Enfin C est
stable donc en conservant les notations des parties précédentes, o, as < 0. Ainsi

Jar, s <0, 32 £0, 3U € GLy(C), C =UDU"L, D = Diag(ar, s + ifa, s — if2) \

Application de la stabilité

V.4.a. Y = UX donc chaque composante de Y est combinaison linéaire des composantes de X, donc si X

est de classe C! sur R, alors Y aussi; mais puisque U est inversible, on a également X = U~'Y’, donc
si Y est de classe C! sur R, , alors X aussi. Finalement, X est de classe C! sur R, si et seulement si
Y Dest.

X est solution de (S) sur Ry si et seulement si X est de classe C! sur R, et X' = CX. Or U
étant inversible, X’ = CX équivaut 4 U~ ' X’ = U~'CX, mais X = UY, donc X’ = CX équivaut a
U-'UY' = U~'CUY, soit encore Y’ = DY . Finalement,

X est solution de (S) sur Ry si et seulement si YV est C! sur R, et vérifie Y/ = DY,

!
Y1 Y1 = a1
V.4b. Enposant Y = | ya |, Y/ = DY s’écrit ¢ y5 = (a2 +if2)y2 Ces équations sont de simples équa-
7 :
Y3 Yy = (a2 — if2)ys

tions différentielles homogénes du premier ordre a coefficients constants. On obtient donc Y solution
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PC
de Y/ = DY sur R, si et seulement si
Alealt
3()\1, Ao, /\3) S CB, Vvt >0, Y(t) = )\2e(ag+iﬁ2)t
)\3e(a2—iﬁg)t
/\1€a1t
V.4.c. Si X est solution de (5) alors il existe des complexes A1, Ag, A3 tels que X = U AgelaztiBa)t | - op
Age(azfiﬁQ)t
donc il existe des complexes A; ; avec 1 < 4,5 < 3 tels que
/\1 16a1t + /\1 26(a2+1ﬁ2)t + )\1 3€(a2_i52)t
X — )\2 16a1t + AQ 26(a2+i62)t + )\2 3e(a27i52)t
)\3 1ea1t + )\3 2€(a2+iﬁz)t + )\3 Be(azfiﬁz)t
mais en notant R(\; ;) = a; ; et I(\; ;) = b;j pour (i, j) € [1,3]?, il vient pour tout k € [1, 3]
)\hlealt = ahleo‘lt + ibk,lealt
M 2e(@2FB2)t = (a5 cos Bat — by o sin Bot)e®2t + i(ag 2 sin Bat + by 2 cos Bot)e¥2t
Ak, 3elaz—if2)t — (ak73 cos Bat + by, 3 sin Bgt)e‘”t + i(—ak73 sin Bat + by, 3 cos ﬁgt)eagt
Donc comme X est a valeurs réelles, X = R(X), ce qui entraine
a11€*1t + (a1 2 cos fat — by 2 sin Bat)e®2t + (ay 3 cos Bat + by 3 sin Bot)e*2!
X = | ag1€™ + (a2 cos Bat — by 5 sin Bat)e™2! + (ag 3 cos Bat + by 3 sin ot )2t
az, 1€t + (a3 2 cos Bot — by 2 sin Bat)e®2! + (ag 3 cos Bat + b 3 sin Bat)e*2!
ai a2 +ais b1z — b1
Il reste a poser X1 = azi |, X2 = @22 +a2’3 et X3 = b2_’3 — b2’2 5 ainsi Xl,XQ,Xg S
as 1 as2 + as3 bs3 — b3
M371(R) et
’Vt ER,, X(t) = e X + e cos(Bat) X + 2! sin(Bat) X3. ‘

V.4.d. Comme C est stable, aj,as < 0 et donc limy_; | e*? = 0 pour i = 1,2. Donc par combinaison
linéaire chaque composante de X est de limite nulle en +o0o. Ceci étant vrai pour toute solution X
de (5), on peut finalement conclure que ‘ le systéme (.5) est stable. ‘
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