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Hetaticns
. 2 : groupe des entiers relatifs.

. R : corps des réels ; R* = R ~ e} .

™

2
oo 3 . - o) 3 B 3 N . 2
. € : corps des complexes ; * =0 > iu} Si =x+ iy, o (x, y) € R™, cn zcse x = ez at o= jm
. €[x]) : espace des polyndmes construits sur C.
z Lo bl 3 bl o < : - .
. e% ou exp(z) désignera la valeur prise par la Joncticn expcnentielle au peint z de €.

A

. Un morphisme @ 4i’un groupe A muni d'une loi de compositicn ,, {&, ,), dans ur sreupe 2, muni 4'une lci

(8, o) est une applicaticn de A dans 3 telle que :

Vx,y €A , olx » 7) = olx)  ofy).

Le morphisme ¢ est un isomorphisme si ¢ est une tijection.
. Un endcmorphisme d'un groupe est un morphisme de ce groupe dans lui-ménme.

. Une matrice carrée A d'ordre n sera désignée par ses élfments a., en 3crivan+

o

A= (a. ) : 1 indice de lizne
1] 1,0=1, e 4 Y 1ndice de colcnne.

-

detA 48signe le déterminant de A.

. Le sujer ecmporte treis parries ; les deuxr premilres cuestions de la secomde partie ot les
rremidres de la troisiéme partie sont indépendantes de la premifre paris. )

LA TROISIEME PARTIE NE SERA PAS TRAITEE PAR LES CANDIDATS DE L'OPTION T.A.

cuc/./.-
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1lera PARTIE

Virifier que w(a, ©) agpartisnt 31 G pla, ©) ast suriective 51 et seulament sl
nille ga, b} est libra, lorsgue l'espace T est censid aomme un 2space vactorial zur P, Suppesons 3us 3
et b re sont pas tous les deux nuis ; établir que les roints, dc?t les arfixes scnt les £l3ments 3u rnovau
de cette applicaticn @(a, D), constituent, selon que la FTamille 125 of 23t libre cu ncn, un ensexble
2 . D S T, el T, ) T
dénombrable de pecints alignés cu une famille finie ou dancrbrable de droites parallelss.
- 3°) Montrer que l'application ®, qui associe au couple {a, 0) € £ le mcrpnisme Wwia, o) 32 3,
est un morvhisme injectif du groupe additil (T4, +) dans le groupe 3.

49) Scit g € G ; montrer bridvement que la restricticn 7 de
de R dans T qui ne s'annule pas.

Soit F la fonction définie sur R par :

X
F(x) = J/ﬂ
¢}

oy

{£) az.

Montrer :

¥ x, vy €R, Fix + y) = Flx) + £(

()

£n remarquant que cette fonction F n'est ras identiquement nulle, montr sue lz Tonction T
ra

n
est ipdéfiniment dirivable et est sclution d'une équation différentielle ; en adaui

QL

5°) Montrer que l'application ¢ est un isomorphisme de groupes.

Indication : pour un morphisme g de G, considérer les deux applicaticns de R dars T*

K bz (x) &t Xpm—mg{ix).

2éme PARTIE

Soit H le groupe des endcmorpnismes continus Jdu grou

1°) Scient »p € 7, 2 € € ; montrer gque l'applicati

v z € I% wip, a) (z) = zf.expla.inlz])

appartient 3 H.

~3 . . . . s ~ o .
o 29) Montrér que l'application ¢ de 2 x [ dans H 387inie par (p, 2) ——=i(p, 2) est un morthisme
injecti du grcupe (Z x C, +) dans H.

3°) Montrer, 4 1l'aide de la 18re par=zie, 3u2 ce morphisme ¥ ost suriectir.

LBy s . . . s s -

g b ) Seit h un endgmorpnlsme rationnel (€ %) ; c'est-3i-dire : V z € * | niz) € T [X] ; mentrer

qu'il existe p zppartenant 4 7 tel que 1 = y{p, O).

20 eoia . . . .

5°) Soit h. un endcmorphisme continu du groupe multiplicatil RB*.

Montrer qu'il existe un réel £ Agal 1 7 ou i -1 %el gue
Y x € R* n (- x) = ena,(x).

R*,
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3éme PARTIE

NE CONCERNE PAS LES CANDIDATS DE L'CPTION T.A.

t

Le résultat ‘toute matrice carrée complexe d'ordre n ‘n 2 I, eIz zamilable 3 une
riangulaire supérieure” sera admis.

1°) Montrer que deux matrices semblables de GL{n, I} cnt méme image por o.

2°) Soit A une matrice triangulaire supd@rieurs inversible ; montrer que les deux matrices
A' et A", définies ci-dessous, ont méme image :

a. . A. .

] 13
A= ( i 3=1 H AT = ). 1= ) AT = (=) . .
i371,3=1,..,n a;.'i,§=1,..5n ;i 1,d=h,.00n

<

3°) Montrer que 1'image par cette application o d'une matrice M, triangulaire supérieure, don:
les éléments diagonaux valent 1, est égale & 1.

3

Indications : Soit M = (m, cette matrice, considérer les matrice A'(x) et A"(x) associfes

D
1j°1,3%7,..,n0

a4 la matrice A(x) définie par

Alx) = ( ol : a,, =X, a.. = m.

a..). .
13'1,J=1,..,n

pour toutes les autres valeurs de i et de j ; faire tendre le réel X vers += ; achever la démonstraticn
rar récurrence.

En déduire que si A est une matrice de GL(n, C) de valeurs propres XW’ Mayeos kp, distinc-
& 13

tes ou non, p(A) est égale 3 la valeur de p sur la matrice diagonale d'#l&ments diagenaux X, Apseea A

4°) Montrer que, pour toute matrice A de GL(n, €), la valeur orise par p sur A est &gale 1 celle
prise par o sur la matrice diagonale D, d'éléments diagonaux : a,,= detA, di4 = 1, 2 ¢ign.
En déduire : I p € Z, a €€ : YA EGL(n, €) p(A) = ¥(p,a) (deta).
5°) Déterminer les morphismes rationnels ¢ de GL(n, €) dans le groupe multiplicatir?
¢* (v A € gL(n, C), pf{A) € ¢[X]).




