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Deuxidme 6preuva 

NOTATIONS ET OBJECTIF DU PROBLkME 
OPTION M 

(Dur6e de l'(preuve : 4 heures) 

L'éliment x - (tl, +, ..., x,) de Wn ou de Cm est identifié à la matrice colonne constituée par les n nombres xr On 
identifie également l'algebre M, @\) des matrices carrées réelles d'ordre n (respectivement l'algèbre M, (C) des matrices 
carrées complexes d'ordre n) à l'algèbre des endomorphismes de l'espace Rn (respectivement de l'espace Cn). 

La transposée d'une matrice M quelconque est notée 'M. La matrice unité d'ordre n est notée 1, 

Soit A une matrice carrée donnée, dément de M, (C); l'objectif du problème est de comparer l'allure des 
solutions du système différentiel : 

dY -=AY 
df 

-œ dY Y 
dr 

B celle des solutions du système diffirentiel : (2) 

lorsque A a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement positive. Dans la partie I, on étudie un endomorphisme 
de M, (C) puis un endomorphisme de l'espace vectoriel des formes quadratiques sur R", associé au prkident, qui joue un 
rôle fondamental dans la comparaison des systèmes (1) et (2). 

PARTIE 1 

Dans cette partie, sauf dans la question 6 O  oh A sera supposée à coefiicients riels, A dCsinne une matrice carrée 
donnée, élément de M, (C). On note LA l'endomorphisme de M, (C) qui à tout &ment M de M, (C) associe 
L A  (M) - 'AM + MA. 

1" Soient V et W deux vecteurs propres de 'A, associés respectivement aux valeurs propres a et b de A; montrer 

2" Soient A une valeur propre de L A  et B un vecteur propre de L A  associé à A 

que la matrice carrée V 'W est un vecteur propre de Lk priciser la valeur propre associée. 

a) Montrer que, pour tout polynôme Q a coefficients complexes, on a la relation : 

(On pourra d'abord établir cette relation lorsque Q se riduit à une puissance de l'indéterminée.) 

b) Soit A le polynôme caractéristique de A, calculer A ('A). 
c) Montrer que, si ). n'est p u  la somme de deux valeurs propres de A, A CI,, - A) est hversible. (On pourra 

d) En déduire que toute valeur propre, de LA est la somme de deux valeurs propres de A. 

Q ('A) B - BQ 01, - A). 

A en produit de facteurs irréductibles.) 

3" On suppose A diagonalisable. 

a) Montrer que 'A est diagonalisable. 

6) Montrer que LA est diagonalisable. Pour cela. on prouvera que si BI, BZ, ..., B, constituent une base de 
vecteurs propres de 'A, alors les produits matriciels B, 'B, OÙ les indices i et j prennent la valeurs 1. 2, ... n, forment une 
base de vecteurs propres de LA. 

40 D é t e d e r  une condition nécessaire et suffisante pour que L A  soit un automorphisme- 

5" Caractérirarion desforna qwrdmriqucs d@nh?spsinm. 

On rappelle que le roduit scalaire des Cléments X et Y de R" peut s'&rire 'XY,  la norme euclidienne dans Rn 
s'exprimant par ( x  1 = J ~ E .  On rappelle aussi que toute forme quadratique q sur Ra s'écrit sous la forme 
9 0 'XMX où M est la matrice carrée réelle symémque associée à q. On d é f i t  ainsi un isomorphisme du R-espace 
vectoriel En des formes quadratiques sur le R-espace vectoriel des matrices carrées réelles symétriques d'ordre n. On 
rappelle enfin qu'une forme quadratique est déhie positive si, pour tout dément X non nul de R", q (X) est strictement Positif. 

TOURNEZ S'IL VOUS P U h  
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Montrer qat. q est défine positive si, et seulement si, les valeurs propres de la matrice symétrique = s i &  i q 
sont toutes strictement positives. 

6) Dans ces conditions, soient A la plus petite valeur propre et p la plus grande valeur propre de cette matrice 
associée à q. Montrer que, quel que soit I'élément X de R" : 

ABxIl2 q(x )  G r1xi2. 

6" Endomorphirme de E, déduù de L A .  

On suppose dans cette question que A appartient 5 M, (R). 

a) Vérifier que si M a t  une matrice réelle symétrique, L A  (M) l'est également. 

b) Soit q une forme quadratique sur R" dont M est la matrice réclle symétique associée. On note U,(q), ou plus 
implcmcnt UAq, la forme quadratique dont la matrice associée est LA(M).  On définit ainsi un endomorphisme UA de 
'espace vectoriel Er Montrer que, si les valeurs propres de A sont toutes de partie rielle strictement positive, UA est un 
lutomorphisme de En. 

PARTIE n 

Dans toute la &te du problème, A est une matrice donnée, élémeru & 4 (RI, dont les wlcurs propm sont de 

On se propose dans cette partie, notamment par l'étude des solutions du système daémticl(1) dYAy,  de 

On rappelle que, les valeurs propres de A étant les nombres Aj de multiplicités nj, j = 1,2, - p, les cornpoS8Illes 

partie réelle sm'ctement posirivt. 

prouver qu'il existe des formes quadratiques q telles que qet UA(@ soient s i m u l w  d e e s  positiveS 

yk d'une solution Y du système (1) sont des fonctions de la fome : 

dr 

P? 
t ( r  C P k . j ( r  eLt; 

i- 1 
où Pk. est ua polynôme de d e  inférieur i n, . 

1" Comportemetu asymproriqw des Solutionr & (1). 

Soit X un Clément donné de R: on considère runique solution r-Y ( r )  SUT R du système (1) tclle que 
'(0)-X 

Prouver que Y ( r  ) tend vers O lorsque r tend vers - et montrer que l'iitégrale : est convergente. 

2" Y étant toujours solution de (l), montrer que, pour toute forme quadratique q, on a la relation : 

(3) pour tout réel s. 

3" On suppose que la forme quadratique UA est définie positive et on se propose de prouver que q l'est aussi. 

a) Montrer que UA q ( Y ( 5 ) )  est un nombre strictement positif quel que soit le réel s et que l'intégrale : 
désigne l'unique solution de (1) telle que Y (O) = Y X étant donné daas R", non nul. 

J - -  

b) Montrer que : 

est convergente, de valeur strictement positive. 

(On pourra intégrer la relation (3) sur Ir, O] et faire tendre ensuite r vers -a.) 

c) En déduire que si 1 et p sont respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs propres de la matrice 
;pétrique associée à UA q, on a : 

Quelle conclusion peut-on en tirer pour q ? 

4 O  Déduire de ce qui précède que si les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement positive, alors il 
xiste q définie positive telle que UA q soit, elle awi ,  définie positive. 

TOURNEI CIL  vous ruh 
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PARTIE III 
. -- 

Existence d'une bijection entre les courbes intkrales des systèmes : 

Dans cette partie, A désignant toujours une matrice réelle de valeurs propres à partie réelle strictement positive, 
on suppose donnée une forme quadratique q définie positive, telle que U ,,q soit définie positive. 

La solution Y unique du système (1) qui vérifie Y (O) - X est notée f x  ; la courbe intégrale de (1) qui passe par X. 
c'est-à-dire de représentation paramétrique f - fi ( r ) ,  est notée C,. On définit également l'application F de R X R" dans 
a%" par F (f, X) = fx (1) On note enfin S l'ensemble des X de R" tels que q (X) = 1. 

1" Etablir qu'il existe deux réels a et 8 vérifiant O < a G 8 tels que. pour tout Clément X de R" : 
a q O<) < UA q (x) < 6 q 0. 

2 O  L'éliment X de R" étant supposé non nul, soit rx la fonction numirique difinie pour tout riel f par 

Prouver que, pour tout réel r, rx ( t  ) > O et : 
rx ( t )  - 4 65 (t)) .  

r*x(t) < B. (4) a<- 
r X  ( 4  

En déduire que rx est une bijection continue, Strictement Croissante de R sur 1 O, + QD 1. Prouva que la courbe Cx 

3 O  Les éléments de la base canonique de R" dtant El, &, ... ,En, on pose$ -A,. 
'4) 8valuer 

b) Montrer que, pour tout couple (ry r9 de réels et pour tout X de R" : 

F (t' + r, X )  = F (t', F (r ,  3). 

coupe S en un point unique. Déterminer rx lorsque A - 1, 
en fonction des f /  et des composantes de X En diduire que l'application F : (4  X )  - ( f )  est 

continue sur R X R". 

En déduire F (-4 ( r ) )  - X pour tout couple ( r ,  X )  de R x R". 
En déduire que la restriction P de l'application F R X S est une bijection continue de R X S sur R*\{O} : à cet 

effet, on utilisera le réel unique T- associé à X non nul tel que 4 (F (T, YC)) - 1 et rilément de Rn difini par F (T, X). 
La bijection réciproque sera notée F-l. 

c) On considère une suite (z,,,) ,,,,,,, dans R"\ {O) convergente vers Z élément de IV\ {O}. On pose Z, F (f,, X,,,) 
et Z - F (fy x) où ( fm,  X,,,) et (r, X )  sont des couples de R X S. 

Prouver que la suite (r,,,) est majorée : pour cela, on raisonnera par l'absurde et on utilisera l'encadrement, dcduit 

Prouver de même que la suite ( f .  est minorée. Montrer CX&I que la suite 12, ( - t m  1- 
4 (ZJ 

des inégalités (4), de 

(1,. X,,J converge vers (r ,  X). En déduire que F-l est continue sur Rn\ {O}. 

dY 
dt ! 4 O  Soit gx la solution du système (2) -=Y qui virifie la condition initiale gk (O) - X 

Expliciter cette solution. Quelle est la nature de la courbe intdgrale Dx associée (c'estza-dire de rcpresentation 
gx ( r )  dimontrer que la restriction G de G a 1;6 X S est une paramémque t y 

bijection continue de R X S sur R" \ {O} dont la bijection réaproque G-' est continue. 
(t)) ? Soit G l'application (6 X )  

5" Soit H l'application de R" dans lui-même difinie par : 

H O - O  si Z-O 
H O - G O ~ ~ ( Z )  si Z Z O .  

O) Montrer que, si l'éliment Z de R" vérifie q (Z) G 1, alors : (q(z))z/a < 4 o I  (ZN G ( 4 m z / @  

b) Prouver que H est une bijection de R" et que H et H-l sont continues. 

6 O  Prouver que, pour tout réel t et pour tout élément X non nul de R", on a la r&tion : H Cfx ( f  )) e' H m- 

- ..... 

7 O  Comparer les courbes Cx et D,, et énonccr k résultat obtenu. 


