Mines-ponts 2002- Epreuve de mathématiquesl- Corrigé
Par M. TAIBI Professeur de MP* Lycée Moulay Youssef Rabat Maroc

Partie I :

1- Etude de la fonction E
a) Développement en série entiére de F

—+oo —+oo
Pour tout X € R, on a : eX = kzo %X’“, donc, pour tout € R, E(x) = exp(e” 2 ki

+00 “+o00 “+oo
et puis par e = Y Lk"2" ona: E(z) = ) (% > #kz”x") .
n=0 k=0 n=0

+oo
Les familles (ki nik:" ")n et ( k,n,k:" "> sont sommables pour tout z € R, donc la
n=0 k
+oo —+oo
famille (4 4k"x ")n , est sommable et on a : E(z) = 3 L (Z %kz”) a™ et par suite F(x)
’ n=0  \k=0

est développable en série entiére sur R.

—+oo
b) Si A, = E™(0),ona:Vz € R, E(x) = Y, 4 A,2" et par unicité de développement en série
n=0

—+oo
entiére, on en déduit : 4, = Z %kz” pour tout n € N

+oo
¢) D’apres I-1-b), A Z Lk, donc Ay = Z Lkt = Z Lkt =% ﬁkz”
=0 k=1
+oo
=S A1)
k=0
no 400 m om0 o
Mais (k+1)" = > Cik7, donc Apy1 = > 5 D CikI =Y 0 3 Lk =Y Bl A;.
=0 k=0 j=0 j=0 k=0 " Jj=0
Les suites (A,), et (By), vérifient la méme relation de récurrence (linéaire) et de plus
—+oo —+oo —+oo
Ag=A, =) h=e=eByet Ay =) E=3% L=e=eB.
k=0 k=0 k=0

n . n
Soit n € N, sil’on suppose que:Vj =0,...,n; A; = eBj,alors A,11= 3, C%Aj =eY BB
§=0 §=0
= eBn+1
D’ou la formule : = A pour tout n € N .

2- Comparaison des sommes 1nﬁn1es

a) (un)n étant une suite de réels strictement positifs telle que > uxk™ converge. En notant

kE>1
o0
= > urk™, on a
k=1
S S = upp" sip = 2
— n n _ n
U, = ];Ukk? +,;Ukk et Ry, = kgpukk‘ > { Uy 12" > us27 s p = 1 car ux > 0.
— —
I n
PP(”) Rp,n
Donc, pour tout p € N*, lim R, , = 4+00. On a aussi : —RU" = 705"(") +1, avec Py(n) = 0 si
n—oo P,n Z Ukk"

k=p

p =1, il suffit donc de montrer que, pour tout p > 2, lim Blm)
noo Z urkm™
k=p

Or pour tout k €[1,p—1] : 0 < < ek < wk® () donc, par opérations, lim -2 — 0,

= 0 pour conclure.

Z upk™ = upp™ o noo Z upk™
k=p k=p
D’ou
Un 2 o
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b) On suppose, pour tout k € N* up > 0 et vy > et que ug oy vg. Soit € > 0, comme
o0

Uk~ Uk, il existe p € N* tel que : Vk € N*, k > p = |up — vi| < Svi. Posons pour simplifier
oo

-1
Py(k) = pz |tug—v,| K™ , on a alors :
k=1 -
U 4] |tava| < Bt =T pw akgpvkk Pyk) | e
7:_‘— oS vo Tt Vn SV ta3 v S, ta-
n
<0

Comme en I-2-a),0n a : lim P“’/—(k) = 0 et par suite U,, ~ V,.
noo n noo
3- Etude de la fonction f, :

a) Etude de la série Y si
k>0
Fixons n dans N*  on a : sg = f,(0) = 0 et pour tout k > 1; s, = eFf—ktn—3 = ek—k-gn,
Mais k — (k + %) In(k) + nln(k) = —k In(k) (1 — o — ﬁ - %) , donc s, o e—kn(k) < o=k
pour k > 3 et par suite Y s; converge.

b) Posons uj = ebk=h=3 = eke=(k+3)In(k) = h=(k+3)In(k) 5 pour tout k > 1, on a : s = upk™

oo
et S, = > upk™.
k=1

Par la formule de Stirling k! fod E—:\/QW/{Z%, on a: % o \/LQ—Fekk:k_% = % = \/LQ—Wuk et par la
o0 o0

question I-2-b), on a : \/%75" => \/LQ—FU;C/{" ~ > 4k™ = A,. En coclusion :
k=1 neo =1 "

1 oo
A, ~ — L (k
o~ 2ﬂ,;f()

Partie I1
A>et Py(z) = —xIn(z) + 2+ An(z)
1- Etude de la fonction &

a) On a: ®y(z) = —zIn(x) [1 1 3} ~ —zln(z)

- In(z) Tz Z—400
et @y (x) = An(z) [1 -5+ )\%(I)} s Aln(z)
b) Par opérations sur les fonctions de classe C!, @, est de classe C! sur ]0; +oo], avec
(I)I)\(.Z') _ )\—zzln(a:) )

Si g(z) = A — zIn(z), alors ¢g'(z) = —In(z) — 1 =In(L) et on a:

x 0 é 400
g9 (z) + 0 -
9(35) A0 S A

+I>0 \ e

Soit p 1'unique réel de |1, +o0[ tel que g(p) = 0, alors @5 admet le tableau de variations
suivant :

T 0 I +o0
D)\(z) + —
L% (l‘) —o0 / \ —o0

D’aprés I'étude précédente @ ademet un maximun atteint en un point (unique) p €], 4o0l.

c) Soit ¢ I'application qui a4 A associe 1'unique réel p. Montrons que ¢ est de classe C! sur
J0; +ool.
Posons F(z,y) = y — zIn(z), pour (z,y) €)%, 4+00[x]0,+o0[, alors F est de classe C? sur
louvert ]1, +-00[x]0, +00[ , avec D1 F(xz,y) = In(L) # 0 et ,d’aprés II-1-b), F(p, A) = 0. En
appliquant le théoréme des fonctions implicites, ¢ est de classe C'! et pour tout A€]0; +ool;

_ (?_F(Mv’\) _ 1 _ 1
PN =~k = T = e
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2- Maximum de la fonction f,

a) Soit n € N*, on a : f,(z) = e*a= #1735 = er—wh(@)+(n—z)In() — exp(®,,_1(z)) pour tout
x > 0 et que f(z) = 0 pour z < 0. Comme exp est continue strictement croissante sur R
et que <I>n_% admet un (unique maximun) p, = p(n — %), alors f,, admet pu, comme unique
maximun sur R.

@n_% est de classe C! sur R?* , donc, par composition des fonctions de classe C L f. est aussi

de classe C! sur R%, avec f(z) = ("_%)%H(I)fn(x) = wpﬂg_lln(l)*‘(”_%)ln(l)
.o o (=3)—zn@) (n_1yn(z) . / _ ) -
.On a: fl(z) ot = e , donc Jg& frn(z) = 0 et comme @, _,(z) s

(n— %) In(z), on a f, est continue en 0 et le théoréme de prolongement de la dérivée, montre
que f est C! sur [0, +o0[, avec f/(0) = lirn+ fl(x) = 0. Par f,(x) = 0 pour x < 0 et I’étude
r—0

précédente, on en déduit que f, est de classe C! sur R .

b) Propriétes des p, (n>1).

i. Soit n € N* et hn(z) = n — 3 — zIn(z) pour z > 0. Alors hy, est dérivable sur ]0, 4ol
avec hl (z) = —(In(z) + 1) = —In(ze)
Pourn=1,0ona:i1=1-—2=pln(um).

Par une étude de I’application i : = — %—x In(z), on obtient les variations de h suivantes :

T 0 % 1w 4o
b (x) + -
hi(z) |2/ 2Fe 7 N
Par hi(1) =4 > 0et hy(1) = 3 —2In(2) <0, donc g €]1,2].
Pour n =2, 0n a: %:2—%:/@111(/@
Par une étude de hy :  — 5 — 2 1n(z), donne
T 0 é 2 to 400
hy(z + -
ho() s/ O N

p2 > 2car hao(2) =32 —2In(2) > 0.

Pourn > 3,ona:n— 34— pyIn(u,) =0 . commen >3 > e ona:ln(n) > 1et puis
nln(n) >n>n— 1, dot hy(n) =n—4 —nln(n) <0.

D’autre part In(v/n) < vn—1<+/n —ﬁ, donc /nln(y/n) < n— 1 et puis h,(y/n) > 0.

Par définition de u,, on en déduit que p, €]\/n,n|.
ii. Soit n > 2, par \/n < p, < m, on a: sln(n) < In(u,) < In(n) et puis 2u,In(n) <
pnIn(p,) = n — % < pnIn(n). Comme nln(n) > 0, par les inégalités précédentes, on en
_1 —1
deduit : =2 o o 20 2)

nln(n) nln(n)

donc lim £2 =0 et par suite u, = o(n).
n—oo

1 l1—a
iii. Soit a €]0,1[ et n > 2. Par py, In(p,) =n — %, ona:n “u,= n_alnn(TZ ~ 13(7) et par
. 1—a 1—a .
Iy < n < n?, on a aussi m > ﬁ(n), donc IZ(Tn) > Q"IH—(H) T +00. En conclusion

lim n=%u, = 400, soit : n% = o(uy,).

n—oo

Partie IT1

1- Propriétés de la fonction g, :

a) Soit n € N* Dapplication 2 — t = pu,(1 + \/Lﬁ) est un homéomorphisme (méme C°°-
diffeomorphisme strictement croissant ) de R sur R et la relation ¢ = p,(1 4+ %) donne

x = (u_\/ft — y/n). Par lidentité g,(z) = mfn (Mn(l + %)) pour tout z € R, on déduit
que : fn(t) = fa (un)gn(u—‘/ﬁt —y/n) pour tout t € R. D’ou le résultat cherché.

m02mmlcd.tex - page 3



b) D’apreés l'etude de f,, et de III-1-a), les fonctions g, et f,, ont méme allure avec g, (z) < 1 pour

c)

tout z € R, g,(0) =1 et g, () = 0 pour tout z < —y/n. D’oit la courbe représentative de g, :
1

Pour x € R et n entier naturel tel que \/n > —z, on a :

fn(@) = exp(®,,_1()), donc g, (z) = P n)  Bag (n (14750,

Or, par la relation de II-1-, on a :

(I)n—é(ﬂn(l + %)) = (I)n—l(ﬂn) + (pn —n + %)(% —In(z)) - Mn\/iﬁln(l + %)a

d’'ott gp(x) = exp (( —n+3 )(\/_ In(1+ =) — un\/iﬁln(l + \/Lﬁ)) . Par p, = o(n), on
a:fr =o(1)et p,In(1+ \/ﬁ) fin = d 0, donc unln(l—i—%) =o(1) et un%m(l—i—%) =
o(1)

On a aussi 7= —ln(l—i—%) == —(\/Lﬁ— %—i—o(%)) = +0( ), donc :

—(n — %) (% In(1+ \/_)) —(n— ;) (% + 0(%)) = —7 + o(1) et par suite :

(n =1+ $)(Zx = In(1+ 25)) = pn2= In(1 + 2=) = —% +0(1). On en déduit :
gn(2) = exp(—22 + 0(1)) et puis (g, ), converge simplement sur R, vers la fonction g telle que
glx) =e™ T

Pour tout réel x > /n, on a :

(0 —n+3)(Z —In(1 + &) - , pndmIn(1+ ) = =5 (3% —In(1 + %)) —i—tivavec :

0 = —pin g (1435 (i~ 5 +5) (014 5)) = —pint (1 +6)+ (s 5+ 3) (0 In(14)

out= % > —1.

Mais ppn, = o(n — 1), il existe ng € N*, tel que : Vn € N*; n > ng = 0 < pp, < %(n — 1), donc
—24+1<0.0Onaaussitln(l+t) >0, (¢ —1n(1+t)) > 0et up, >0, donc: a < 0 et par suite

(un—n—i-%)(\/iﬁ—ln(l—i—%)) un\/—ln(l—i— < g(%—ln(l—i—%)).Cequipermet, avec la

=z

croissance de exp, que : g, (x) = eXp(—§(\/—ﬁ—1n( + ﬁ))—i—a) < exp (—%(\/Lﬁ —In(1+ %)))
dés que n = ng.

2- Une majoration de la fonction g, :

a)

L’application u : # — % (z —In(1 + x)) est définie et continue ( méme de classe C*° ) sur
] =1, +oo[\{0}.

Un développement limité en 0 de u(x) donne :

u(z) =L (z—In(l+z)) =% (m— (x — é—i— %—i—o(mg))) =14+ Z+o(x).

Donc il_r% u(z) = & et par suite u admet un prolongement par continuité en 0.

Posons u(0) = 1.

Ona: u(x) = —Z%(x—ln(l—i—x))—l—z%( —HLI)
= —Z%(x—ln(l—i—x))—i— %ﬁ
= -2 (Z g+ g tolh)) + L0 -2 +2%+o0(?)
=—1+4 iz —o(x)
Donc lir% u'(z) = —1. Par le théoréme de prolongement de la dérivée, u est de classe C'! sur

T
] — 1,400

On peut aussi démontrer que u est de classe C'* (méme C'°), en développant u en série entiére
autour de 0.

Pour tout réel z > —1,0on a :
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w(z)= -2 (z—In(l+2)+ % (1 - m) = —Zzte () 2lltas < ¢

car par ln(l +z)<x,ona:
2e+22—2In(1+2)—2(In(1+2z))z = (z—In(1+z)) > +In*(1+2z)+2(z—In(1+z)) > 0,d
u est décroissante sur | —1, +oo| et lirf u(z) = 0.l en sésulte que u est positive sur | —1, 4o0].

b) Pour n > ng et x > \/_posonst—% na:

1) = ) = ({411 1) = exp(— 212u(t)) = exp(— Zu(2))

Pour < 0,0n a: % €l - ] , donc u(%) > u(0) = § et par suite g, (z) < exp(— %)
Pour 2 > 0,0ona:t= \/i_ , donc u(t) > u(x) et par suite :

gn(x) < exp(—Su(x)) = —%U(x)) =exp (—3(z —In(1+2))).

Partie IV : Recherche d’un équivalent de B,

1- Intégrabilité de la fonction g, :

_x2 L2 <0
D’aprés I1I-2-b) on a : 0 < g, (x) < ¢(x) = 614 ST S 1 our tout x € R.
p ) gn (@) < o) { ~HG-1) = Jred sizs0 P
L’application ¢ est continue et intégrable sur R car 0 < ¢(x) < e pourz < —let ¢p(z) = o(x%).

r——400
Donc g, est intégrable sur R.

22

La suite (gn),@l converge simplement vers g : x — e~ = qui est continue sur R et que chaque g,
est dominée par la fonction ¢ intégrable sur R, donc par le théoréme de convergence dominée, la

EZ
suite (I, = [ gn(x dx) ., converge et on a : lim, o In = [; g(x)dz = [ :j e~ Tdx = +2m.

2- Un encadrement de la somme .S,

p 00
Pour n € N* et « € R, posons p = [u,] (partie entiére de py, ), S, = > fu(k) , Sl = > fu(k),
k=0

k=p+1
Un(@) = ¥z — /i et hu(@) = fultn)gn © (@)
L’ apphcatlon 1y, est un C'-diffeomorphisme de R sur R strictement croissant , donc h,, a les mémes

variations que gy, :
Puisque 9, ([p + 1, +o0]) = [M—‘/f(p + 1) — /n,+c[C [0,+00[ et que g,, est continue , posotive,

+oo
décroissante et intégrable sur [0, +oo[, donc la série > h,(j) converge et que : 0 < > hy(j) <

jzp+1 Jj=p+2
—+oo —+oo
[ hn®)dt = fu(pn) [ gn(2)do < 3 ha).
p+1 M_\/Z(p_’_l)_ﬁ j=p+1

il
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Et par l'identité f, (k) = fn(un)gn(u—\/sz —/n) = hy(k), on obtient :

o +o0 +oo
Sro= Y halk) = [ gale)dr = fulpn) [ ga(x)da
k=p+1 p+1 M (p+1)—vn

Comme g, est croissante sur | — 0o, 0], h,, est aussi croissante sur | — 0o, p] C] — 00, i), et donc :
p—1 D p—1

S ha(k) < [ ha(Ddt < S (k1) = 3 k)
k=0 k=1

k=0 0
p %P_\/ﬁ M_\/ZP_\/E
et que fhn(t)dt = fn(ﬂn) f gn(l‘)d.’)&‘ = fn(ﬂn) f gn(l‘)d.’]&‘
0 —n —o00
2 2 D o=V
Dou: S, =Y hu(k) =Y hn(k) > [ho(t)dt = fu(pn) [ gn(z)dz et par suite
k=0 k=1 0 —0
P +oo u_\/fp_\/ﬁ +oo
Sp=8,+ 8, > [ha(t)dt + [ gu(x)dzr = fulpn) [ go(@)do+ fulpn) [ gul@)da
0 p+1 —o0 Y (p+1) -/
L2 (p+1) -V
> fn(ﬂn) I, — f gn(x)dx
My

De méme

S = (1) +0000s0)) < Fra@dt+ fulin)gn o valo)
k=0

Ay
WP\/E

= faln) [ ga@)dz + fulin)gn (L0 = Vi)

YT (p41)—v/n
< fn(ﬂn) f gn(x)dx car hn(p) < hn(p + 1)

O —xs

+oo YR (p41)—v/n
Donc S, < fn(ﬂn) f gn(x)dx + fn(ﬂn) f gn(x)dx
Yt -V e

Yt —vn
< fo(pn ) (In + f gn(z)dz)
%p—\/ﬁ
En conclusion :
Ky (I, —€n) <8, =8, +S! <K, (I, +¢n)

L2 (p+1)—v/m
avec K, = fn(pn) et e, = J gn(x)dx — 0 car 0 < &, < \M/—ﬁ — 0, d’aprés la question
noo . noo
%p—\/ﬁ
I1-2-b) iii).
3- Un équivalent de B,, :
Les inégalités de la question IV-2. montrent que : |S,, — K, I,| < €, K,, = 22K, I,, avec == — 0
n n n—00

car I, — +2mete, — 0.DoncS, ~ K,I, ~ V27 f,(pn)

n—oo n—oo

Par I-3-b) A4,, ~ \/LQ_FSH et par I-1-c) B, = 1A,,,ona: B, ~ éfn(un)

€
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