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Le sujet est composé de deux exercices et d’un probleme, tous indépendants.

EXERCICE 1

1. Soit une application f :] —1,1[— R? de classe C'. Justifier que f’(] — 1,1[) est une partie connexe
par arcs de R2.

Solution: Comme f est de classe C!, f’ est continue. Comme ] — 1,1[ est un intervalle de R, c’est
un connexe par arcs.

Par propriété du cours, f’(] —1,1[) est donc un connexe par arcs de R.

2. On considere I'application f :] — 1, 1[— R? définie par:

(0,0) sit €] —1,0]
HO=1 (smbtreon ) w6 0.1

On note pour tout (z,y) € R?,||(z,y)]l2 = /2% + y>.

(a) Démontrer que f est dérivable en 0 puis sur 'intervalle | — 1, 1].

Préciser le vecteur f'(t) pour tout ¢ €] — 1,0] et pour tout ¢ €]0, 1].

Solution:

e Dérivabilité de f en 0: pour ¢ 6] —1,0], w = (0,0) — (0,0) lorsque t — 0~. Pour
t €]o,1[, {O=1© f(o) = (tsin1,tcos 1) — (0,0) lorsque t — 0.
Ainsi, f est derlvable en 0 et f/(0) = (0,0).

e Par opération sur les fonctions dérivables, f est dérivable sur | —1,0[ et sur |0, 1] et de plus,

pour ¢ €] —1,0[, on a f'(t) = (0,0) et pour ¢ €]0,1[, on a f'(t) = (2t sin ; — cos }, 2t cos 1 +
1
sin ;).

(b) Démontrer que Vt €]0,1[, || f'(¢)]|, > 1 et en déduire que f’(] —1, 1[) n’est pas connexe par arcs de
R2. On pourra tracer la boule unité de R? pour la norme ||.||z et on acceptera un dessin pertinent
comme preuve.

Solution: Soit ¢ €]0,1]. On a

@z = (2tsm% — cos 1)? + (2t cos 1 + sin 7)?
= 4t%(sin® 1 + cos? 1) + cos? l + sin® §
> 42 +1

> 1

Supposons que f'(]—1, 1[) soit connexe par arcs. Alors, comme ||.||5 est continue, I' = {|| f'(¢)||2,t €
]—1, 1[} est connexe par arcs et est donc un intervalle de R. Or, pour tout ¢ €]—1,0], || f'(¢)||2 = 0
et pour tout ¢ €]0, 1], ||f'(¢)|l1 = 1 : c’est absurde!
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EXERCICE 11

On pose pour tout (x,y) € R?, f(z,y) = (2—2—y)*+(1—2)?>+ (1 —2x—y)% On se propose de déterminer
le réel min, ,\er2 f(2,y) par deux méthodes différentes.

3. Premiére méthode.

Déterminer le seul point critique de la fonction f sur R?. Démontrer & I'aide d'une matrice Hessienne
que f admet en ce point un minimum local. En admettant que ce minimum est global, donner la
valeur du min, ) er2 f(2,y).

Solution:

Comme f est polynomiale, elle est de classe C*°. De plus, pour (z,y) € R?, on a

Vf(z,y) = (—10+ 12z + 6y, —6 + 6 + 4y)

e =g §)

-5+ 6z +3y=0
—34+3z+2y=0

On a de plus tr(H¢(1/2,1)) > 0 et det(H(1/3,1)) > 0 donc f admet en (1/3,1) un minimum local.

Si on admet que f admet un minimum global, alors f admet un minimum local et d’apres ce qui
précede, il est atteint en (1/3,1). Ainsi,

minfzf(%,l)z%

Soit (z,y) € R2.

(x,y) est un point critique ssi { ce qui équivaut finalement a (z,y) = (1/3,1).

4. Deuxiéme méthode.

Sur 'espace vectoriel euclidien R3, on note le produit scalaire canonique par (. | .) et sa norme associée

par ||(z,y,2)| = Va2 +y?+ 22 Onnote a = (2,1,1),u = (1,1,2),v = (1,0,1) et F = vect{u,v}.
On note b € F' le projeté orthogonal du vecteur a sur le sous-espace vectoriel F. Justifier que
(a—=blu)=(a—>b|v)=0eten déduire le vecteur b. Déterminer la valeur de min, ,cr2 (2, ).

Solution: Par définition de b, on a a — b € F* donc {a — blu) = 0 et {a — blv) = 0.

Notons b = (x,y, z). D’apres ce qu’on vient de montrer, on a

T+y+22=5
{x+z:3 (1)

De plus, b € F et (1,1,—1) € F* puisque {(1,1,—1)Ju) = {(1,1,—1)[v) = 0 donc (b|(1,1,—-1)) =0

ce qui donne
z+y—2z=0 (2)
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(1) et (2) donnent
b=(4/3,1/3,5/3).

Revenons a f. Pour (z,y) € R? on a f(z,y) = ||la — zu — yv||*.

Ainsi,
min f = min{||a — zu — yv||?, (z,y) € R?}
= min{||a — f||*, f € F}
= |la —b|]?

Cette derniere égalité étant un résultat du cours.
Finalement, min f = ||a — b||*> = |((2/3,2/3, —2/3)||* = %.

PROBLEME Autour du théoréme de comparaison avec une intégrale

Dans ce probleme, on se propose de démontrer le théoreme de comparaison avec une intégrale, puis de
traiter des exemples et des applications. On terminera par deux contre-exemples.

Partie I - Théoreme de comparaison avec une intégrale

Dans cette partie, f est une fonction continue, positive et décroissante sur R™. On pose, pour tout entier

n n k
naturel n, S, = Z f(k), J, = / f(t)dt et pour tout entier k£ non nul, I = f(t)dt.
o 0 k-1

5. Préciser la monotonie des suites (5,,) et (J,,), puis démontrer que pour tout entier k& non nul, f(k) <

S f@®)dt < f(k—1).
Solution:

e (S,) est croissante puisque si n € N, alors S,,.1 — S, = f(n+1) > 0.

e (J,,) est croissante puisque si n € N, alors J,41 — J, = f:H f(t)dt > 0 par propriété de
positivité de I'intégrale.

e Soit £k € N*. Comme f est décroissante sur [k — 1,k], on a pour tout t € [k — 1,k], f(k) <
f(t) < f(k —1). Par croissance de 'intégrale, on a

k k k
fyde< [ foydt< | fk—1)dt
k—1 k—1 k-1
ie .
f(k) < f@)dt < f(k—1)

k—1

6. Démontrer que pour tout entier n non nul, S,, — f(0) < J, < S,_;.

Pace
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Solution: En sommant les inégalités précédentes pour k € [1,n, on obtient

SUCES SN IFIUIED SHCER

et enfin, par CHASLES, cela donne bien

Sn_f(o) S Jn S Sn—l

7. Démontrer enfin les deux résultats :

(1)
(2)

[ est intégrable sur RT, si et seulement si, la série Y f(n) converge.

La série )7 -, [1:71 f(t)dt — f(n)| converge.

Solution:

(1)

8. Un exemple. On pose pour a > 0 et x € [2, +oo, f(z) = =

(a)

Supposons que f est intégrable sur R™. Alors, (J,,) converge donc est majorée. Donc (S,,) est
aussi majorée, et comme (S,,) est croissante, on en déduit que (S,) converge c’est-a-dire que
>~ f(n) converge.

Réciproquement, on suppose que . f(n) converge. Alors, la suite de ses sommes partielles (qui
est (S,)) est convergente et donc majorée par un certain M. M majore aussi (J,,). Soit x € R,
ona [ f(t)dt < fOLgCJJrl f(t)dt < M. Ainsi, z — [ f est croissante (se fait par exemple comme
dans 5) et est majorée : elle admet donc une limite finie en +o0o0 (par le théoreme de la limite
monotone). Cela prouve que f0+°° f converge et comme f est positive, cela montre que f est
intégrable.

D’apres 5, cette série est a termes positifs. De plus, pour n € N* f:A f@)ydt — f(n) <
f(n—1) = f(n) qui est le terme général d’une série convergente puisque » (f(n —1) — f(n))
est de méme nature que la suite (f(n)) qui est convergente (d’apres la théoreme de la limite
monotone puisque f est décroissante et minorée). Par comparaison des séries a termes positifs,

la série ), - [fnn_1 f(t)dt — f(n)| converge.

1
Inz)e”

Etudier la monotonie de la fonction f, calculer f; f(t)dt et en déduire la nature de la série
1

ZTLZ? n(lnn)e”

Solution:

Soit = et y réels tels que 2 < x < y. Alors, Inz < Iny donc In®x < In*y et finalement,
x.In%z < yIn®y ce qui donne f(x) > f(y). f est donc décroissante et a valeurs dans R*. Elle
n’est pas définie sur R™ comme c’était le cas dans les questions précédentes mais cela n’est pas
génant : tout s’applique sur [2,4o00].

Soit x > 2. Par calcul direct, on a si a = 1,

/; f(t)dt = [In(Int)]5 = In(lnz) — In(In 2))

Pace 4
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| st =

Comme [ est continue positive et décroissante, on peut appliquer la question 7 : > f(n) est de
méme nature que f;oo

et si a # 1,
1

—— (' (z) — ' (2)

1 l—a 0% _
_a[ln t} =

2

Or, pour o < 1, on a [, f(t)dt — +o0 lorsque x — 400 et pour a > 1, [° f(t)dt ! a@).
Ainsi, Y f(n) converge ssi a > 1.

400 1

(b) Dans le cas ot a = 2, déterminer en fonction de In2, un encadrement de » % LR

Solution: En faisant n — 400 dans la question 6 (ce qu’on peut bien faire puisque (S,) et (J,,)
convergent ici), on a

+00 400 +oo
1 dt
‘S nln"n 9 nln n

ie N
1 ~ 1 1 1
< < - 4
In2 — %nhﬁn “In2  2In%?2)

9. Une application. On pose pour n entier naturel non nul, 7, = >/, k — Inn.
(a) En utilisant le résultat (2) de la question Q7., établir que la suite ( 7, ) converge. On notera =y
sa limite (constante d’Euler).
Solution:

On prend f : x € 1,400~ % Elle est bien continue, décroissante et & valeurs dans RT. On
peut appliquer la question 7

On obtient que ), -, f w1 f(t)dt—f(k)) converge. Ilreste juste a expliciter ses sommes partielles.
Soit n>2. Onay ,_, fk f@)dt— f(k) =>p_o(In(k) —In(k — 1) — §) = =T,
La série étant convergente, (Tn) converge aussi.

(b) Justifier que, au Voisinage de 4+00,>p_; & = Inn 4+ v + o(1) et en déduire un équivalent au

voisinage de +oo de Y, }C

Solution: D’apres la question a, on a T, = v+o0(1) ce qui ’écrit aussi Y ;_, + = Inn+~y+o(1).

no1
On obtient alors que Zl’“n;;k — 1ie

"1
Z ~1
k nn

k=1

10. Une application sur une série de fonctions. On considere la série de fonctions ) ., g, ot pour tout
z €0, +00[, gn(z) =

_Z
n2+x2°

(a) Etudier la convergence normale de cette série de fonctions sur 10, +o0].

Pace §
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Solution: On calcule la norme des g,,. Pour cela, on étudie leurs variations. Elles sont derlvables
par opération sur les fonctions dérivables et pour tout n € N* et z > 0, g}, (x) = On en
déduit le tableau de variation suivant :

"—
(75

z |0 n +00

In a N\

1
2n°
Selon RIEMANN, Y 1 diverge donc la série ) g, ne converge pas normalement.

On obtient donc que pour n € N*, g, est bien bornée et ||g,||co =

(b) On pose pour x fixé non nul, f(t) = 7.

Etablir que, pour n entier non nul, f”“ f)dt < Sy f(k) <[5 f(t)dt.

Solution:
f est définie sur R, continue, décroissante et a valeurs dans R™.

D’apres la question 7, on a donc

> 1= f\ggg / F(t)dt

d’une part et d’autre part, en appliquant 7 & f restreinte a [1, +o0],
n+1 n
[ ey rw
1 k=1

(¢) En déduire que, pour tout  non nul,  — arctan £ < 3% g, (z) < .

Solution: Il s’agit de faire tendre n vers +oco dans I'inégalité précédente. On peut bien le faire
car :

e > f(k) est convergente puisque c’est une série a termes positifs avec f(k) ~ ;5 (lorsque
k — +o00 ) et > 77 convergente (par RIEMANN).

e D’apres 7, on a alors intégrabilité de f (ce qu’on peut aussi faire directement).

Finalement, un passage a la limite dans 8.(a) donne

—+0o0

+00 +oo
xZ X xZ
——=dt < — = —=dt
/1 £2 + 22 _;k2+.’1}2_/0 12 + a2

Fisdt = [arctan (£)]7® = T et =L odt =

. N 9 +
Pour conclure, il reste a remarquer qu’on a fo Fo tz T

[arctan (£)]> = Z — arctan?.

(d) Déterminer lim, En > gn(2).

Pace A
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La série de fonctions ) -, g, converge-t-elle uniformément sur ]0, +-o00[ 7

Solution: On applique le théoreme des gendarmes : lorsque x — 400, arctan% — 0 et ainsi,

>t gn(@) = 0.

Si on avait convergence uniforme sur |0, +o00[, on pourrait appliquer le théoreme de la double
limite car on aurait :

e > g, converge uniformément

e pour tout n € N*| g,(z) — 0 lorsque x — +00

On pourrait alors conclure que Y7 g, a une limite nulle en +00. Cela n’est pas le cas et cela
n=1
démontre donc qu’on n’a pas convergence uniforme.

Partie II - Contre-exemples
11. On pose pour z € [1,4o00], f(x) = |sin(27z)|.
(a) Calculer pour n entier naturel non nul, f:H f(t)dt.

1
On pourra remarquer que f:ﬂ f)dt = [TT2 f(t)dt + f:jf f(t)dt. On note |z] la partie entiere
2

du réel z.
1 1
Solution: Ona [ 2 |sin(2nt)|dt = [ 2 sin(27t)dt = = [ cos(2nt)]n A fn+1 | sin(27t)|dt =
- n:11/2 sin(2mt)dt = 5=[cos(2mt)]" ] =
Finalement,

/ " sy =2

(b) Etablir que pour z € [1,+o00 [, [} [sin(27t)|dt > 2([z] —1).

La fonction f est-elle intégrable sur [1, +00[ ? Que dire de la nature de la série ) -, f(n)?

Solution: On a [} |sin(2wt)|dt > [, =) | sin(2rt)|dt et, par CHASLES,
[ sin(2rt)|dt = SET [ | sin(2nt)|dt = —(L | —1).

Lorsque © — +00, on a |x] — 400 donc fl t)dt — +o00o et cela montre que fl f diverge et
donc que f n’est pas intégrable.

En revanche, la série Y f(n) est bien convergente puisque de terme général nul.

12. On se propose de construire un contre-exemple d'une fonction f continue, positive et intégrable sur
(1,400 telle que ) -, f(n) diverge.

Pour tout entier n non nul, trouver un réel a,, de sorte que le triangle de base [n — a,,n + a,| et de
hauteur 1 ait une aire égale a n%

Dessiner 'allure d’une courbe de fonction f définie et continue sur [1,4o00| de la maniére suivante

chaque entier naturel n non nul a pour image 1 et autour de chaque n (sur chaque intervalle
[n — an,n + a,] ) tracer I'allure du triangle de base [n — a,,n + a,] et de hauteur 1 . Enfin, la fonction
est nulle en dehors de tous les intervalles [n — a,, n + a,].

Pace 7
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Démontrer que cette fonction f fournit un contre-exemple.




