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1. Classique.

2. Soit S 2 S++n (R), alors S est orthogonalement semblable à une matrice diagonale
D = diag(�1; �2; ::�n) avec 0 < �i pour tout i 2 f1; 2; ::ng. C�est-à-dire

S = P:diag(�1; �2; ::�n):P
T

avec P 2 On(R). Posons R = Pdiag(
p
�1; ::

p
�n)P

T . Donc, R 2 GLn(R) (0 =2
spectre(R)) et

S = Pdiag(
p
�1; ::

p
�n)

2P T = R2 = RT :R:

avec qui est inversible. Réciproquement, si S = RTR avec R 2 GLn(R) alors S est
bien symétrique et pour tout X 2Mn;1(R) non nulle on a:

XTSX = (RX)T :(RX) = kRXk2 > 0

Car R est inversible. Ce qui montre que S 2 S++n (R).

3. Si � 2 [0; 1] et S1; S2 2 S++n (R) alors R = �S1 + (1� �)S2 2 Sn(R). Soit X 2Mn;1(R)
non nulle, comme XTS1X > 0 et XTS2X > 0, alors

XTRX = �:XTS1X + (1� �):XTS2X > 0:

Ce qui montre que S++n (R) est convexe.

4. On admet que x 2 Conv(K) ssi il existe (�1; ::�n+1) 2 H et x1; x2; ::xn+1 2 K tel que

x =
n+1P
i=1

�ixi. Posons � : Rn+1 � En+1 �! E dé�nie par

�(�1; ::�n+1; x1; x2; ::xn+1) =
n+1X
i=1

�ixi

Alors � est continue, (� est 2n-linéaire ) sur Rn+1�En+1 et conv(K) = �(H �Kn+1):

L�ensemble S =
�
(�1; ::; �n+1) :

n+1P
i=1

�i = 1

�
est fermé comme image réciproque de f1g

par l�application: (�1; ::�n+1) �!
n+1P
i=1

�i, doncH = S\[0; 1]n+1 est un fermé inclus dans

le compact [0; 1]n+1. Par suite H est un compact de Rn+1. On en déduit que conv(K)
est un compact comme image du compact H �Kn+1 par l�application continue �. On
rappelle, que le produit �ni des compacts est un compact.
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5. Soit (e1; e2; ::en) une base orthonormée deE. Soit 2 � i � n. Comme he1 + ei; e1 � eii =
0 et he1; eii = 0,

kg(e1)k2 � kg(ei)k2 = hg(e1) + g(ei); g(e1)� g(ei)i = 0

Ce qui montre que pour tout i 2 f2; ::ng, kg(ei)k = kg(e1)k = k. Soit x =
nP
i=1

�iei 2 E.

On utilisons le fait que hg(ei); g(ej)i = 0 pour i 6= j on obtient,

kg(x)k2 =







nX
i=1

�ig(ei)







2

=

nX
i=1

�2i kg(ei)k
2 = k2

nX
i=1

�2i = k
2 kxk2 :

Par suite kg(x)k = k kxk pour tout x 2 E.
Si k = 0 alors g = 0 et donc g est la composée de l�homothétie de rapport 0 et n�importe
quel endomorphisme orthogonal.

Si k > 0. On pose g1 =
1

k
g, alors g1 est orthogonale, puisque kg1(x)k = kxk pour tout

x, et g = g1 � hk avec hk est l�homothétie de rapport k.

6. Le groupe On(R) est un fermé comme image réciproque du fermé fIng par l�application
continue f : M �! M:MT (chaque composante de f(M) est polynomiale en coe¢ -
cients de la matrice M). Pour tout A 2 On(R) on a

kAk2 = Tr(ATA) = n:

Ce qui montre que On(R) � B(0;
p
n) donc bornée. Par suite On(R) est un compact

de Mn(R) qui est contenu dans GLn(R), donc compact de GLn(R).

7. Supposons qu�il existe une sous suite (xnk)k2N qui converge vers un vecteur a 2 E. Par
dé�ntion, il existe k0 2 N tel quekxnk � ak <

"

2
pour tout k � k0. Choisissons deux

entiers distincts k, k0 � k0, alors

xnk � xnk0

 � kxnk � ak+ 

xnk0 � a

 < "
ce qui contredit l�hypothèse.

8. Soit " > 0 tel que pour tout p > 0 et pour tous x1; x2; ::xp 2 E , K *
pS
i=1

B(xi; ").

On peut construire une suite (xn)n2N de vecteurs de K telle que kxn � xmk � " pour
tout n 6= m. En e¤et, soit x0 2 K. Supposons que x0; x1; ::xn 2 K ainsi construite

(tel que kxi � xjk � " pour tout 0 � i 6= j � n). Comme K *
nS
i=0

B(xi; "), il existe

donc, un vecteur xn+1 2 K et xn+1 =2
nS
i=0

B(xi; ") c�est-à-dire, kxn+1 � xjk � " pour

tout 0 � j � n. La suite (xn)n2N n�admet pas une sous suite convergente (Question
7). Contradiction, par compacité de K.
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9. On raisonne par l�absurde, on supposons que pour tout � > 0 il existe x� 2 K tel

que pour tout i 2 I, B(x�; �) * 
i. Pour � =
1

n
, n 2 N�, il existe xn 2 K tel que

B(xn;
1

n
) * 
i pour tout i 2 I. La suite (xn)n2N admet une sous suite (xnk)k2N qui

converge vers un vecteur a 2 K. Il existe i0 tel que a 2 
i0. On peut trouver une
boule B(a; r) � 
i0. La convergence de (xnk)k2N vers a entraîne qu�il existe k1 tel que
xnk 2 B(a;

r

2
) pour tout k � k1. Soit k2 � k1 tel que

1

nk2
<
r

2
. Alors

B(xnk2 ;
1

nk2
) � B(xnk2 ;

r

2
) � B(a; r) � 
i0

Ce qui contrédit la construction de xnk2 :

Le réel � > 0 étant �xé tel que pour tout x 2 E il existe ix tel que B(x; �) � 
ix.

D�après la question 8, il existe x1; x2; ::xp dans K tel que K �
pS
j=1

B(xj; �). Comme

chaque boule B(xj; �) � 
ixj , on obtient K �
pS
j=1


ixj .

10. Si
T
i2I
Fi = ?, par passage au complémentaire, E =

S
i2I
F ci , donc K �

S
i2I
FCi . D�après

question 9, il existe Fi1 ; Fi2 ; ::Fip tels que K �
pS
j=1

F cij = (
pT
i=1

Fij)
c. Par suite

pT
i=1

Fij �

Kc \K = ?:

11. Pour x 2 E, l�application: u �! ku(x)k est continue comme composée de deux ap-
plications continues (u �! u(x) et y �! kyk). Comme G est un compact, il existe
ux 2 G tel que NG(x) = sup

u 2G
ku(x)k = kux(x)k. Ce qui montre que NG est bien dé�nie.

D�autre part NG(x) = 0 ssi ux(x) = 0 ssi x = 0 puisque ux 2 GL(E). Pour tout � 2 R
et x 2 E;

NG(�x) = sup
u 2G

ku(�x)k = sup
u 2G

j�j ku(x)k = j�jNG(x):

Si x; y 2 E et u 2 G, alors

ku(x+ y)k � ku(x)k+ ku(y)k � NG(x) +NG(y):

Par suite NG(x+ y) � NG(x) +NG(y) par passage au sup. Ce qui montre que NG est
une norme.

12. � Soit u 2 G, le fait que G est un groupe et u 2 GL(E) montre que l�application
v �! v � u est une permutation de G. Par suite,

NG(u(x)) = sup
v 2G

kv � u(x)k = sup
v 2G

kv(x)k = NG(x):

� Soient x; y 2 E. Par continuité de l�application u �! ku(x+ y)k sur le compact
G, il existe ux+y 2 G tel que

NG(x+ y) = kux+y(x+ y)k � kux+y(x)k+ kux+y(y)k
� NG(x) +NG(y).
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On aura égalité si

kux+y(x+ y)k = kux+y(x)k+ kux+y(y)k = kux+y(x) + ux+y(y)k :

Comme kk est une norme euclidienne, ux+y(x) et ux+y(y) sont positivement liées,
il existe donc � 2 R+ tel que

ux+y(y) = �ux+y(x):

Par suite y = �x par injectivité de ux+y.
Inversement, supposons que y = �x avec � 2 R+ alors:

NG(x+ y) = (�+ 1)NG(x) = NG(�x) +NG(x)

= NG(y) +NG(x):

13. Soit x 2 K et n 2 N�. Comme ui(x) 2 K pour tout i 2 f1; 2; ::ng, xn est une com-
binaison convexe des vecteurs de K, donc xn 2 K par convexité de K. La compacité
de K entraîne l�existence d�une valeur d�adhérence a 2 K de la suite (xn)n2N. D�autre
part,

u(xn)� xn =
1

n

n�1X
i=0

ui+1(x)� 1

n

n�1X
i=0

ui(x) =
1

n
(un(x)� x);

donc

ku(xn)� xnk =
1

n
kun(x)� xk � �(K)

n
:

Soit (xnk)k2N une sous suite de (xn) qui converge vers a 2 K. D�après l�inégalité
précédente, on a

lim
k�!1

ku(xnk)� xnkk = 0;

d�autre part, par continuité de u et de l�application norme,

lim
k�!1

ku(xnk)� xnkk = ku(a)� ak :

Par unicité de la limite, on a u(a) = a, donc u admet un point �xe dans K.

14. Pour tout x 2 K on a: u(x) =
1

r

rP
i=1

ui(x) 2 K et ui(x) 2 K pour tout i 2 f1; 2; ::rg.

Comme K est convexe, on en déduit que u(x) 2 K, donc K est stable par u. D�après
la question 13, u admet un point �xe a 2 K.

15. En utilisons la question (12- premier point) on a:

NG(
1

r

rX
i=1

ui(a)) = NG(u(a)) = NG(a) =
1

r

rX
i=1

NG(a) =
1

r

rX
i=1

NG(ui(a)):

Soit j 2 f1; ::rg. On a

NG(uj(a) +
rX

i=1;i6=j

ui(a)) � NG(uj(a)) +NG(
rX

i=1;i6=j

ui(a)) � NG(uj(a)) +
rX

i=1;i6=j

NG(ui(a))

=
rX
i=1

NG(ui(a)) = NG(
rX
i=1

ui(a)) = NG(uj(a) +
rX

i=1;i6=j

ui(a)):
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16. Soit j 2 f1; ::rg. D�après les question 15 et 12, il existe un réel positif �j tel que
rP

i=1;i6=j
ui(a) = �juj(a): Donc

u(a) =
1

r
(uj(a) +

rX
i=1;i6=j

ui(a)) =
�j + 1

r
uj(a).

17. Soit j 2 f1; ::rg ;

NG(a) = NG(u(a)) =
�j + 1

r
NG(uj(a)) =

�j + 1

r
NG(uj(a)) =

�j + 1

r
NG(a):

Par suite
�j + 1

r
= 1, et a est un point �xe de uj.

18. Soit, pour tout u 2 G

Fu = fx 2 K : u(x) = xg = K \ ker(u� id):

Chaque Fu est un fermé contenu dans K (puisque u� id est continue). Si
T
u 2G

Fu = ?

alors d�après la question 10, il existe u1; u2; ::uk 2 G tels que Fu1 \ Fu2 \ :: \ Fuk = ?
c�est-à-dire que u1; u2; ::uk n�ont pas un point �xe commun, contradiction d�après la
question 17. Donc, il existe a 2

T
u 2G

Fu ce qui implique que a 2 K et u(a) = a pour

tout u 2 G.

19. La matriceA est inversible. Il est simple de voir que l�endomorphismeee �A est injective,
puisque par exemple rg(�A(M)) = rg(M). Par suite �A 2 GL(Mn(R)).
L�application � : G �! GL(Mn(R)) dé�nie par �(A) = �A est un morphismee de
groupe puisque �A:B = �A � �B. Donc H = �(G) est un sous groupe. L�application �
est continue, en e¤et. On écrit � = ��' avec � et ' sont les applications dé�nies par � :
Mn(R)2 �! L(Mn(R)): �(A;B)(M) = ATMB et ' : G �! Mn(R)2: '(A) = (A;A).
L�application � est bilinéaire en dimension �ni donc continue, de même l�application
' est continue comme restriction d�une application linéaire. Par suite H est compact
comme image du compact G par l�application continue �.

20. L�application f : M �! MTM est continue donc � = f(G) est un compact. D�après
la question 2 � � S++n (R). L�enveloppe convexe d�un compact en dimension �nie est
compact, d�après la question 4, donc K =Conv(�) est comapact. Le faits que S++n (R)
est un convexe et que � � S++n (R) entraînent que K � S++n (R).
Soit A 2 G et M = NTN 2 � (avec N 2 G), alors �A(M) = (AN)T :AN 2 � puisque
AN 2 G. Ce qui montre que �A(�) � �. Comme �A estlinéaireon en déduit que
�A(Conv(�)) �Conv(�) = K. Ce qui montre que K est stable par tous les éléments
de H.

21. Comme K est un compact convexe, H est un sous groupe compact de GL(Mn(R)) et
K stable par tous les éléments de H, on en déduit, d�après la question 18 qu�il existe
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M 2 K tel que �A(M) =M pour tout A 2 G.

Comme M 2 S++n (R), il existe N 2 GLn(R) tel que M = NTN . Alors, pour tout
A 2 H,

�A(M) = (AN)
T :AN = NTN

donc (N:A:N�1)T :(NAN�1) = In. Ce qui montre que NAN�1 2 On(R) pour tout
A 2 G. Posons

G1 = N:G:N
�1 =

�
NAN�1 : A 2 G

	
alors G1 est un sous groupe (image du sous groupe G par le morphisme de groupe
M �! N�1MN) de On(R). En fait, on a montré que tout sous groupe compact de
GLn(R) est conjugé à un sous groupe de On(R).

22. Soit h = g � �p � g�1. On a

h2 = g � �2p � g�1 = g � g�1 = idRn

donc h est une symétrie. Si S est la matrice de �p dans la base canonique, S 2 On(R),
alors la matrice de h dans la base canonique est

NSN�1 2 N:On(R):N�1 � NKN�1 � On(R).

Donc, h est orthogonal.

L�application h est une symétrie orthogonale. Pour tout x = g(y) 2 g(P ) avec y 2 P ,

h(x) = g � �p(y) = g(y) = x:

Par suite g(P ) � ker(h � id): De plus, comme g est un isomorphismee, dim g(P ) =
dimP = n � 1, et h 6= id donc ker(h � id) = g(P ). Ce qui montre que h = �P . Si
x 2 Rn et P = vect(x)?. Pour tout y 2 vect(x)? on a

�g(p)(g(y)) = g(y)

et
�g(p)(g(x)) = g � �p(x) = �g(x):

On obtient,

hg(x); g(y)i =


�g(p)g(x); �g(p)(g(y))

�
= �hg(x); g(y)i ;

donc hg(x); g(y)i = 0: Ce qui montre que g conserve l�orthogonalité. D�après la question
5, g s�écrit alors g = h� � u avec u orthogonale et h� une homothétie de rapport �
strictement positif. Donc la matrice de g, N = �O avec O 2 On(R).
Soit A 2 K alors NAN�1 2 On(R), donc OAO�1 2 On(R), par suite A 2 On(R),
puisque On(R) est un groupe. Finalement K � On(R) et On(R) �K ce qui donne
K = On(R).
Conclusion: On(R) est un sous groupe compact maximal de GLn(R).
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