Corrigé du concours Mines ponts 2017
Maths 2
Jamel Jaber
jamel.jaber@free.fr.

1. Classique.

2. Soit S € SI*(R), alors S est orthogonalement semblable & une matrice diagonale
D = diag(Ai, A, .. \p) avec 0 < \; pour tout ¢ € {1,2,..n}. Clest-a-dire

S = Pdiag(\1, Az, .. \n). PT

avec P € O,(R). Posons R = Pdiag(\/A1,.v/A)PT. Donc, R € GL,(R) (0 ¢

spectre(R)) et
S = Pdiag(\/ M1, ../ \n)*PT = R = R R.

avec qui est inversible. Réciproquement, si S = RTR avec R € GL,(R) alors S est
bien symétrique et pour tout X € M, ;(R) non nulle on a:

XTSX = (RX)T.(RX) = ||[RX|]> > 0
Car R est inversible. Ce qui montre que S € S;7"(R).

3. SiAe[0,1] et S1,5 € SFH(R) alors R = AS; + (1 —\)Ss € S,(R). Soit X € M, ;(R)
non nulle, comme X7 S5, X >0 et X7S,X > 0, alors

XTRX = AXTS X + (1 - ). XTS5,X > 0.
Ce qui montre que ST (R) est convexe.

4. On admet que = € Conv(K) ssi il existe (A1, ..A\p11) € H et 1,29, ..2,41 € K tel que
n+1
T =Y. N\z;. Posons ¢ : R" x E"tl — F définie par
i=1

n+1
¢()\17 -‘)\n—l—l; T1,T9, ..In+1) = E )\Zl’z
=1

Alors ¢ est continue, (¢ est 2n-linéaire ) sur R"™! x E"*! et conv(K) = ¢(H x K™t1).

n+1
L’ensemble S = {()\1, A1) P YN = 1} est fermé comme image réciproque de {1}
i=1

n+1
par Papplication: (A1, . Aps1) — 3. A, donc H = SN[0, 1] est un fermé inclus dans
i=1

le compact [0,1]""". Par suite H est un compact de R**'. On en déduit que conv(K)
est un compact comme image du compact H x K" par 'application continue ¢. On
rappelle, que le produit fini des compacts est un compact.



5. Soit (eq, ea, ..€,) une base orthonormée de E. Soit 2 < i < n. Comme (e; + €;,€1 — €;) =
0 et <€1,€i> = 0,

lg(en)I* = llg(ea)l* = (gler) + g(es), gler) — glei)) = 0

Ce qui montre que pour tout ¢ € {2,..n}, ||lg(e;)|| = [lg(e1)|| = k. Soit z =Y N\e; € E.
i=1
On utilisons le fait que (g(e;), g(e;)) = 0 pour i # j on obtient,

=D Mlgle)l* =, A =k ||
=1 =1

Par suite ||g(x)|| = k||x| pour tout x € E.

llg(x ig(e;)

Si k = 0 alors g = 0 et donc g est la composée de ’homothétie de rapport 0 et n’importe
quel endomorphisme orthogonal.

1
Si k> 0. On pose g; = 79 alors ¢; est orthogonale, puisque || g1 ()| = ||z|| pour tout
x, et g = g1 o hy, avec hy est ’homothétie de rapport k.

6. Le groupe O,(R) est un fermé comme image réciproque du fermé {1,,} par 'application
continue f : M — M.MT (chaque composante de f(M) est polynomiale en coeffi-
cients de la matrice M). Pour tout A € O, (R) on a

|A||* = Tr(ATA) = n.

Ce qui montre que O, (R) C B(0,/n) donc bornée. Par suite O, (R) est un compact
de M,(R) qui est contenu dans GL,(R), donc compact de GL,(R).

7. Supposons qu'il existe une sous suite (,, )ren qui converge vers un vecteur a € E. Par
. . . € . .
défintion, il existe ky € N tel que||z,, —a|| < 5 pour tout k > ko. Choisissons deux

entiers distincts k, & > kg, alors

20, = Tnge || < N2, — all + ||2n, —al| <€

ce qui contredit 'hypothese.

8. Soit ¢ > 0 tel que pour tout p > 0 et pour tous z1,22,.7, € £, K ¢ U B(x;,e).

On peut construire une suite (z,)nen de vecteurs de K telle que ||z, — me > € pour
tout n # m. En effet, soit zo € K. Supposons que xg,z1,..x, € K ainsi construite

(tel que ||z; — z;]| > € pour tout 0 < i # j < n). Comme K € |J B(x;,¢), il existe
i=0

n
donc, un vecteur x,41 € K et x,1 ¢ |J B(z;,¢) c’est-a-dire, ||z 41 — z;|| > € pour
i=0
tout 0 < j < n. La suite (z,),eny n’admet pas une sous suite convergente (Question
7). Contradiction, par compacité de K.



9.

10.

11.

12.

On raisonne par ’absurde, on supposons que pour tout o > 0 il existe z, € K tel

1
que pour tout ¢ € I, B(za, ) € ;. Pour « = —, n € N*, il existe x, € K tel que
n

1
B(zy, =) € Q; pour tout ¢ € I. La suite (2,),eny admet une sous suite (2, )ken qui
n

converge vers un vecteur a € K. Il existe iy tel que a € €2;,. On peut trouver une
boule B(a,r) C €;,. La convergence de (x,, )ren Vers a entraine qu'il existe k; tel que

Tn, € Bl(a, g) pour tout k > ky. Soit ko > ki tel que nih < g Alors
B(n,, 1ye B(2n,,,~) C Bla,r) C
N, 2
Ce qui contrédit la construction de Ty, -

Le réel a > 0 étant fixé tel que pour tout = € E il existe i, tel que B(z,a) C €.

P
D’aprés la question 8, il existe x1, xg,..x, dans K tel que K C |J B(z;, ). Comme
j=1

P
chaque boule B(x;, ) C €;, , on obtient K C |J €, .
J jil J

Si N F; = @, par passage au complémentaire, £ = |J Ff¢, donc K C |J FF. D’apres
iel i€l i€l
p p p
question 9, il existe I, Fi,, ..Fj, tels que K C |J Ff = ([ £5;)°. Par suite (] F}; C
j=1 =1 i=1
K‘NK=2.

(2

Pour = € E, Papplication: u — [ju(x)|| est continue comme composée de deux ap-

plications continues (v — u(x) et y — ||y||). Comme G est un compact, il existe

u, € G tel que Ng(z) = sup ||u(z)]| = ||u.(z)||. Ce qui montre que N¢ est bien définie.
u €G

D’autre part Ng(z) = 0 ssi u,(z) = 0 ssi x = 0 puisque u, € GL(E). Pour tout A € R
et x e F|
Ne(Az) = sup [[u(Az)|| = sup [A| [Ju(z)]| = [A] Na(z).
u €G u €G

Siz,y€ EetueG,alors

[u(z + )| < lu(@)]] + [Ju(y)]] < No(z) + Na(y)-

Par suite Ng(z +y) < Ng(z) + Ng(y) par passage au sup. Ce qui montre que N¢ est
une norme.

e Soit u € G, le fait que G est un groupe et u € GL(E) montre que 'application
v — v o u est une permutation de G. Par suite,

Ne(u(x)) = sup [[vou(z)|| = sup [[v(z)|| = Ne(x).
v €G v €G

e Soient z,y € E. Par continuité de 'application u — ||u(x + y)|| sur le compact
G, il existe uy4y € G tel que
Ne(@+y) = |uery(@ + )l < oy (@)]| + [[tary (y) ]
< Ne(z) + Ne(y)-

3



On aura égalité si

[tiasy (2 + Y| = gty (@) | + [[tary W) = Nty (2) + tapy ()] -
Comme ||| est une norme euclidienne, u,,(z) et u,4,(y) sont positivement liées,
il existe donc A € RT tel que
uachy(y) - )‘uery(x)'
Par suite y = Az par injectivité de ug, .
Inversement, supposons que y = Az avec A € R™ alors:
Ng(CIJ + y) = ()\ + 1)NG($) = NG()\Z') + Ng<l')
= Ne(y) + Ne(z).
13. Soit z € K et n € N*. Comme u'(z) € K pour tout i € {1,2,..n}, x, est une com-
binaison convexe des vecteurs de K, donc x,, € K par convexité de K. La compacité

de K entraine I'existence d’une valeur d’adhérence a € K de la suite (x,),en. D’autre
part,

) =0 = = S @) = - (o) = (@) — ),
donc ) ) ) 5K
() — aall = (@) — o < 25

Soit (x,, )ken une sous suite de (z,,) qui converge vers a € K. D’aprés l'inégalité
précédente, on a

lim [4(n,) — ]| = 0,

.

d’autre part, par continuité de u et de ’application norme,
Jm Ju(zn,) = [ = [lu(a) — ol
—00
Par unicité de la limite, on a u(a) = a, donc u admet un point fixe dans K.
1 .r
14. Pour tout x € K on a: u(x) = = > w;(zr) € K et u;(x) € K pour tout i € {1,2,..r}.
T =1

Comme K est convexe, on en déduit que u(z) € K, donc K est stable par u. D’aprés
la question 13, u admet un point fixe a € K.

15. En utilisons la question (12- premier point) on a:
1 ¢ 1 ¢ 1¢
Ne(~ Y ui(a) = No(u(a)) = No(a) = = > Na(a) = — > Ne(ui(a)).
i=1 i=1 i=1

Soit j € {1,..r}. On a

r r r

Ne(uj(a)+ > wila)) < No(uj(a) + No( Y wila)) < No(uj(a) + D No(ui(a))
i=1,i#j i=1,i#j i=1,i#j
= Y Na(ui(a)) = No(Y_ui(a)) = No(uj(a) + Y uila).
i=1 i=1 i=1,i#j



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Soit j € {1,..r}. D’apres les question 15 et 12, il existe un réel positif \; tel que
> wi(a) = A\juj(a). Donc

i=1,i#j

1 . Aj+1

u(a) = ~(u;(a) + Y wa)) = ——u;(a)
i=1,i#j

Soit j € {1,..r},

Aj+1 Aj+1 Aj+1

Ng(a) = Ne(u(a)) = =——Na(u;(a)) = =——Na(u;(a)) = =——No(a).
A+ 1

Par suite —2 T 1, et a est un point fixe de u;.

r

Soit, pour tout u € G
F,={r € K :u(z) =z} = KNker(u — id).

Chaque F), est un fermé contenu dans K (puisque u — id est continue). Si (| F, = &
u €G
alors d’apres la question 10, il existe uy, ug,..uy € G tels que F,, N F,, N.NEF,, =0

c’est-a-dire que uq, ug, ..u, n’ont pas un point fixe commun, contradiction d’apres la

question 17. Dong, il existe a € () F, ce qui implique que a € K et u(a) = a pour
u €G
tout u € G.

La matrice A est inversible. Il est simple de voir que ’endomorphismeee p 4 est injective,
puisque par exemple rg(p,4(M)) = rg(M). Par suite p, € GL(M,(R)).

L’application p : G — GL(M,(R)) définie par p(A) = p, est un morphismee de
groupe puisque p, g = p4 © pg. Donc H = p(G) est un sous groupe. L’application p
est continue, en effet. On écrit p = ¢oy avec ¢ et ¢ sont les applications définies par ¢ :
M,(R)*> — L(M,(R)): ¢(A, B)(M)=ATMB et ¢ : G — M,(R)*: p(A) = (4, A).
L’application ¢ est bilinéaire en dimension fini donc continue, de méme ’application
© est continue comme restriction d’une application linéaire. Par suite H est compact
comme image du compact G par I'application continue p.

L’application f : M — MTM est continue donc A = f(G) est un compact. D’apres
la question 2 A C S;7T(R). L’enveloppe convexe d’un compact en dimension finie est
compact, d’aprés la question 4, donc K =Conv(A) est comapact. Le faits que S+ (R)
est un convexe et que A C S *(R) entrainent que K C S,/ (R).

Soit A€ Get M =NTN € A (avec N € G), alors p,(M) = (AN)T.AN € A puisque
AN € G. Ce qui montre que py(A) C A. Comme py estlinéaireon en déduit que
p4(Conv(A)) CConv(A) = K. Ce qui montre que K est stable par tous les éléments
de H.

Comme K est un compact convexe, H est un sous groupe compact de GL(M,(R)) et
K stable par tous les éléments de H, on en déduit, d’aprés la question 18 qu’il existe



22.

M € K tel que p,(M) = M pour tout A € G.

Comme M € S T(R), il existe N € GL,(R) tel que M = NTN. Alors, pour tout
AeH,
pa(M) = (AN)'.AN = NTN

donc (NANHT(NANY) = I,. Ce qui montre que NAN' € O,(R) pour tout
A € G. Posons
Gi=NGN'={NAN"':AeG}

alors (7 est un sous groupe (image du sous groupe G par le morphisme de groupe
M — N7'MN) de O,(R). En fait, on a montré que tout sous groupe compact de
GL,(R) est conjugé a un sous groupe de O, (R).

Soit h =goo,o0g~'. On a

-1

h*=googyog !t =gog ! =idgn

donc h est une symétrie. Si S est la matrice de o, dans la base canonique, S € O,(R),
alors la matrice de h dans la base canonique est

NSN™' e N.O,(R).N"'c NKN' c O,(R).

Donc, h est orthogonal.

L’application h est une symétrie orthogonale. Pour tout x = g(y) € g(P) avec y € P,

h(z) = gooy(y) = gly) = =.

Par suite g(P) C ker(h — id). De plus, comme g est un isomorphismee, dim g(P) =
dim P = n — 1, et h # id donc ker(h — id) = g(P). Ce qui montre que h = op. Si
r € R" et P = vect(z)*. Pour tout y € vect(z) on a

o9 (9(y)) = 9(y)

et
o4p(9(x)) = goop(x) = —g(x).
On obtient,

(9(2), 9(¥)) = (Tg9(x), 040 (9(y))) = — (9(2), 9(v)) ,

donc (g(x), g(y)) = 0. Ce qui montre que g conserve l'orthogonalité. D’apres la question
5, g s’écrit alors ¢ = h) o u avec u orthogonale et h, une homothétie de rapport A
strictement positif. Donc la matrice de g, N = AO avec O € O,(R).

Soit A € K alors NAN~! € O,(R), donc OAO~! € O,(R), par suite A € O,(R),
puisque O,(R) est un groupe. Finalement K C O,(R) et O,(R) CK ce qui donne
K = 0,(R).

Conclusion: O, (R) est un sous groupe compact maximal de GL,(R).



