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Ce problème a pour objet l’étude d’un algorithme, voisin de celui de Salamin (1 976), qui donne une suite 

J h n t  donné deux nombres réels positifs ou nuls a et b, on notera ( a,,) et ( b,,) les suites définies par 
convergeant très rapidement vers x. 

a, = a, bo = b et, pour n > O, par:  

7 b,,+r = dm * 
a,, + b n  

a,+, = ~ 2 
Si a = 1 et b = x, avec x 2 O, alors a, et b, sont des fonctions de x qu’on notera respectivement 

u, et v,. 

1. LA MOYENNE ARITHMkTICO-G&OMkTRIQUE M (a, b)  

1.1. Convergence des suites (a,) et (bfl) .  

1.1.1. Démontrer que pour n 2 1 et a # b, on a 

Que deviennent ces inégalités si a = b ? 

1.1.2. Démontrer que les deux suites (a,) et (b,,) sont convergentes et qu’elles ont la même limite. 

On notera M (a, b )  cette limite commune et f la fonction numérique définie sur [O, + Q) [ par 
f ( x )  = M (L4. 

1.2. Propriétés de la moyenne arithmético-géométrique. 

Démontrer que, quels que soient les réels a 2 O, b 2 O ,  h 2 O et quel que soit l’entier naturel n, on a : 

M (arr  , h) = M (a ,  b)  
M ( a ,  b )  = M (b, a )  
M (ha, Ab) = AM (a,  b ) .  

En déduire que, pour a > O, on a M (a, b) = af - . ( 9  
1.3. Continuité de la fonction f 

1.3.1. Démontrer que, pour tout n 2 O, les fonctions u,, et v,, sont continues. 

1.3.2. Démontrer que, pour tout n 2 1 et tout x O, on a : 
O G u, , (x)  - f ( x )  G 2-”11 - XI .  

1.3.3. En déduire que la fonction f est continue. 

.4. ktude de la fonction f au voisinage de 1. 
l + x  Démontrer que pour tout x 2 O on a f i  < f ( x )  < - . En déduire que la fonction f est dérivable au 

pointx = 1. 2 
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1.5. ktude aux bornes de la fonction $ 

1.5.1. Calculer f (0) .  La fonction f est-elle dérivable en ce point ? Le graphe de fa-t-il une tangente au 
point d’abscisse nulle ? 

1.5.2. Démontrer que, pourtout x > 0, ona f (x )  = xf - . 

1.5.3. Démontrer que le graphe de f présente une branche parabolique, dont on précisera la direction, 
( N  

quand x tend vers + C O .  

1.6. Sens de variation de la fonction.$ 

Démontrer que, pour tout n 2 O, les fonctions u,, et v,, sont croissantes. En déduire que la fonction f est 
croissante. 

1.7. Représentation graphique de la fonction f 

1.7.1. Calculer les valeurs décimales par défaut a 1 O-s près de f (x) pour les valeurs suivantes de x : 

0,01 0,l O,2 0,4 0,6 O,8 2 3 10 100. 

1.7.2. Donner une représentation graphique sur l’intervalle [O, 31 de la fonction f ainsi que des fonctions 
- l + x  

X - < X  et X - -  (on prendra 5 cm pour unité). 
2 

II. EXPRESSION DE M (a, b) PAR UNE INThGRALE ELLIPTIQUE 

Étant donné deux réels strictement positifs a et b, on pose : 

II. 1. Convergence et propriétés des intégrales 1 (a, b)  et J (a, 6) .  

11.1 .l. Démontrer que les intégrales 1 (a, b)  et J (a, 6 )  sont convergentes et qu’on a J (a, 6 )  = 2 1 (a, b) .  

On notera g la fonction numérique définie sur ]O, + CO [ par g (x) = 1 ( 1, x). 

11.1.2. Démontrer, en utilisant le changement de variable f = b tan 8, que 

de  I ( a ,  b)  = ’ II Ja2 cos2 8 + b’sin2 8 ’ 

En déduire que la fonction g est continûment dérivable. 

11.1.3. Démontrer que, quels que soient a > O, b > O et h > O, on a : 

J 1 (a, b)  = 1 (b, a )  

1 I ( h a , h b )  = h - ’ I ( a ,  b). 
En déduire que 1 (a, 6 )  = 

a 
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1.2. Expression de M (a, 6 )  en fonction de 1 (a, b). 

11.2.1. Démontrer, en utilisant le changement de variable s = 2 
a +  b 

En déduire que, pour tout entier n 2 O, on a 1 ( a,, , b,) = 1 (a, b). 

2 M  (a, b) ' 
x 11.2.2. Démontrer que 1 (a, b)  = 

En déduire que la fonction f est continûment dérivable sur ]O, + 03 [. 

1.3. Comportement asymptotique des fonctions f et g. 
X 

t 
11.3.1. Démontrer, en utilisant le changement de variable s = -, que : 

-~ dr ds 

2 dr 
En déduire que g (x) = 

r 11.3.2. Démontrer, en encadrant t 2  + 1 sur I'intervalle [O, ,:XI, que g est équivalente au voisinage de O' 
a la fonction h définie pour x > O par : 

11.3.3. Calculer h ( x ) .  En déduire que g est équivalente au voisinage de O' a la fonction x - - In x. 

11.3.4. En déduire des équivalents de f au voisinage de O' et de + . 

III. EXPRESSION DE n EN FONCTION DE f ET f '  

On restreindra désormais les fonctions u,, et v,, à l'intervalle ]O, 11. On notera w,, la fonction définie sur 

par w,, = J'm et k,, la fonction définie sur ]O, 1 [ par k,, = 2-"  In 

Justifier l'existence des fonctions w,, et k,, . 

Convergence de la suite des fonctions k,, . 

, démontrer ut, - ",, 
2 

(cf.I.2.)et que w,,,, = ~ 111.1.1. En remarquant que M (a, 6)  = M 

que pour tout entier n 2 O, on a : 

En déduire que, pour tout entier n B O et tout x E ]O, 1 [, on a : 
2 M ( u , , + , ,  w,,+I) = M(ut,, wt,). 

2" M (% (XI, w,, ( 4 )  = f(m) * 

111.1.2. Démontrer que, pour tout x E ]O, 1[, on a : lim 2"f(---) w, , (x )  = f(n=7) 
I I -  m 4, ( x )  f (4 
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111.1.3. Démontrer que, pour tout x E ]O, 1 [, on a lim (x) - - 0. 
1,-  m UI1 (x) 

En remplaçant fpa r  un équivalent dans le résultat de la question précédente, en déduire que, 
pourtout x E ]O, 1[, o n a  : 

2.l f ( x )  
2 f ( j 1  - x’) 

lim kn (x) = - 
n- m 

111.2. Convergence de la suite des fonctions dérivées k:, . 

111.2.1. Démontrer que, pour tout n 2 O, les fonctions u,, , v,, , w, et k,, sont continûment dérivables sur 
]O, 1[ etque,pourtout n 2 1, o n a  ui, > O et v:, > O .  

k:, 111.2.2. Démontrer que la fonction 7 
v; 

est indépendante de n (on pourra utiliser la relation 

L 

1 4  (x) 
x ( 1  - x?)‘  

111.2.3. Déduire du résultat précédent que, pour tout n 2 O et tout x E ]O, 1 [, on a k: ,  ( x )  = 

111.2.4. Démontrer que la suite de fonctions ( k: , )  converge, uniformément sur tout compact de ]O, 1 1, vers 
la fonction : 

f (x) 
x ( l  - x?) 

X -  

111.3. Une expression de JC. 

JC f b )  
2 f(\’l - x’) ’ 

111.3.1. Démontrer que la fonction x - f’ (’) est la dérivée de la fonction x - - 
x ( l  - x’) 

1 111.3.2. Calculer directement cette dérivée et en déduire, en faisant x = - que : <‘2 ’ 

IV. APPROXIMATION DE JC 

U Pour tout n 2 1, on notera y,, la fonction définie sur ]O, 1 [ par y, = -2 et z,, la fonction définie sur 
V,, 

IV. 1. Convergence des suites des fonctions u:, et v:, . 
On note K un compact de ]O, 1 [. 

IV.1 .l. Démontrer que y,, 2 1 et que la suite de fonctions (y,,) converge uniformément vers 1 sur K. 

1 + y,, 
2 &l 

- 1 + YIIZII 

Y,,, 1 = ____ 

( 1 + 4 Ji LI,+ I - 

IV.1.2. Démontrer que, pour tout n 2 1, on a : 
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IV.1.3. Démontrer que z, B 1. En déduire que u', < v: et que la suite de fonctions ( u:,) est croissante. 

IV.1.4. Démontrer que, pour tout n B 1, on a yn+ f z,,+ f JX f y,, . 
En déduire que la suite de fonctions ( z,,) converge uniformément vers 1 sur K. 

et que cette dernière inégalité z,,(x) - 1 
z,, ( X I  

IV.1.5. Démontrerquev',,, (x) < v L ( x )  si (vm) - 1 ) 2  < 
est satisfaite à partir d'un rang qI indépendant de x dans K. En déduire que, pour tout n 2 q, , 
on a u', f u:,+ C v:,+ < v', sur K et que les suites (u:J et ( v:,) convergent uniformément sur K. 

IV.2. Construction d'une suite (n,) convergeant vers n. 

IV.2.2. En déduire que n est limite de la suite (n,,) définie par n,, = 2 + v ?  et, pour tout n 2 1, par 

IV.3. Rapidité de convergence de la suite (z,~). 

IV.3.1. 

IV.3.2. 

IV.3.3. 

1 
8 

Démontrer que O < y,,+ - 1 < - (y,, - 1)'.  En déduire que : 

(y1 - 1 ) 2 "  
O f y,,+ - 1 < 821,- 1 

et qu'on a donc : 

O < (;?) - 1 < 8 ( 5 0 0 )  - ? "  

Démontrer que : 

n 
O f n,, - JCPLl 2 (i) - Yp+I (-$) 2) (Y,, (i) - Y,,+l (h)). 

En déduire que : 

BvaIuer n pour que l'erreur commise en remplaçant n par n,,+ soit inférieure à 1 O-' OooO"o. 


