
Centrale TSI 2012 � Math 1 � CorrigéI -I.A- .I.A.1) t 7→
e−xt

t
est 
ontinue sur [1,+∞[ et ∀t ∈ [1,+∞[,

∣
∣
∣
∣

e−xt

t

∣
∣
∣
∣
6 e−xt qui est intégrable sur [1,+∞[ (
ours :

x > 0) d'où la 
onvergen
e de l'intégrale.De plus, par 
roissan
e de l'intégrale, 0 6

∫ +∞

1

e−xt

t
dt 6

∫ +∞

1

e−xt dt =
1

xI.A.2) Notons f la fon
tion dé�nie par f(x, t) = e−t − e−xt

t
.

f(x, t) =
1

t

(

1− t− (1− xt) + o (t)) = x− 1 + o (1) don
 lim
t→0

e−t − e−xt

t
= x− 1I.A.3) D'après 
e qui pré
ède, l'intégrale ∫ 1

0

e−t − e−xt

t
dt est faussement impropre et t 7→

e−t − e−xt

t
estintégrable sur [1,+∞[ 
omme somme de deux fon
tions intégrables.I.B- .I.B.1) On applique le théorème de dérivation sous le signe intégrale :

• Pour tout t ∈]0,+∞[, x 7→ f(x, t) est C1 sur ]0,+∞[ et ∂f

∂x
(x, t) = e−xt ;

• Pour tout x ∈]0,+∞[, t 7→ f(x, t) est intégrable sur ]0,+∞[ d'après I.A.3) et t 7→ ∂f

∂x
(x, t) est 
ontinue(par mor
eaux) sur ]0,+∞[ ;

• HD lo
ale : soit [a, b] ⊂]0,+∞[. ∀x ∈ [a, b], ∀t ∈]0,+∞[,

∣
∣
∣
∣

∂f

∂x
(x, t)

∣
∣
∣
∣
6 e−at qui est intégrable sur

]0,+∞[On en déduit que F est de 
lasse C1 sur ]0,+∞[ et que F ′(x) =

∫ +∞

0

e−xt dt =
1

xOn en déduit que F (x) = lnx+ C. On détermine C à l'aide de F (1) = C =

∫ +∞

0

0 dt = 0.Con
lusion : F (x) = ln x.I.C- ∫ +∞

0

e−at − e−bt

t
dt = F (b)− F (a) = ln b − ln aI.D- .I.D.1) La fon
tion t 7→
e−xt

t
(1− e−t)n est 
ontinue (par mor
eaux) sur ]0,+∞[ ;e−xt

t
(1− e−t)n ∼

t→+∞

e−xt

t
qui est intégrable sur [1,+∞[ d'après I.A.1) ;e−xt

t
(1− e−t)n ∼

t→0
tn−1 don
 est intégrable sur ]0, 1] (n > 1).I.D.2) S
indons la somme dans le se
ond membre et utilisons la formule du bin�me :

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)k(1− e−kt) =

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)k −

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)ke−kt = (1 − 1)n − (1− e−t)nI.D.3) D'après 
e qui pré
ède, ∫ +∞

0

e−xt

t
(1− e−t)n dt = −

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)k
(
F (x+ k)− F (x)

)

= −

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)k ln(x+ k) + lnx ·

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)k = −

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)k ln(x + k)II -II.A- .II.A.1) La famille (Pk)06k6n est é
helonnée en degrés (degPk = k) don
 libre et son 
ardinal, n + 1, égale ladimension de l'espa
e Rn[X ], 
'en est don
 une base.Centrale TSI 2012 Math 1 - Corrigé � Page 1



II.A.2) Pk(X + 1) =
1

k!

k−1∏

j=0

(X + j + 1) =
1

k!

k∏

j=1

(X + j)don
 ∆(Pk)(X) =
1

k!





k−1∏

j=1

(X + j + 1))



·
(
(X+k)−X

)
=

1

(k − 1)!

k−1∏

k=1

(X+j) =
1

(k − 1)!

k−2∏

j=0

(X+j+1) =

Pk−1(X + 1)D'autre part, ∆(P0) = 1− 1 = 0.II.A.3) Pour 0 6 m 6 k − 1, ∆m(Pk) = ∆m−1
(
Pk−1(X + 1)

)
= · · · = Pk−m(X +m) ;pour m = k, ∆k(Pk) = P0(X + k) = 1 ;pour m > k + 1, ∆m(Pk) = ∆m−k(P0) = 0On déduit de 
e qui pré
ède que pour 0 6 k 6 n− 1, ∆n(Pk) = 0, et 
omme (Pk)06k6n−1 est une basede Rn−1[X ], ∀P ∈ Rn−1[X ], ∆n(P ) = 0.II.B- .II.B.1) Suivons l'indi
ation de l'énon
é :

• La propriété est véri�ée pour n = 0 (et 1) ;
• Soit n ∈ N. Supposons que ∀P ∈ R[X ], ∆n(P ) =

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)n−kP (X + k)

∆n+1(P ) = ∆n
(
P (X+1)

)
−∆n

(
P (X)

) HR
=

n+1∑

k=1

(
n

k − 1

)

(−1)n−(k−1)P (X+k)+

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)n−(k+1)P (X+

k) =

n+1∑

k=0

[(
n

k − 1

)

+

(
n

k

)]

(−1)n−(k+1)P (X + k) =

n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)

(−1)n−(k+1)P (X + k)qui est la propriété analogue au rang n+ 1.II.B.2) D'après II.B.1), n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)k(X + r)k = (−1)n∆n(Xr) = 0 d'après II.A.4).III -III.A- Notons fr la fon
tion dé�nie par fr(x, t) = e−xt

tr
(1 − e−t)nIII.A.1) Comme au I.D.1)III.A.2) Comme au I.D.1) : fr(x, t) ∼

t→0
tn−r don
 est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si n > r−1 ⇐⇒ n > r.III.B- .III.B.1) En
ore le théorème de dérivation sous le signe intégrale :

• Pour tout t ∈]0,+∞[, x 7→ fr(x, t) est de 
lasse C1 sur [c,+∞[ et ∂fr

∂x
(x, t) = −fr−1(x, t) ;

• Pour tout x ∈ [c,+∞[, t 7→ fr(x, t) est intégrable sur ]0,+∞[ d'après III.A. et t 7→
∂fr

∂x
(x, t) est
ontinue (par mor
eaux) sur ]0,+∞[ ;

• HD : ∀x ∈ [c,+∞[, ∀t ∈]0,+∞[,

∣
∣
∣
∣

∂fr

∂x
(x, t)

∣
∣
∣
∣
6

∣
∣
∣
∣

∂fr

∂x
(c, t)

∣
∣
∣
∣
= fr−1(c, t) qui est intégrable sur ]0,+∞[
ar n > r > r − 1On en déduit que Fr est de 
lasse C1 sur [c,+∞[ et que F ′

r(x) = −

∫ +∞

0

fr−1(x, t) dt = −Fr−1(x)III.B.2) On en déduit que Fr est de 
lasse C1 sur ⋃
c>0

[c,+∞[=]0,+∞[ et que la relation 
i-dessus perdure.III.C- .III.C.1) Inégalité des a

roissements �nis ou étude de variations.III.C.2) t 7→ fr(x, t) est 
ontinue et stri
tement positive sur ]0,+∞[ don
 Fr(x) > 0.Pour l'autre inégalité, utiliser III.C.1) et e�e
tuer le 
hangement de variable u = xt.III.C.3) Se déduit de la question pré
édente à l'aide du théorème des gendarmes (n+ 1− r > 0).III.D- d

dx

(
(x+ k)r ln(x+ k)

)
= r(x + k)r−1 ln(x+ k) + (x+ k)r−1. Don
 :

G′

r+1(x) = −Gr(x)−
(−1)r

r!

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(x+ k)r−1

︸ ︷︷ ︸

=0 d'après l'égalité II.1Centrale TSI 2012 Math 1 - Corrigé � Page 2



III.E- • Pour r = 1 : d'après I.D.3), F1(x) = G1(x) ;
• Soit 1 6 r 6 n − 1. On suppose que Fr − Gr = 0. Alors (Fr+1 − Gr+1)

′ = −(Fr − Gr) = 0 don

Fr+1 − Gr+1 est 
onstante sur l'intervalle ]0,+∞[. Comme lim

x→+∞

Fr+1(x) = lim
x→+∞

Gr+1(x) = 0, 
ette
onstante est nulle et Fr+1 = Gr+1.III.F- .III.F.1) On s
inde les logarithmes : ln(x+ k) = lnx+ ln

(

1 +
k

x

), on s
inde la somme, on fa
torise lnx dans lapremière et on utilise l'égalité II.1.III.F.2) ln(1 + u) =
u→0

r∑

j=1

(−1)j−1

j
uj + o (ur).La relation demandée s'obtient immédiatement après avoir remarqué que (x+ k)r.o((k

x

)r)

= o (1)
(x + k)r

r∑

j=1

(−1)j−1kj

jxj
=

1

xr
(x+ k)r

r∑

j=1

(−1)j−1kj

j
xr−j

︸ ︷︷ ︸polyn�me de degré 2r−1Ainsi, xr ·

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(x+ k)r
r∑

j=1

. . . est polynomial de degré 6 2r− 1, d'où l'existen
e des 
onstantes
As.Mais, pour la question suivante, il y a lieu d'expli
iter un peu les 
oe�
ients. Reprenons don
 les 
al
ulsen développant les (x+ k)r et en atta
hant bien sa 
einture :
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(x+ k)r





r∑

j=1

(−1)j−1kj

jxj



 =

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)( r∑

i=0

(
r

i

)

xikr−i

)



r∑

j=1

(−1)j−1kj

jxj



On intervertit alors les ∑ (�nies) en faisant passer la première en dernier :
· · · =

r∑

i=0

r∑

j=1

(
r

i

)
(−1)j−1

j
xi−j

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

kr−(i−j)Pour 0 6 i 6 r et 1 6 j 6 r, on retrouve bien que −r 6 i − j 6 r − 1 et don
 l'existen
e des 
onstantes
As.III.F.3) Dans les jolis 
al
uls pré
édents, pour 0 6 i − j 6 r − 1, on a 1 6 r − (i − j) 6 r 6 n − 1 et don
 lasubstitution X := 0 dans la formule II.1 assure que les 
oe�
ients n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

kr−(i−j) sont tous nuls.(Ouf ! !)III.F.4) Les exposants qui restent dans la somme sont tous < 0 don
 Gr+1(x) =
x→+∞

o (1)IV -IV.A- .IV.A.1) Pour |a| 6 n− 1, le fa
teur (X − a) = (X + |a|) �gure dans la dé
omposition de Pn don
 Pn(a) = 0.Pour p = |a| > n, Pn(a) =
1

n!

n−1∏

j=0

(−p+ j) =
(−1)n

n!

n−1∏

j=0

(p− j) =
(−1)n

n!
·

p!

(p− n)!
= (−1)n

(
p

n

).IV.A.2) La somme est �nie et vaut p
∑

n=0

(
p

n

)

(−x)n = (1− x)pIV.B- .IV.B.1) ∣∣∣
∣

Pn+1(a).x
n+1

Pn(a).xn

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

a+ n

n+ 1
x

∣
∣
∣
∣

→
n→+∞

|x|. Don
, ave
 la règle de d'Alembert : si |x| < 1, la série 
onvergeabsolument et si |x| > 1, la série diverge grossièrement.On en déduit que R = 1.IV.B.2) Ave
 le théorème de dérivation des séries entières, on a :
∀x ∈]− 1, 1[, S′

a(x) =

+∞∑

n=1

nPn(a)x
n−1 =

+∞∑

n=0

(n+ 1)Pn+1(a)x
nCentrale TSI 2012 Math 1 - Corrigé � Page 3



Et don
 (1− x)S′

a(x) =

+∞∑

n=0

(
(n+ 1)Pn+1(a)− nPn(a)

)
xnOr (n+ 1)Pn+1 = (X + n)Pn don
 (n+ 1)Pn+1(a)− nPn(a) = aPn(a)de quoi l'on déduit que (1 − x)S′

a(x) = aSa(x).IV.B.3) On résout l'équation di�érentielle (1 − x)y′ − ay = 0 sur ] − 1, 1[, intervalle où les fon
tion 
oe�
ientssont 
ontinues et où (1 − x) ne s'annule pas : le théorème de stru
ture fournit que les solutions sont lesfon
tions y = C. exp

(∫
a

1− x
dx

)

=
C

(1− x)a
.Pour x = 0, Sa(0) = P0(a) = 1 don
, ave
 le théorème de Cau
hy-Lips
hitz, C = 1 et Sa(x) =

1

(1 − x)a
.IV.C- .IV.C.1) wn = ln
un+1

un

= ln
(n+ 1)cPn+1(a)

ncPn(a)
= c ln

n+ 1

n
+ ln

a+ n

n+ 1
= (c − 1) ln

(

1 +
1

n

)

+ ln
(

1 +
a

n

)

=

c− 1 + a

n
+O( 1

n2

).On en déduit, par 
omparaison à l'exemple de Riemann, que ∑
n>1

wn 
onverge ⇐⇒ c = 1− aIV.C.2) On téles
ope : n−1∑

k=1

wk = lnun− lnu1 et 
ette suite 
onverge d'après 
e qui pré
ède vers une limite ℓ ∈ R.Par suite, (un) 
onverge vers L = u1eℓ > 0.Il s'ensuit que nc |Pn(a)| ∼
n→+∞

L (6= 0) et don
 que |Pn(a)| ∼
n→+∞

L

nc
=

L

n1−a
.IV.C.3) Par 
omparaison à l'exemple de Riemann, ∑

n>0

|Pn(a)| 
onverge ⇐⇒ 1− a > 1 ⇐⇒ a < 0.Alors, ave
 le théorème de 
ontinuité (radiale) des séries entières, +∞∑

n=0

Pn(a) = lim
x→1−

Sa(x) = (1−1)−a = 0et +∞∑

n=0

(−1)nPn(a) = lim
x→−1+

Sa(x) = (1− (−1))−a = 2−a.
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