CENTRALE TSI 2012 — MATH 1 — CORRIGE
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—xt —xt

ILA1) t— € est continue sur [1, 400 et Vt € [1, +00], ‘e < e "' qui est intégrable sur [1, +oo[ (cours :

x > 0) d’ou la convergence de l'intégrale.

+oo efxt +oo 1
De plus, par croissance de 'intégrale, 0 < / " dt < / e "t dt =~
1 1 Z

—t —xt

—e
I.A.2) Notons f la fonction définie par f(z,t) = © "
Flat) = » (11— —at)+o(H) =2~ 1+0(1) donc I el e
z,t) =5 x o ==z 0 onc lim " ==z
1 et _ et et _ et
I.A.3) D’aprés ce qui précéde, 'intégrale / — dt est faussement impropre et t — — est
0

intégrable sur [1, +oo[ comme somme de deux fonctions intégrables.
I.B- .
I.B.1) On applique le théoréme de dérivation sous le signe intégrale :

e Pour tout ¢ €]0, +00[,  — f(z,t) est C* sur |0, +-o0] et ?(z, t)=e ",
x

0
e Pour tout z €]0,4o00[, t — f(z,t) est intégrable sur |0, +oo[ d’aprés I.A.3) et t — a—f(x, t) est continue
X

(par morceaux) sur |0, +oo[;

e HD locale : soit [a,b] C]0,+o0]. Yz € [a,b],Vt €]0,+00], ?(x,t)‘ < e qui est intégrable sur
x
0, 400
o0 1
On en déduit que F est de classe C* sur 0, +oo| et que F/(z) = / e "t dt =—
0 x

+oo
On en déduit que F(z) =Inz + C. On détermine C a aide de F(1) =C = / 0dt =0.
0

Conclusion : F(z) = Inz.

+oo efat o efbt
I.C-/ fdt:F(b)—F(a)zlnbflna

0

I.D- .

—xt

I.D.1) La fonction ¢ — € (1 —e™")" est continue (par morceaux) sur |0, 4+oc];

—xt —xt

° ; (1—e b eos qui est intégrable sur [1, +oo[ d’aprés I.A.1) ;
—xt

© 1—e " ~ t" ! donc est intégrable sur ]0,1] (n > 1).
t t—0 &

I.D.2) Scindons la somme dans le second membre et utilisons la formule du binéme :
n n

kZiO (7)ot = > (7) 0t kz (Nevre =1y -y

—xt

+o0 n
1.D.3) D’aprés ce qui précéde, / ° n (1—e H)" Z (Z) (F(xz+ k) — F(x))
0

k=0

i() Y In(z + k) +In - i(;‘) i)() ) In(a + k)

IT -
IL.A- .

IT.A.1) La famille (Py)o<k<n est échelonnée en degrés (deg P, = k) donc libre et son cardinal, n + 1, égale la
dimension de l’espace R,,[X], c’en est donc une base.
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— k
1 . 1
I1.A.2) P.(X +1) =?1;[X+3+1 :k—[[Xﬂ

k—1 - -

1 .
done A(Py)(X) = 7 [[&E+i+D)| (X+k)—-X) )=
j=1 k=1 =0
Pk—l(X+ 1)
D’autre part, A(P)) =1—-1=0.
ILA.3) Pour 0<m<k—1, A"(P) = A" (P (X +1)) = = Popo (X +m);

pour m =k, AF(P,) = Po(X + k) = 1;
pour m >k 41, A™(Py) = A™ k(R )—O

On déduit de ce qui préceéde que pour 0 < k < n —1, A"(Py) =0, et comme (Pj)og<kgn—1 €st une base
de R,,—1[X], VP € R,_1[X], A™(P) =0.

II.B- .

IL.B.1) Suivons l'indication de 1’énoncé :
e La propriété est vérifiee pour n =0 (et 1);

e Soit n € N. Supposons que VP € R[X], A"(P)

I
3
o
PR
> 3
N~
T
—_
~—
3
o
3
+
=

-
A"TH(P) = A™(P(X+1))-A"(P(X)) i :il (k 7_‘ 1> (1)n<k1>p(x+1<;)+ki_0 <Z> (—1)"~ D p(x 4
k) = % [(k " 1> + <Z>} (—1)" D P(X 4 k) = % (” i 1> (~1)" D P(X 1 k)

k=0
qui est la propriété analogue au rang n + 1.

k=0

II.B.2) D’aprés I1.B.1), Z (Z) (—DF(X 4+ )k = (=1)"A™(X") = 0 d’aprés T1.A.4).
k=0

IIT -

IIT.A- Notons f, la fonction définie par f,.(x,t) =

ITI.A.1) Comme au I.D.1)

ITI.A.2) Comme au I.D.1) : f.(z,1) Ko t"~" donc est intégrable sur ]0, 1] si et seulement sin >r—1 <= n >r.
—

ITL.B- .

ITI.B.1) Encore le théoréme de dérivation sous le signe intégrale :

efxt

t’l‘

(1—e b

e Pour tout ¢ €]0, +o0o[, x — f,(z,t) est de classe C' sur [¢, +oo[ et aafT (,t) = —fr1(z,t);
x
Ofr
e Pour tout = € [¢,4o0[, t — fr(x,t) est intégrable sur |0, +oo[ d’aprés III.A. et t — af (x,t) est
x

continue (par morceaux) sur |0, 4o00[;

e HD : Vz € [¢,+o0[,Vt €]0, +00], ‘aafr (z,t)‘ < ‘%fr (c, t)‘ = fr_1(c,t) qui est intégrable sur ]0, +o0]
x x

carm=>r>r—1

+oo
On en déduit que F,. est de classe C' sur [c, +00 et que F/(z) = —/ fro1(z,t) dt = —F._1(x)
0

ITI.B.2) On en déduit que F, est de classe C' sur U [e, +00][=]0, 4+00[ et que la relation ci-dessus perdure.

c>0
III.C- .

II1.C.1) Inégalité des accroissements finis ou étude de variations.

IT1.C.2) t — f.(x,t) est continue et strictement positive sur ]0, +oo[ donc F.(x) > 0.
Pour lautre inégalité, utiliser II1.C.1) et effectuer le changement de variable u = xt.

ITI.C.8) Se déduit de la question précédente a 1’aide du théoréme des gendarmes (n + 1 —r > 0).
d
ILD- — ((x+k)"In(z + k) =r(z + k)" 'In(z + k) + (z + k)"~ *. Donc :

o) = =Go0) - S S (1) ey

r!
k=0

=0 d’aprés ’égalité II.1
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ITL.LE- e Pour r =1 : d’aprés I.D.3), Fi(z) = G1(x);

e Soit 1 < r < n — 1. On suppose que F,. — G, = 0. Alors (Fyy1 — Gry1)' = —(F. — G,) = 0 donc
F,11 — Gr41 est constante sur 'intervalle |0, +oo[. Comme hrf Friq(z) = hm Gry1(z) = 0, cette
Tr—r+00

constante est nulle et F,.11 = G,41.
IIL.F- .

k
ITII.F.1) On scinde les logarithmes : In(z + k) = Inz +In (1 + —), on scinde la somme, on factorise Inx dans la
x

premiére et on utilise I’égalité II.1.

— (—1)!
IILF.2) In(l +u) = >
u—r j

j=1

u! +o(u”).

k: T
La relation demandée s’obtient immédiatement aprés avoir remarqué que (z + k)".0 <<—> > =o(l)
x

(z+k)rzw7;k]:$—£(z+k)rzwx“j

= =

polynoéme de degré 2r—1
T

Ainsi, 2" - Z(fl)k (Z) (x+k)" Z ... est polynomial de degré < 2r — 1, d’oi1 'existence des constantes
k=0

n

j=1
A..

Mais, pour la question suivante, il y a lieu d’expliciter un peu les coefficients. Reprenons donc les calculs
en développant les (x 4+ k)" et en attachant bien sa ceinture :
n T i —1 5 n K T i—1 y
k(T r (_1)] k? _ k(T T\ ipr—i (_1)J k?
S | 30 S ) =S (1) (S () ) (S
k=0 j=1 k=0 =0 j=1

On intervertit alors les E (ﬁnies) en faisant passer la premiére en dernier :

- ()T (e

=0 j=1
Pour0<i<retl1<j<r, on retrouve bien que —r <7 —j < r — 1 et donc l'existence des constantes
A,

ITI.F.3) Dans les jolis calculs précédents, pour 0 < i—j<r—1l,onal<r—(i—j)<r<n—1etdoncla

n

substitution X := 0 dans la formule II.1 assure que les coefficients Z(—l)k (Z) k™=~ sont tous nuls.

k=0

(Ouf!!)

ITI.F.4) Les exposants qui restent dans la somme sont tous < 0 donc G,1(x) =0 (1)
Tr—+00
IV -
IV.A- .
IV.A.1) Pour |a| < n —1, le facteur (X —a) = (X + |a|) figure dans la décomposition de P, donc P,(a) = 0.
n—1 n—1
_ _1 N (=D” A Gt O N 6 4

Pour p = |a| > n, Pa(a) = —, ( p+j) =" jl;[o(pfj) T e SN
IV.A.2) La somme est finie et vaut Z ( ) (1—2)?
IV.B- .

n+1
IV.B.1) Poii(a). S e |z|.  Donc, avec la régle de D’ ALEMBERT : si |z| < 1, la série converge
P,(a).an n+1 | nostoo

absolument et si |z| > 1, la série diverge grossiérement.
On en déduit que R = 1.

IV.B.2) Avec le théoréme de dérivation des séries entiéres, on a :
“+o0

Ve €] - 1,1], Z nPy( = (n+1)Pasr(a)a”

n=0
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IV.B.3)

IV.C- .
IV.C.1)

IV.C.2)

IV.C.3)

+oo
Et donc (1 - 2)S,(x) = > ((n+1)Pay1(a) — nPy(a))z”

n=0

Or (n+1)P41 = (X +n)P, donc (n+ 1)P,11(a) — nPy,(a) = aPy(a)

de quoi l'on déduit que (1 — z)S. (z) = aS,(x).

On résout I'équation différentielle (1 — )y’ — ay = 0 sur | — 1, 1], intervalle ou les fonction coefficients
sont continues et ou (1 — ) ne s’annule pas : le théoréme de structure fournit que les solutions sont les

fonctions y = C. exp </ 1L dz> = OL)
— X — T a

Pour z = 0, S,(0) = Py(a) = 1 donc, avec le théoréme de CAUCHY-L1PSCHITZ, C' = 1 et S,(z) =
1

(1 =z

. 1P, 1 1
wn:ln—u 1 zln—(n+ ) Pia(a) :clnn+ —|—lna+n = (c—1n(l14=- +1n(1+g)
Up n¢P,(a) n n+1 n n

-1 1
um(ﬁ)_
n n

On en déduit, par comparaison a ’exemple de RIEMANN, que Z wy, converge < c=1—a

nz=1
n—1
On télescope : Z wg = Inwu, —Inwu; et cette suite converge d’apres ce qui précéde vers une limite £ € R.
k=1
Par suite, (u,) converge vers L = ure’ > 0.
L L
g i ‘P, ~ L P, ~ ==
s’ensuit que n®|P,(a)] ety (£ 0) et donc que | Py, (a)] ol e = i

Par comparaison & I'exemple de RIEMANN, Z |P,(a)] converge <= 1—a>1 <= a<0.

n>=0
—+o0
Alors, avec le théoréme de continuité (radiale) des séries entiéres, Z P,(a) = lim Sy(z)=(1-1)""=0
0 r—1—

+oo
et ¥ (—=1)"Py(a) = lim Sy(z)=(1—(-1))"*=2""
n=0

rz——1*
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