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I Cas n =1 et méthode d’Euler
I.A) La méthode d’Euler

I.A.1) L’idée consiste a construire une application continue affine par morceaux, qui soit
proche de I'unique solution y du systéme formé de I’équation différentielle 3’ = f(y) munie de
la condition initiale y(0) = 1. Le premier morceau affine correspond a l’application tangente
de y a lorigine sur le segment [0, %] Le second morceau affine est défini sur l'intervalle
[%, %], il correspond a l'application tangente de la solution de 1’équation y' = f(y) qui
coincide avec le premier morceau affine au point d’abscisse % Et on réitére le procédé sur

chaque intervalle [%, %], jusqu’a l'intervalle [%, 1].
I.A.2)

>MethEuler:=proc(N)

>local Y, k;

>Y:=array(0..N):

>Y[0]:=1

>for k from O to N-1 do
>Y[k+1]:=Y[k]+1/N*f (Y [k]):
>od:

> Y,

>end proc:

I.B) Préliminaire au 1.C

I.B.1) D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, le probléeme de Cauchy constitué d’une
équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants et d’une condition initiale
admet une unique solution.

On vérifie aisément que la fonction ¢ — e’ convient.

t — €' est I'unique solution de C

I.B.2) Pour tout t > 1, ona 0 < t—1< E(t) <t onen déduit 0 < =21 < @ < i
Par passage  la limite, on obtient lim 1 < lim 0] < lim % D’apres le théoréme de
t—+o0 t—+00 t—+oo
I’encadrement, on en déduit
E(t
lim —( ) =1
t—+oo

I.C) Mise en ceuvre de la méthode d’Euler pour &

I.C.1) La définition proposée correspond exactement a la démarche du I.A appliquée a la
fonction f = Idg



k
1
I.C.2) Le calcul des premiers valeurs de §j nous permet de conjecturer g = <1 + N) ,
Vk € {0,..., N}. Démontrons-le par récurrence sur k.

Initialisation : La propriété est clairement vérifiée pour k = 0.

k
1
Hypothése de récurrence : Supposons 4, = <1 + N) avec k € {0,...,N — 1}.

1 1 1\* 1\ A1
Hérédité : On a yr41 = (1 + N> <1 + N) <1 + N) = (1 + N)

_ 1\
yk—<1+ﬁ> ) Vk e {0,...,N}

I1.C.3)a)
31 La fonction ys est affine par morceaux, conti-
y nue et vérifie
0)=90=1
" yz(l) =1
y2 y2(§) =j1=3
~ 9
La fonction y3 est affine par morceaux, conti-
nue et vérifie
y3(0) =90 =1
1 ~ 4
) y3(§) =Y =3
1 2 ~ 16
y3(§) =Y =75
_ 5. _ 64
y3(1) =43 = o7
G '
1

I1.C.3)b) Posons zy(t) = (1+ & ) (t+1-— _) pour ¢ € [k k]-\kzl]

L’application yy(t) est une fonction polynomiale de degré 1 sur l'intervalle [% %]
et dont le graphe est donc une droite, qui passe par les points de coordonnées (%,ﬂ ) et
(%7 ngrl )

Deux droites passant par deux mémes points distincts étant confondues, pour vérifier
que zy(t) = yn(t) pour tout t € [&, 2] il suffit de vérifier qu'elle est aussi polynomiale

de degré 1 et que son graphe passe aussi par les points (%, Uk) et (%, Jk+1)- Or on a

2=

Zn (

) = (1+ %) Uk
Zn ( 1 s

1) = ( +%) = Yk+1
2

=



Vte[%,%] yN(t):<1+%>k<t+1—%>

I.C.3)c) Soit t € [0, 1]. Découpons l'intervalle [0,1] en N parts égales. Supposons ¢ # 1. 11
existe k € {0,..., N — 1} tel que ¢ € [£, EEL[ On a alors Nt € [k, k + 1[ et E(Nt) = k. On
a bien ’égalité demandée. Pour ¢ = 1, I’expression donnée est aussi vérifiée. De ce fait,

Vtelo,1], un(t) = <1+%>E(Nt) <t+1— E(]JVVt)>

I.C.4) Pour t > 1, on a
0< Nt—1< E(Nt) < Nt

dont on déduit les deux inégalités suivantes

1\ V-1 1\ B 1\ Mt
1 1+ — 1+ — <1+ —
<(+x) <(ex)  =(+5)

Nt E(Nt) Nt—1
0<t+l-—r<t+l- <t+1-

En multipliant ces inégalités membres & membres (ce qui se justifie car toutes les expressions
sont positives), on en déduit les inégalités successives suivantes

Nt—1 Nt+1
14+ <un(®) < 1+ !
N = YN = N

e(Nt—l)ln(l—f—%) <yn(t) < e(Nt-i—l)ln(l—f—%)

o _ 1 . 1
Comme In(1+%) ~ 4+, onendéduit lim eWt=DIn(+x%) — i  WNHFDIn(+5) — ¢t
N—+o00 N—+oo N—+oo

D’aprés le théoréme de ’encadrement, on peut conclure

vieo,1),  lim yx(®) = = y(0)
—+00

1.D) Etude d’un cas particulier avec second membre

I.D.1) Les solutions de I'’équation homogéne sont de la forme ¢ — Ae! avec A constante
réelle. En cherchant une solution particuliére sous la forme t — Ae™!cos(t) + Be !sin(t),
on constate que t — sin(t) convient (on peut aussi utiliser la méthode de la variation de
la constante). On en déduit que les solutions de l'équation différentielle sont les fonctions
t — Xel+e~tsin(t). Parmi ces solutions, la seule qui satisfait la condition initiale du probléme
de Cauchy posé est celle avec A = 0.

h'(t) — h(t) = e t(cos(t) — 2sin(t))
h(0) =0

h:t s e 'sin(t) est 'unique solution du systéme {

I.D.2) Les fonctions ¢ ~ sin(t) et ¢ — e’ étant développables en série entiére avec un rayon
de convergence égal & +00 chacune, on en déduit que h est développable en série entiére avec
un rayon de convergence infini.



Pour tout ¢ réel, on a

h(t) = e~tsin(t) = Im(e—teit) — Im(et(_Hi) =Im (%O(—l + )" Z_n'>

n=0

3im

Comme —1 +1i = +/2¢e1 ,

h(t):1m<§°(ﬂe%)n ’f_> :Im(%o(ﬁ)n(cos(g%r)‘mSin(%%)ﬁ)

n=0 n! n=0 n!
+oo 3 n
= S (WEsin(n)
n=0
= 3nm t"
Le développement en série entiére de h(t) est h(t) = Z(\/ﬁ)” sin(T)—'
n!
n=0
I.D.3) Graphe de la fonction h sur U'intervalle [0, 27]
2_.
1 1
0 1 2 3 1 5 6 7
1+
+24

I.D.4) La fonction ¢ +— h(t) est majorée en valeur absolue par la fonction e~ qui est
d’intégrale convergente sur l'intervalle [0, 4-o00].

‘ I est convergente ‘

x T x

I = lim e sin(t)dt = lim e 'Im(e)dt =Im lim ettt
z—+00 J z—+00 J z—+00 Jq

—t+it 1T (—14d)z 1 1 1
=Im| lm € - =Im | Lm € — | — - | =Im | — - ==
z—+too | =1+ ], r—+oo \ —1414 -1+ -1+ 2

1

I=-

2




I1 Généralités
II.A) Quelques propriétés qualitatives des solutions de &,

I1.A.1) Les solutions de I'’équation caractéristique r2 — 1 = 0 associée & 'équation différen-
tielle homogéne étant 1 et —1,

Les solutions réelles de &, sont : t — ae’ + be™", (a,b) € R?

Les solutions complexes de &, sont : t — el + e, (A, ) € C?

I1.A.2) Montrons par récurrence que ¥ est de classe C* pour tout k entier positif.

Initialisation : La fonction y étant solution de &,, elle est au moins dérivable n fois et comme
n > 1, on en déduit y est C° sur R. La propriété est donc vérifiée pour k = 0.

Hypothése de récurrence : Supposons y de classe C™*.
Heéréditée : Comme y est de classe C™, et que y™ =y, on en déduit que y™ est de classe

C"™ et que y est de classe C"F*+1D) Ce qui termine la démonstration.

La fonction y étant de classe C™ pour tout k entier positif, on en déduit qu’elle est de
classe C'*°

y est de classe C*°

IT.A.3) Comme y est de classe C*°, il en est de méme de y("). Nous pouvons donc dériver
la relation y(") =y, ce qui donne y’(") =y

y est solution de &,

IT1.A.4) Montrons d’abord que y appartient a S, (R) entraine que sa partie réelle appartient
a S,(C) : Soit y € S,(R), alors la fonction § = y + i x 0 est clairement un élément de S,,(C)

Montrons maintenant la réciproque : Soit § € S,(C). On peut la décomposer en partie
réelle et partie imaginaire : § = y + iz avec y et z des fonctions réelles. Comme g € S,(C),
on en déduit :

soit encore

‘Les propositions sont bien équivalentes‘

II.B) Structure de l’ensemble des solutions

I1.B.1) Montrons que S, (R) est un sous R-espace vectoriel de C*°(R) :

— La fonction nulle est un élément de S, (R). Ainsi, S,,(R) n’est pas vide.

— Soit A € Ret (y,2) € (Su(R))2. La linéarité de la dérivation implique Ay + z € S,,(R).
L’ensemble S, (R) est stable par combinaison linéaire a coefficients réels.

‘Sn(R) est un R espace Vectoriel‘

5




I1.B.2) Posons

Qji+1 =1 Vie {1,...,n—1}
A= (aij) 1<i<n aVecC Gp1 = 1
<n

a;j =0 sinon
0 1 O 0
On reconnait en A une matrice dite circulante : A = | : L0
0 0 1
1 0 0
0 1 0 0
v () , y(t)
"(t) : S Y@
L’égalité Y/ = AY donne : = |: PRI : ; ce qui est
y(nfl) 0 1 y(n72)
y'(t) =y'(t)
(1) = 40
équivalent au systéme . et ce dernier est clairement vérifié par tout élément
y ™ (t) = y(t)
de S, (R).
0 1 0 0
Il suffit de choisir A = 0
0 0 1
1 0 0
I1.B.3) L’application 6 est linéaire par linéarité de la dérivation.
Montrons que 6 est une application surjective. Soit a = (ag,a1,...,a,—1) un élément de
R™. Construisons a partir de a, la suite (ax)ren définie par ax = a(; mod. n) POUr tout k entier.
+oo
Considérons la série entiére définie par %tk. Comme la suite des (ay)ren est bornée, le

k=0
rayon de convergence de cette suite est égale a +o00. Notons y(t) sa somme pour tout ¢ réel.

la fonction t — y(t) est de classe C* sur R, elle appartient & S, (R) par construction, et son
image par 0 est a. L’application 8 est donc surjective.

Montrons que 6 est une application injective. Soit y(t) et S(¢) deux éléments de S, (R)
ayant méme image par 6. Les suites (y*)(0))ren et (S (0))pen sont identiques et sont
bornées. Les fonctions y(t) et S(t) sont donc développables en séries entiéres a l'origine, avec
un rayon de convergence infinie. De plus, elles ont le méme développement en série entiére.
Elles sont donc égales. L’application 6 est donc injective.

‘9 est un isomorphisme
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Comme dim(R") = n, on en déduit

| dim(S,(R)) = ]

IITl Lescas n=3 et n=4

ITI.A) Le cas n =3 : méthode de la variation de la constante

III. A.1) Les fonctions dérivées de t — e’ étant toutes égales a t — e?, on a

t — e’ est une solution de &; sur R

ITI. A.2) En posant y(t) = z(t)ef, on a y®)(t) = 23 (t)et + 322 (t)e! 4 32/ (t)e! + 2(t)et
Puisque e! # 0 I’équation &3 se traduit par

&) @) +3:P01)+3(t) =0

ITI. A.3) En posant Z = 2/, I'équation (£’) s’interpréte comme une équation différentielle
linéaire & coefficients constants d’ordre 2, dont 'équation caractéristique r2 + 3r + 3 admet

V3 3 V3

deux racines conjuguées complexes r; = -3 + 27 et rg = —5 i On en déduit une

expression de Z :

3

7 — \el™ Sy )+M(*%*i7)t avec ()\,M)E(Cz

Ce qui se traduit par

A 3,.\B po (=3 5
Z(t)zi( STt 4 + avec (A, pu,y) € C
L A p s
uitte & poser a = ————z et f = ————z, on en déduit que
Quitt t 3 N deduit
3+ U7

V3 3
Les solutions complexes de (£’) sont z(t):ae(_%HTS)t—i-ﬁe(_%_ZTS)t—FV avec(a, 3,7)eC3

Les solutions réelles de (£) sont les parties réelles des solutions complexes,

Les solutions réelles de (£') sont z(t) =ae™ : bcos(L2t) + be™ 3 tsin(£t) + ¢ avec(a, b, ¢)€R

24T

ITI. A.4) On en déduit, en posant j = e 3

S3(C) = {t — ae’t + Bel’t 4 vel avec (a, 3,7) € C3}

S3(R) = {t — ae™ 3 b cos(Lt) + be” 3 tsin(~£t) + ce! avec (a,b,c) € R?}

Supposons qu’il existe un élément y de S3(C) qui soit 2m-périodique. 11 existe alors
(o, B,7) € C? tels que, pour tout ¢ réel on ait :

el t+2m) BejQ(t+27r) _|_,y€(t+27r) — aelt + ﬁeth T yel
7



Ce que l'on peut réécrire

ae*™ —1)elt + ,8(627rj2 — 1)ej2t +(e*™ —1)e! =0

Or la famille (t — et eth,t > e') est libre : en effet si on suppose qu’il en existe
une combinaison linéaire nulle, en dérivant deux fois cette relation et en évaluant en ¢t = 0
chacune des relations, on obtient un systéme linéaire dont le déterminant est un déterminant
de Vandermonde. Comme, par ailleurs, e?™, ™ * et 2™ ne sont pas égaux a 1. On en déduit
que la seule solution 2m-périodique de S3(C) est la fonction nulle. Or S3(C) contient S3(R).

‘ Il n’y a pas dans S3(R) de fonction 27-périodique non nulle‘

III.B) Le cas n =4 : recherche de séries entiéres solutions

. 4k 4k+1 4k+2 4k+3
II11. B.].) SOlt t e R. Posons afp — @, ,Bk = m, Yk = m, (5k = m

D’aprés la régle de d’Alembert comme :

lim M = lim |t|4 =0

koo Jom| koo (4k +4)(4k + 3)(4k + 2)(4k +1)
. | Br+1] . !t!4

hotoo B korteo (4K +5)(dk + 4)(4k + 3)(dk +2)
el . |t

koo vkl ketoo (4% + 6)(4K + 5)(4k + 4)(4k +3)
Opi1] . t*

= 0
hotoo |05]  k—rboo (4K + 7)(4k + 6)(4k + 5)(4k + 4)
les séries A(t), B(t), C(t) et D(t) sont convergentes quelque soit la valeur de ¢ € R.

‘Les séries A(t), B(t), C(t) et D(t) sont définies sur R

La somme de la série entiére ¢ — B(t) est de classe C* sur son domaine de définition et
sa dérivée s’obtient par dérivation terme & terme. On en déduit

/ oo ki1 \' O E0 k1 N/ EX gk
B = (Z(4k+1)!> =2 ((4k:+1)!> - Z@ = Al

k=0 k=0 k=0

Un calcul analogue nous donne

B'(t)=A(t) C'(t)=B() D't)=C()

ITI. B.2)a) Supposons k impair, il existe alors [ entier tel que k = 2/ 4+ 1. Calculons oy
op = ogp1 = 1+ (=12 4200 ()2 = 11 (= Db+ (=1) (=) = (=) (i—4) =0

‘Si k est impair, alors o} = 0‘

ITI. B.2)b) Soit k un entier. Calculons oy en fonction de la classe de k& modulo 4 :
e Si k=0 (mod. 4), alors il existe [ € N tel que k =4I, et on a
o) = 1 + (_1)4l + Z'4l + (_Z')4l —4



e Si k=2 (mod. 4), alors il existe [ € N tel que k =4l + 2, et on a
o) = 14 (_1)4l+2 4 2‘4l+2 4 (_2')4l+2 =14+41-1-1=0

e Si k=1 (mod. 4) ou que k = 3 (mod. 4), alors k est impair et d’aprés la question
précédente on a

oL, =0

0% # 0 < k=0 (mod. 4)|

ITI. B.2)c) On a a pour tout t € R

1 1 t —t it —it
g(ch(t) + cos(t)) = 3 <6 +2€ + 2 +26 ) =

1 : :
— Z (et _|_€7t _|_€zt _|_efzt)
1 Loe ot it it
§(Ch(t) + cos(t)) = 1 ("+et+et+e )
400 Zk
De plus, comme e* = Z o pour tout z € C,
k=0 "

A B g ey ) L (L
(6 +e +e" e )——( +ZT+I§)T

+o00 (_
25
k=0 k=0 k=0

+o0o . . - tk 1 +oo tk
(Z(1+(—1) + % 4+ (—i) )H> =3 <kzoo-ky>

t* it)k
4 k! !

=

)

Comme o, = 0 pour k£ non multiple de 4 et que o4, = 4, cette somme se simplifie

Ry

1, . . . 1 +oo 4k +oo 4k
— - v -t = — —_— _= i A t
4(6 +e "+ef+e ) 1 ;004k(4k)! ];)(4/%)! (t)

1 ‘ 1
A(t) = 1 (e"+e+et+e) = §(Ch(t) + cos(t)) VteR

ITI. B.2)d) En intégrant trois fois de suite 'expression obtenue a la question précédente,
sachant que B(0) = C(0) = D(0) = 0, on en déduit

B(t) = i (¢ — et — i 4ic*) = %(sh(t) Fsin(t))  VieR
Lot —t it ity _ L
C(t):Z(e +e ' —e’ —e) = —(ch(t) — cos(t)) vVteR
Lov ot it it 1 .
D(t) = 1 (" —e " +ie —ie™™) = §(sh(t) — sin(t)) VteR

+o0
ITI. B.3) En posant y(t) = Zaktk, on a
k=0



yW(t

+o0
Z k(k —1)(k — 2)(k — 3)art*™* = > (k+4)(k + 3)(k + 2)(k + 1)a44t".
k=0

Légalité y(t) =y (t) se traduit successivement par

+00 +oo
S k+ )k +3)(k+2)(k+ Dagsat” = apt”  VieR
k=0 k=0

[k +9)(E+3)(k+2(k+ Darpa=ar  VkEN

En particulier,

1 4! 1 8! 1 ; d
onaas= 4'a0, ag = 8' 8'a0’ alg = 12' 12'a0, et par une récurrence rapide,
. 1
on en déduit que ayr = @n)! a0 pour tout k entier positif.

5! 1 9! 1 ; d
on a as = 5'a1, ag = 9' 9' a3 = ?(Ig 13'a1, et par une récurrence rapide,
on en déduit que a 7a our tout k entier positif.

q 4k+1 = 4k 1 1)! 1p p
2! 6! 2! 10! 2! "
on aag = —as, a0 = —ag = —0as, A4 = —a190 = — a9, et par une récurrence
6 6! 2, @10 10! 6 101 2, A14 141 10 141 2 p
id déduit 2 tout k enti itif
rapide, on en déduit que a = —— a9 pour tout k entier positif.
p q 4k+2 (4k + 2)! 2P p
3! 7! 3! 11! 3! ¢
on a ay = —as, a1] = = —as, a5 = = —ag3, et par une récurrence
7= 7l 3, a11 11, a7 = 111 :;; 15 15, a1 15, 3, p

rapide, on en déduit que a3 = a3 pour tout k entier positif.

(4k + 3)!

On en déduit

[y(t) = agA(t) + a1 B(t) + 2a2C(t) + 6a3D(t)  VtER

En utilisant les égalités a la question II1.B.2.c), on obtient

y(t) = apA(t) + a1 B(t) + 2a2C(t) + 6asD(t)

%0 (ch(t) + cos(#)) + L (sh(r) + sint)) + %(Ch(t) — cos(t)) + %(Sh( ) — sin(t))

(% + ag)ch(t) + (% + 3ag)sh(t) + (% — ag) cos(t) + (a_21 — 3ag) sin(t) On a bien

y(t) = zich(t) + zosh(t) + 23 cos(t) + 24 sin(t) avec {

lea—o—i-aQ, Zgza—l—i-?)ag,

23 =9 —ag, 24 =% —3a3

ITI. B.4) La question précédente montre que (ch,sh, cos,sin) sont des éléments de Sy(R).
Comme 6 est un isomorphisme de Sy(R) sur R?, cette famille est une base de Sy(R) si
et seulement si la famille des images par 6 est une base de R*. Or les images de la famille
(ch, sh, cos, sin) par 6 est la famille (1,0, 1,0), (0,1,0,1),(1,0,—1,0),(0,1,0, —1). Pour savoir
si cette famille est une base, il suffit de vérifier que son déterminant dans la base canonique

est non nul.
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1 0 1 0
01 0 1 )
Or det 10 -1 o =4 # 0. La famille (1,0, 1,0), (0,1,0,1),(1,0,—1,0),(0,1,0,—1)
01 0 -1
est une base de R4

La famille (ch,sh, cos, sin) est une base de Sy(R)

Par ailleurs, toute base de S4(R) est une base de S4(C)

La famille (ch,sh, cos, sin) est une base de S4(C)

IT1. B.5) Les séries entiére A(t), B(t), C(t) et D(t) étant de rayon de convergence infini, il
en est de méme de agA(t) + a1 B(t) 4+ 2a2C(t) + 6a3D(t) quelque soient les valeurs complexes
de ag, a1, as et az. En particulier,

‘ Toute solution de &, est développable en série entiére sur ]R‘

Le développement en série entiére de la solution recherchée vérifie :

ag = % =1,a1 = _y/l(!O) =1, a9 = _y”2(!0) = % et ag = yﬂégo) = —%. On en déduit

[y(t) = agA(t) + a1 B(t) + 2a2C(t) + 6a3 D(t) = A(t) + B(t) + C(t) — D(t)]

IV Retour au cas général
IV.A) Ezxpression des solutions dans le cas général

IV. A.1) Pour tout k € Z, y™(t) = (wF)"e®"t = (w™)Fev™ = ¢»"t = y(t). La fonction
t 5 et est solution de En. Comme elle est & valeurs dans C, on a

ts et € 8,(C), Vk e Z

IV. A.2) et IV. A.3) La famille des y;, est une famille libre si et seulement son image

par 6 est une famille libre de C". Or, pour tout m € {0,...,n — 1}, on a 6(¢t — ewkt) =
(1, wk, w? .. wr=Dk),
Considérons le déterminant de la famille ((1,w",w?* ... w™ V¥)) 1<, 1 dans la base

canonique de C™. On reconnait un déterminant de Vandermonde appliqué aux complexes
(1,w,w?,...,w" 1. C n complexes étant distincts, le déterminant de Vandermonde associé
est non nul. Cela signifie que ((1,w",w?" ... ,w("*l)k))lgkgn,l est une base de C", et qu’il
en est de méme de la famille des (yx)i1<k<n—1 pour S,(C).

La famille des (yx)i1<k<n—1 est une base de S,,(C), en particulier, elle est libre.

La famille des (yx)i1<k<n—1 étant une base de S,(C),

Tout élément de S, (C) s’écrit comme une combinaison linéaire des (y)1<k<n—1-

IV. A.4) La fonction exponentielle z — e* est développable en série entiére avec un rayon
de convergence infini. De ce fait, les fonctions (yx)1<r<n—1 sont toutes développables en série
entiére sur R avec un rayon de convergence infini. Et il en est de méme de toute combinaison
linéaire des (yx)1<k<n—1 solution de S,(C),

‘Toutes les solutions de (&) sont développables en série entiére sur R
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IV.B) Ftude des soltuions 2rw-périodiques de &,

IV. B.1) Soit k un entier naturel non nul. A Tl'aide d’une intégration par parties, on obtient

2T 2T
umw:lé<mmmmﬁ:l@mmwm?+é mmmmmgzmww

2T 2T
.Mm:%A m@me:%Om@m@W—A k cos(kt)y ):—mk

Par ailleurs, pour & = 0, comme on a convenu by(y") = 0 on a clairement by (y —0xag(y).

Il reste & montrer la nullité de ag(y’). Or, comme y est 2mw-périodique, on a

2
o) = 3= [ 90t = WO =0 =0 h(y)

ar(y') = kbx(y)

Teeh {bk(y’) = —kay(y)

IV. B.2) En utilisant les relations établies a la question précédente, on a

e Pour k strictement positif,

) = 3 (on(y') — ibu(y')) = 5 (R0ely) + ikan(y) = 5 (~bu(y) + ax(y)) = ikei(y)

e Pour £ nul,
co(y’) = ao(y’) = 0 =0 X ico(y)

e Pour k strictement négatif,

a(y') = (0 (y) + b 1y) = 5(~Kb_kly) +i(~K)a_x(y)) = iker(y)

VkeZ, cx(y') = iker(y)

Supposons n impair. En utilisant la relation précédente, on a
VkeZ,  aly™)=(ik)"culy)
Comme y = 3™, cela implique
VkeZ, ck(y)[(ik)" —1] =0

Comme n est impair, (ik)"™ est un imaginaire pur non nul; il ne peut pas étre égal a 1, et on
en déduit

‘Pour n impair V k € Z, ck(y) = 0‘

IV. B.3) Théoréme de Dirichlet—. Soit f une application de R dans C, de classe C*
par morceauz et T-périodique. Alors, la série de Fourier de f converge simplement sur R et
a pour somme la régularisée f de f.

Comme f est de classe C, elle est égale & sa régularisée et le théoréme de Dirichlet
permet d’affirmer que la série de Fourier de y converge vers y. Pour n impair, les coefficients
ci de la série de Fourrier étant tous nuls, la série de Fourier est la fonction nulle et y aussi.
On a ainsi montré que

Si n est impair, la seule fonction 27-périodique solution de &, est la fonction nulle
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Supposons maintenant n pair. Supposons n = 2(mod. 4), alors on peut appliquer le méme
raisonnement que pour le cas n impair, car (ik)"” = (—1)%/<:” = —k™ qui est un réel négatif
ne peut pas égal a 1.

‘ Si n = 2(mod. 4), la seule fonction 27- périodique solution de &, est la fonction nulle

Supposons maintenant n = 2(mod. 4), alors (ik)™ = k™ peut étre égal a 1 pour &k =1 ou
k = —1. Les seuls coefficients éventuellement non nuls du développement en série de Fourrier
sont ¢1 et c_1, c’est-a-dire a; et b;. Auquel cas, en appliquant le théoréme de Dirichlet, on
a y = ajcos(t) + by sin(t) avec (a,b) € C2. Réciproquement, il est aisé de vérifier que ces
fonctions sont 27-périodiques et solutions de &,.

‘ Si n = 0(mod. 4), les fonctions a cos(t) + bsin(t) sont les solutions 27-périodiques de &,

On prend (a,b) € C? si on veut des solutions a valeurs dans C et si on veut les solutions de
Sn(R) 27-périodiques, on prend (a,b) € R2.
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